- PARTE D

TEORIA DOS
AUTOMATOS FINITOS







CAPITULO 1

RELAGOES, FUNCOES E MONOIDES

Neste capitulo apresentamos as definicdes de alguns conceitos
basicos, bem como algumas de suas propriedades. No texto omitimos
a maioria das demonstragdes. Em particular, as afirmagdes seguidas
de um ponto de exclamagdo sido enuncnados de propriedades cuja
demonstragdo fica a cargo do leitor.

1.  Relaces e funcées

Dados conjuntos 4 e B, uma relagdo r de A para B ¢é um subconjunto
do produto cartesiano 4 x B.'Os conjuntos 4 e B sdo ditos dominio
e co-dominio da relagdo r. Para um subconjunto S de A, definimos a
imagem de S por r:

Sr = {beB|(a, b)er para algum a € S}.

Convencionamos nesta parte do livro denotar um subconjunto unitario
{a} de 4 pelo seu Gnico elemento a. Assim, ar = b significa que (a, b)
¢ o unico par ordenado em r cujo primeiro elemento é a. Note que

(@,b)er e bear

s30 notagdes equivalentes. Além disso, uma relagéo r ¢ completamente
determinada pelos conjuntos ar, no seguinte sentido: Duas relagdes

r,s< A x B sio iguais sse para todo a € 4 ar = as!
A inversa da relagio r = A x Bé arelagior ! = B x- A de-
finida por:

= {(b,a)e B x A| (@, b)er}.
Para toda relagdao r = A x B,
r'H '=r!

A composigdo da relagdo r € A x B com a relagio s <€ B x C
¢ a relagdo rs € A x C, definida por:

rs={(@ac)ed x C|(@b)er e (b,c)es para algum b € B}.
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Dada outra relagdo ¢t = C x D, resulta que
(rs)t = r(slt)!

Isto ¢, a composic¢do de relagdes € uma operagdo associativa, ndo ha-
vendo necessidade de utilizar paréntesis ao escrevermos rst. Analoga-
mente, para S & A4, Srs ¢ uma expressio bem definida, pois

(Sr)s = S(rs)!

No caso de r ser uma relagdo de A para A, diremos também que
€ uma relagdo sobre A.

Fungdes sdo casos particulares muito importantes de relagdes.
Assim, uma fungdo f de A para B, escreve-se f : A —» B, é uma relagio
f € A x B, tal que, para todo a em A, af é um subconjunto unitario
de B. Neste caso, as formulas

(a,b)ef, beaf e af = b

sdo todas equivalentes.

Dadas fungdes f : 4 - Be g : B — C, a sua composigio fg é uma
fungdo fg : 4 - C! Observe que nesta parte do livro a imagem de a
por f é denotada por af em vez da notagdo mais comum f(a). Além disso
a fungdo composta fg consiste em aplicar primeiro f e depois g, ao con-
trario da notagdo tradicional.

Uma fungdo f : A — B é injetora se para todo a,, a, € 4,a,f=a,f
implica que a, = a,; ela & sobrejetora se Af = B; e ¢é bijetora se ela
for injetora e sobrejetora. Nestes casos, podemos dizer também que a
fungdo f €, respectivamente, uma injegdo, sobrejecdo ou bijegdo.

A relagdo identidade 1, sobre A é definida por

1,={(@a)eAd x A|ae 4},
e ¢ uma fungdo bijetora 1, : 4 - A. Para toda relagio r = 4 x A,

Note que a inversa f~! de uma fungdo f : 4 - B é uma relagdo
f7!€ B x A que em geral nio é uma fungio!

A proposicdo seguinte caracteriza fungdes injetoras, sobrejetoras
e bijetoras.

PROPOSICAO 1. Sejag : A — B uma fung¢do com dominio ndo vazio.
. Entdo, _
(1) g ¢é injetora sse existe uma funcdo h : B — A, tal que gh = 1,;
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(ii) g é sobrejetora sse existe uma fungdo f:B— A, tal que fg = 1g;
(iii) g é bijetora sse a relagdo g~ é uma fun¢do g™ : B — A, tal que
ggl=1,eg'g=1; |

Demonstragdo. (i) Suponhamos que h : B — A seja uma fungio, tal

que gh =1,. Sejam a,,a, € 4, tais que a,g = a,g.
Entdoa,gh = a,gh. Comogh = 1,,resulta quea,gh = a,ea,gh= a,;
logo a, = a,. Isto é, a fungdo g é injetora.

Reciprocamente, suponhamos que a fungdo g seja injetora. Con-
sideramos inicialmente a relagio g~! = B x A, e mostramos que
para cada'b em B, bg™* ¢é vazio ou é um subconjunto unitario de A.
De fato, suponha que a,, a, € bg™!, entdo a,g = azg, logo a, = a,
pois g ¢ injetora. Como A # &, podemos escolher um elemento a,
em A e definir uma fungido A como segue:

_Ja,se bg™ = F |
bh = {bg' ! caso .contrario (b€ B).

Resta demonstrar que gh = 1,. De fato, seja a€ A4, e seja ag = b.
Entdo aebg™!, e pela construgdo bh = a. Logo, agh = bh = a,
resultando que gh = 1.

(ii) Suponhamos que f : B — A seja uma fungio, tal que fg = 1,.
Esta claro que Bf < A4, logo Bfg = Ag. Por outro lado Bfg = Bl, = B,
isto ¢, B < Ag. Como Ag < B, resulta que Ag = B, isto é, g é sobre-
jetora. :

Reciprocamente, suponhamos que a fun¢do g seja sobrejetora.
Consideremos inicialmente a relagio g™! < B x A. Para todo b em
B, bg™! é nido vazio. De fato, como g é sobrejetora, Ag = B e para
todo b em B existe a em A, tal que ag = b, isto é ae bg~'. Nestas con-
- digdes, para cada b em B, escolhemos um elemento a em bg™! e colo-
camos bf = a. Assim, bfg = ag = b. Como bfg = b para todo b
em B, resulta que fg = 1,

(iii) Suponhamos que a relagdo g~! seja uma fungio g~! : B— A,
talque gg™! = 1,eg g = 1. Por (i) e (ii), g é injetora e sobrejetora,
logo a fungdo g ¢ bijetora. ,

(1) Observe que nesta demonstragdo estamos usando (implicitamente) o axioma da
escolha. Na verdade demonstra-se que a afirmagdo (ii) é equivalente a este axioma.
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Reciprocamente, suponhamos que a fungdo g seja bijetora. Por (i)
e (ii), existem fungGes f, h : B — A, tais que gh = 1, e fg = 1;. Ini-
cialmente mostramos que f = h. De fato,

f=1fly = figh) = (fgh = 14h = h.

Por outro lado, fg = 15 implica que f < g~ !. De fato, se (b,a)€f,
isto é, bf = a, entdo bfg = ag. Como fg = 1, resulta que ag = b,
isto é (b,a)e g™ !. Analogamente, gh = 1, implica que g < h™!,
logo g7l (h") ! =h. Assim, fS g™ ! € h; mas como f=h,
resulta que f = g~ ! = h. Portanto g~! ¢ uma fungdo, gg"1 =1, ¢
glg=1, =

Dadas fungées f: 4 —» B e f : A" = B, dizemos que f é uma
restricdo de f' se A< A', B< B' e f < f, isto é, para todo a em A
af = af'. Neste caso dizemos também que f € uma extensdo de f.

Dado um conjunto 4, uma relagdo r = 4 x A ¢ de equivaléncia
sobre A sse '

l,ernresrl e rcr,

isto &, r € reflexiva, simétrica e transitiva, respectivamente. Escrevendo
a ~ b ao invés de (a, b) e r, as propriedades acima tomam sua forma
habitual! E bem conhecido que para a,,a, € A, a,rea,r sdo conjuntos
nido vazios que sdo disjuntos ou sdo iguais! Eles sdo iguais sse
(a,,a,)er! Para a€ A, ar é a classe de equivaléncia contendo a, € o
conjunto quociente de A por r é

Ajr = {ar|a e A}.
A proje¢do candnica de A em A/r é a fungdo
p:A—A|r
que associa a cada elemento a de A4 a classe de equivaléncia ar. A pro-
jesdo candnica é sobrejetora € pp~! = r!
Dada uma fungdo f: A — B,-a relagdo fff! € A x A é uma
relagio de equivaléncia sobre 4! Observe que para a,,a, em 4,

(@a,,a,)eff ! sse a,f = a,f! Assim, para cada a em A4, a classe de
equivaléncia aff”! que contém a € dada por:

aff ' = {be 4| bf = af}!

PROPOSICAO 2. Seja g: A — B uma fungdo sobrejetora e seja
f A > Cuma fungdo. Segg™' < ff™ ! entdo existe
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uma unica fun¢do h : B — C, tal que f = gh. Ademais, h é sobrejetora
sse f é sobrejotora; e h é injetora sse gg~! = ff~1. '

~ As fungdes f, g € h no enunciado da proposi¢do acima podem ser
representadas como no diagrama da Figura 1. Costuma-se dizer que
este diagrama é comutativo para expressar o fato de que f = gh.

Figura 1 — Diagrama para a Proposigéo 2.

Demonstragdo. Se A for vazio, entdo B é vazio também, pois a fungdo

g € sobrejetora. Assim, f = g = &, ea fungio h = J
satisfaz trivialmente a proposi¢do! Caso contrario, 4, B e C sdo todos
ndo-vazios! Pela Proposigdo 1 (ii), existe uma funcio g, : B — 4,
tal que

g8 = lp. 1

Colocamos entdao

h = gf. (2)

Para provar que f = gh, observamos inicialmente que g = glg = gg.8.
Sejaaem A, entdoag = agg.g,logo (a,agg,) e gg !.Comogg™! < ff!
por hipoétese, resulta que (a, agg,) € ff~ !, isto €, af = agg,f. Como o
raciocinio acima vale para todo a em A, concluimos que f = gg.f.
Finalmente, como g.f = h, resulta que

f=gh (3)

Para provar a unicidade de A, suponhamos que 4’ : B — C seja outra
fungdo tal que f = gh'. Usando (2)e (1), vemque h = g.f = ggh’' = h',
isto € h=h'. v '

Suponhamos agora que A seja sobrejetora. Pela Proposicdo 1 (ii),
existe uma fungdo A, : C — B, tal que h,h = 1.. Usando (1) e (3),
vem que 1. = hh = h1zh = hggh = hgf, isto é, (hg)f = 1. A
fungdo f é sobrejetora pela Proposi¢do 1 (ii). Reciprocamente, supo-
nhamos que f é sobrejetora. Pela Proposig@o 1 (ii), existe uma fungdo
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fo:C— A4, tal que ff = 1. Resulta de (3) que (f.g)h = 1, logo a
fungdo h ¢é sobrejetora pela Proposi¢do 1 (ii).

Suponhamos finalmente que 4 seja injetora. Como gg~! < ff1,
basta demonstrar que ff ! < gg~!. De fato, seja (a,,a,) e ff1,
isto &, a,f = a,f. De (3), f = gh, logo a,gh = a,gh. Como h ¢ injetora,
resulta que a,g = a,g, isto ¢, (a,, a,) € gg~'. Reciprocamente, supo-
nhamos que gg~! = ff~!. Para demonstrar que h € injetora, sejam
b, e b, em B, tais que b, h = b,h; basta provar entdo que b, =b,.
De fato, como h = gf por (2), resulta que b.g.f = b,gf, isto &,
(b,8., b,g.) € ff~*. Segue da hipdtese que (b,8.,b,8,)egg™?, isto é
b.g.g = b,gg. Porém, gg = 1, por (1), logo b,=0>0, m

Talvez seja interessante examinar a Proposi¢do 2 de outro angulo.
Vimos que gg~! e ff~ ! sdo relagbes de equivaléncia sobre o conjunto A.
Seja agora b um elemento de B. Como g é sobrejetora, bg™! é uma
classe de equivaléncia de gg~!. A condigdo gg~! < ff~! garante que
cada classe de equivaléncia de gg~! esta contida numa classe de equi-
valéncia de ff~!. Logo, existe um tnico ¢ em C, tal que bg™! < ¢f !
Nestas condi¢des bh = c.

Descrevemos a seguir uma aplicagdo importante da Proposigio 2.
Dada uma fungdo f : 4 — B, vimos que ff~! é uma relagio de equi-
valéncia sobre 4. Seja p : 4 — A/ff ! a projegdo candnica de ff~!;
entdo p € sobrejetora e pp~! = ff~1. Segue da Proposigio 2 que existe
uma Unica fungdo h : A/ff~* — B, tal que f = ph. Ademais, pela mesma
proposicdo, h ¢é injetora. Observe que h ¢ bijetora sse f é sobrejetora.

14
A > A/ff!

Figura 2 — Fung0es e rela¢des de equivaléncia.

Terminamos esta se¢do com duas notagdes relativas a teoria dos
conjuntos. O conjunto poténcia de um conjunto A serd denotado por
p(A), isto é

p(4) = {B|Bc 4}.
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A cardinalidade de um conjunto finito 4 sera denotada (nesta parte do
livro) por card A.

2. Monbides

Um mondide consiste de um conjunto M, munido de uma operagiao
binaria associativa (escrita multiplicativamente), € que contém um
elemento identidade 1 € M. Isto ¢, para todo m,, m,,m,eM,

mmym, =m@mm,) e ml=1m =m,.

Assim, dado um conjunto A4, o conjunto das relagdes (fungdes) de 4
para A4, com a operagio de composigdo, ¢ um monoide cuja identidade
é 1,, e que serd denotado por -Rel A (Fun A). Analogamente, p(4)
com a operagdo de unido € um monodide cuja identidade é o conjunto
vazio .

Dados subconjuntos 4 ¢ B de um monoéide M, definimos o seu
produto por: :

AB={mm,eM|m €A e m,eB}.

Com esta multiplicagdo de subconjuntos, p(M) transforma-se num
monoide, com identidade 1. Note que para subconjuntos de M, o
produto distribui sobre a unido, isto é, para 4, B,C = M,

ABUC)=ABUAC e (Au B)C = ACu BC!

Para um natural # € um subconjunto 4 de M, definimos A" indutiva-
mente, por:

A°=1 e A" =44
Um subconjunto 7 de M é um submondide de M sse
1eT e T?cT.

Em outras palavras, T é um submonoide de M sse T contém a iden-
tidade de M e é fechado sob a operagdo binaria de M.

Dado um subconjunto 4 do mondide M, consideremos a inter-
seccdo A* de todos os submondides de M que contém A, isto é,

A* = NT,

onde a intersecgdo se estende sobre todos os submonodides T de M,
tais que 4 = T. Observe que a intersecgdo de submondides de M é
um submonoide de M! Assim, A* é um submondide de M. De fato,
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A* ¢ o unico submondide minimal de M que contém 4! Por isso,
costuma-se dizer que A* é o menor submondide de M que contém A,
ou que A* € o submondide de M gerado por A. Ocasionalmente diremos
também que 4* € a estrela de A. Demonstra-se que

A*=10VAuv AU ..uA" U

Em outras palavras, 4* consiste exatamente daqueles elementos de M
que podem ser expressos como o produto de um niimero finito de
fatores que pertencem a 4. Note também que

A* =1 UV AA* =10 A*4 !

Dados monodides M e M’, com identidades 1 e I’, uma funcao
f:M—> M' é um morfismo sse

If =1 e (mm,y)f = (m,f) (m,f) para todo m,m,eM.

A composi¢io de morfismos ¢ um morfismo! Um monoforfismo,
epimorfismo, ou isomorfismo ¢, respectivamente, um morfismo injetor,
sobrejetor, ou bijetor.

Seja M um monodide e r uma relagio de equivaléncia sobre M.
Dizemos que r € uma relagdo de congruéncia sobre M sse para todo m,
em, em M

(m,r) (m,r) = (m,m,)r,

isto €, o produto de classes de equivaléncia (como subconjuntos de M)
esta contido em uma outra classe de equivaléncia. Escrevendo m, ~ m,
ao invés de (m,, m,) € r, € facil demonstrar que as afirmagdes segumtes
sdo equivalentes:
(i) r é uma relagdo de congruéncia,
(ii) para todom, m’,m"' € M, m' ~ m’' implica que m’'m ~ m"’m
e mm' ~ mm’,
(1i1) para todo m,m,m,, mye M,m ~me m, ~ m, implica
que mym, ~ mm.!
Se r for uma relacao de congruenc1a sobre M, podemos definir um
produto (indicador por *) no conjunto quociente M/r:

(m.r): (m,r) = (m L

0 conjunto M/r munido deste produto ¢ um monoide com identidade
1r! Assim, chamamos M/r de mondide quociente de M por r. A projegio
candnica p : M —» M/r é um epimorfismo neste caso!

Para mondides, a Proposi¢io 2 toma a seguinte forma:
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PROPOSICAO 3. Sejam M, M, e M, mondides, g : M, - M, um

epimorfismo e f:M, — M, um morfismo. Se
gg ' < ff! entdo existe um unico morfismo h : M, - M,, tal que
f = gh. Ademais, h é um epimorfismo sse f é um epimorfisma; e h é um
monomorfismo sse gg~' = ff~1.

My — M,

Figura 3 — Morfismos na Proposigio 3.

Demonstragdo. Tendo em vista a Proposigdo 2, € suficiente mostrar

que a fungdo h dada por aquela proposicdo € um
morfismo. De fato, sejam m,, m, em M,. Como g ¢ sobrejetora, exis-
tem m’,, m’, em M, tais que m;g = m; (i=1,2). Como f € um mor-,
fismo, (m' m))f = (m'f) (m)f); logo (m',m’))gh = (m',gh) (m',gh), ja
que f = gh. Agora, g é um morfismo, logo [(m'g) (m’,g)}h = (m'gh)
(m’,gh). Substituindo mg por m; (i = 1, 2), obtemos que (m,m,)h =
= (m,h) (m,h). Finalmente, denotando por 1I; a identidade de
M,(i=1,273), temos que 1, = 1,f=1,gh = 1,h Assim, h € um
morfismo. B

Dado um morfismo f : M, - M,, a relagdo de equivaléncia ff™!
sobre M, é uma congruéncia! Segue da Proposicdo 3 que existe um
monomorfismo & : M /ff~! - M, tal que f = ph, onde p € a pro-
jecdo candnica p : M, — M /ff'! (Vide Figura 4.) O monomorfismo
h é um isomorfismo sse f ¢ um epimorfismo!

- . p N
M, = M, /ff !

M,

Figura 4 — Morfismos e relagdes de congruéncia.
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Certos mondides, chamados de mondides livres, tem um papel
importante nos capitulos seguintes. Passamos a descrevé-los.

Dado um conjunto X, consideremos o conjunto S de seqiiéncias
finitas de elementos de X:

s =1(0,,0,..,0,) (n=0).

Definimos um produto em S por concatenacdo, isto é, se
= (T), Ty oues Tpy)

for outro elemento de S, o produto stde seté:

1=1(0,,0, ...,0,7T,, T,, .. ,‘t ).
A concatenagio é associativa, logo S, munido deste produto, é um
monoide cuja identidade é a seqiiéncia vazia 1 = ().

Convencionamos denotar a seqiiéncia unitaria (¢) de S por o.

Desta forma, utilizando o produto ja definido, o elemento s acima de S
pode ser escrito (se n > 0):

§=0,0,..0,

Devido a esta notagdo, chamamos X de alfabeto, seus elementos de
letras e os elementos de S de palavras. Por outro lado, usando a con-
ven¢do acima, podemos considerar £ como um subconjunto de S.
Note que o submonoide de S gerado por X é o préprio S, isto é,
S = X*. Assim, chamamos S de mondide livre gerado por X e o deno-
tamos por X*.

Dada a palavra s acima em X*, o natural n é o seu comprimento
e € denotado por |s|. Resulta que

|1|=0¢e |st|=]|s|+ || para todo s, ¢ em Z*.

Sejam s, ¢), ¢, e 1, em X*, tais que s = ¢,1,¢,. Dizemos que ¢, ¢ um
segmento de s € que ¢, (¢,) € um segmento mtczal (segmento fmal) de s.
A proprledade fundamental dos monodides livres é dada por:

PROPOSICAO 4. Seja M um mondide e seja f : X.— M uma fungdo.
; - Existe uma tunica extensdo de f a um morfismo
f*.Z*-> M.

Demonstragdo. Definimos a fungdo f* como segue:

If* =
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e para uma palavra 6,0, ...0,de Z*,n>1,com o, em X (1 <i<n),
colocamos

(0,0, ...0.)* = (0,/) (0,/) ... (6,)

E imediato verificar que f* é uma extensdo de f e que dadas palavras
setemZX* (so)f* = (sf*) (¢f*). Logo, f* € um morfismo.

Suponhamos agora que g : * — M seja uma outra extensdo de f
a um morfismo. Mostramos que sg = sf* para todo s em X*. Para
tanto procedemos por indugdo no comprimento de palavras em X*.
Se |s| =0, entdo s = 1, logo 1g = 1 pois g € um morfismo. Assim,
lg = 1f*. Se | s | > 0, entdo existem t em * e 6 em Z, tais que s = 10.
Como g é um morfismo, obtemos sg = (t0)g = (tg) (cg). Como
|t]| < |s|, vem pela hipotese da indugdo que tg = 1f*. Por outro
lado, og = of = of*, pois g e f* sdo ambas extensOes de f. Assim,
(tg) (6g) = (tf*) (af*) = (to)f* = sf*, pois f* ¢ um morfismo. Segue
que sg = sf*. Logo, g=f* =

EXERCICIOS

1. Prove as afirmag¢des do texto que sdo seguidas de um ponto de
exclamagio.

2. Enumere todas as relagdes de A4 para 4, onde 4 € o conjunto
{a, b} de dois elementos. Indique quais sdo fungdes, funcdes
injetoras, fungdes sobrejetoras e fungdes bijetoras. Indique tambem
o inverso de cada uma das relagdes.

3. Enumere todas as fungdes de A para 4, onde 4 € o conjunto
{a, b, c} de trés elementos. Indique as fungdes bijetoras e o inverso
de cada uma destas.

4. Enumere todas as relagdes de equivaléncia sobre o conjunto
{a, b, ¢} de trés elementos.

5. Em cada caso prove ou desprove a afirmagdo dada:
(1) Para toda relagio rc A x B, rr'1 c 1,.
(ii) Para toda relagdo rc 4 x B, 1, < rr™ L.

6. Sejam r, e r, relagbes de A4 para B, s, e s, relagdes de B para C e
P, e P, subconjuntos de 4. Prove que: '
(i) Se P, = P,er, cr, entdo P;r, c P,r,.
(i) Se r, s r, €5, Cs entdo r;s, € r,s,.

171 —
(1) (P, uPz)r —-Pr uPr
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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(iv) (P, " P)r, s Pir,nP,r,.
(V) Pi(ryur,)=Pr, v Pr,.
(i) P\(ry,nr,) S Pir, A\ Pir,.
(vil) r (s, U s,) =r;s, Ur,s,.
(vili) (ry U r,)s, = rs, Ur,s,.
(iX) r,(s, Ns,) S rs, Nr,s,.
(x) (rynr))s, S s, NS,
(xi) se r; < r, entdo r;t < ryl.
(i) (ryur,) '=rtorl
(xiit) (r, nr) ' =rtnr;L
Prove que as inclusGes nos pontos (iv), (vi), (ix) e (x) do exercicio
anterior ndo podem, em geral, ser substituidas por igualdades.

Sejam r € 4 x B e s € B x C relagdes. Mostre que (rs)"! =
=s" 1r 1

Seja / : A —» B uma fungdo. Mostre que se 4 = &, entdo f = &
e f € uma fungdo irjetora. Neste caso f € sobrejetora sse B = (.
Prove que se B = (J, entdo 4 = J e f é uma fungio bijetora.

Prove que uma relagio r = 4 x B ¢ uma fungio sse rlr c 1,
el,crr L :

Sejar € A x Bumarelagdo,onde B # . Prove que as afirmagdes
abaixo sido equivalentes:

(1) r ¢ uma fungio,

(ii) r € maximal com relagdo a propriedade r™'r < 1,;

(iif) » € minimal com relagdo a propriedade 1, < rr!.
Seja r € 4 x B uma relagio, onde B # &. Prove que:

(i) existe uma fungdo f: 4 — B, tal que r = f sse r lr S 1,
(ii) existe uma funcdo g: 4 — B, tal que g = r sse 1, < rr 1.
Seja f : A - B uma fungio. Prove que f é injetora sse ff~! = 1,
€ que f € sobrejetora sse 15 = f~1f.

Sejam f: 4 - B e g : B— C fungdes. Prove que:

(i) Se f e g forem injetoras entdo fg é injetora.

(i) Se f e g forem sobrejetoras entdo fg é sobrejetora.
(ii1) Se fg for injetora entdo f é injetora.

(iv) Se fg for sobrejetora entdo g é sobrejetora.

Dé€ exemplos de fungdes f : A —» Beg : B — C, tais que f é injetora,
g € sobrejetora mas fg ndo é nem injetora nem sobrejetora.

Mostre que para toda fungdo f: 4 — B, ff 1f = f.
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Dada uma fungdo f: 4 - B, com A # (JJ, construa uma outra
fungdo g : B — A, tal que fgf = f.

Sejam f: 4 - B, g : B—> C e h : C - D fungdes e suponha que
f e h sdo bijetoras. Mostre que g ¢ injetora (sobrejetora, bijetora)
sse fgh € injetora (sobrejetora, bijetora).

Seja f : A » B uma fungdo. Prove que:

(i) f é injetora sse para todo subconjunto X e Y de A
XnY)f=Xfnn YI.

(i) f é injetora sse para todo subconjunto X de A4
(A\X)f = B\(X)).

(iii) f & sobrejetora sse para todo subconjunto X de A4

B\(Xf) = (A\X)f.

Seja f: A - B uma fungdo, ¢ sejam X e Y subconjuntos de B.
Prove que: :
O @Xonft=Xx1u Y
@ XnNf'=Xf1nYfL
(i) N\Y)/™! = XfNYf

Sejam fc A x B e g< B x A relagbes, tais que fg =1, €

~ gf = 15. Prove que f e g sdo fungdes bijetoras € f = g™ 1.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

Sejam A e B conjuntos, 4 ndo vazio. Mostre que existe uma in-
jesdo f: A — B sse existe uma sobrejecdo g : B — A.

Sejag:B->C uma fungdo. Mostre que g € injetora sse para todo
conjunto A e fungdes f,,f, : A —» B, se f,g = f,g entdo f, = f,.
Enuncie e prove a caracterizagdo analoga de fungdes sobrejetoras.

Sejam r e s relagdes simétricas sobre um conjunto 4. Prove que
se rs S sr, entao rs = sr. ‘

Ache duas relagdes de equivaléncia r € s sobre um conjunto 4,
tais que a relagdo rs ndo seja de equivaléncia.

Dé exemplos de relagbes r, s € ¢ sobre um conjunto A4, tais que:
(i) r ¢ reflexiva e simétrica mas niao € transitiva,

(i) s é reflexiva e transitiva mas ndo é simétrica,

(iii) ¢ é simétrica e transitiva mas ndo € reflexiva.

Mostre que no enunciado da Proposi¢do 2 a hipotese gg=! < ff !
€ necessaria, isto ¢, ache fungées g : 4 - Be f: A —» C, g sobre-
jetora, tais que ndo exista fungdo h : B — C, para qual f = gh.
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Seja f: A - B uma fungdo. Mostre que existem um conjunto
Cefungbesg: 4 - Ceh: C — B, taisque f = gh, g é sobrejetora
e h é injetora. Em outras palavras, toda fungdo f : 4 - B admite
uma fatoragdo

A5 CH B

com g sobrejetora e h injetora. Mostre que esta fatoragdo e “unica”
no seguinte sentido: se

AL C 5 B
for uma outra fatoragio de f, com g’ sobrejetora e A’ injetora,
entdo existe uma (unica) bijecdo b : C — C’ tal que gh=¢g' ¢
gﬁge_stg(.): Coloque C = A/ff"! e use a Proposigido 2.
Mostre que toda fungio f: 4 - B admite uma fatoragdo
ASCH B,

com g injetora e h sobrejetora. Mostre que esta fatoragdo nio é
“@nica” no sentido do exercicio anterior.
Sugestdo: Se 4 ¢ B forem disjuntos, coloque C = 4 U B.

Seja 4 um conjunto e sejam a e b elementos de 4. A transposicio
de a com b ¢é a fungdio 1 : A — A, definida por:

xsex#aex#b
xt=4Jbse x=a (x € A).
ase x=2»>

Prove que #t = 1, e conclua que 7 é uma bijegao.

(Principio da casa do pombo, vide Capitulo C.V) — Se n for um
numero natural, n denotard o conjunto

n=1{0,1,...,n—1}.

Observe que 0 = ZFequen <mssen < m. Sejam n e m naturais,
¢ f:n — m uma fungdo. Prove que se f for injetora, entdo n < m.
Sugestdo: Use indugdo sobre m. Seja k = (n — I)fesejat :m—-m
a transposicdo de k com m — 1. A fungdo g=1/r é injetora. Note
que (n—1)g=m—1 e aplique a hipdtese da indugio.

Sejam n € m naturais € f :n - m uma fungdo. Prove que:

(1) se f for bijetora entio n = m.

(1) se n = m entdo J € injetora sse f é sobrejetora.
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Um conjunto A é finito se existir um numero natural » € uma
bijecdo f :n — A. Mostre que se A for um conjunto finito entdo
existe um unico nimero natural n para qual existem bijegOes
f:n > A. Este nimero é chamado de cardinalidade de A e ¢
denotado por card A.

Seja 4 um conjunto finito € f : 4 - 4 uma fungdo. Mostre que
f € injetora sse f é sobrejetora.

Um conjunto ¢ infinito se ele ndo for finito. Mostre que o conjunto
N dos numeros naturais ndo € finito. Usando o axioma da escolha
mostre que se A for um conjunto infinito, entdo existe uma in-
jecdo f : N — A. Prove que um conjunto A4 é infinito sse existe
uma injegdo f: A - A que ndo é sobrejetora.

Dados conjuntos 4 e B, o conjunto de todas as fungdes com do-
minio B e co-dominio 4 é denotado por A%, isto é

AB={f|f:B~A}.

Ache bijegOes entre os seguintes pares de conjuntos, onde A4, B
e C sdo conjuntos dados:
(i) A x A e A2
(i) p(A) e 24.
(iii) (4 x B) e A€ x B-.
(iv) (AB)€ e AB*C

Uma permutacdo de um conjunto 4 ¢ uma bijecdo f: 4 — A.
Denotamos por  Per A o conjunto de todas as permutagdes de A.
Para um conjunto 4 € um natural p, (‘;) denota o conjunto de
todos os subconjuntos de cardinalidade p de A.
Sejam p, n e m naturais, tais que m = n + 1. Ache bijecGes entre
os seguintes pares de conjuntos:

@ pmepxp |

(i) Per m € m x Per n.

(iif) (':) e (;)u(pfl),'quando p> 1.

Sejam A e B conjuntos finitos € seja p um natural. Usando os
Exercicios 36 e 37, mostre que:
(i) card A® = (card A)y°rB,

- (ii) card p(A) = 24,

(iii) card (Per A) = (card A)!.
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: . A A
(iv) se p < card A entdo card (p) = (car;l ), onde, para natu-

: m . . .
rais n < m; ( ) denota o coeficiente binomial dado por:
n

my m! .
n) nlm-n)

(Hall) — Sejam A e B conjuntos finitos. Mostre que uma relagio
r & A x Bcontém uma funcdo injetora sse para todo subconjunto
S de 4 card Sr > card S.

Sugestdo: Use o Teorema de Hall, demonstrado no Capitulo C. III.

. (Banach) — Dados conjuntos 4 e B, bem como fungdes f : 4 - B

e g : B— A, mostre que existem conjuntos S, T, X e Y tais que:

A=SuT, SnT=¢g, B=XuvY, XnY=g,
Sf=X e Yg=T.

Sugestdo: Defina uma fungdo 4 : p(4) — p(4), colocando, para
Ve A Vh= A\(B\Vf)g.Seja F = {V = A | Vh < V}. A colegido
# nlo é vazia, pois A€ #.SejaS = () V.Se V= Wc 4, entiio

Ve#F
Vh< Wh. Segue que # é fechada sob intersecgio, bem como,
se Ve # entdo Vhe #. Assim, tanto S como Sh pertencem a %.
Segue que Sh = S. Agora basta colocar X = Sf, T = A\S e
Y = B\X.

(Schroder-Bernstein) — Sejam f: A — B e g : B — A fungdes in-
jetoras. Mostre que existe uma bijecdo 4 : 4 — B.

Sugestdo: Use o Exercicio 40. Alternativamente, defina S, = 4\Bg
e S,+, = S,fg, paratodon > 0. Sejam S = () S, e X = Sf. Prove

neN
que (B\X)g = A\S.

Seja f: M, - M, um morfismo de monoides. Mostre que se S
for um submondide de M, entdo Sf é um submonodide de M,.
Mostre também que se T for um submondide de M, entdo 7f !
¢ um submonéide de M,. '

Monodides M, e M, sdo isomorfos, escreve-se M , = M, se existir
um isomorfismo de M, para M,. Seja 4 um conjunto, ¢ seja M,
(M,) o mondide que consiste do conjunto p(4), munido da opera-
¢d0 de unido (intersecgdo). Mostre que M, ~ M,.
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O conjunto N dos nimeros naturais, munido da operagio de
soma ¢ um monoide. Este monoide serd também denotado por N.
Seja £ um conjunto ndo vazio. Prove que a funcao comprlmento

|| :Z* > N é um epimorfismo que é injetor sse I é unitario.
Conclua que N ¢ isomorfo a um monoide livre gerado por um
unico elemento.

Seja M um monoide e @ um elemento de M. Mostre que existe um
unico morfismo f: N — M, tal que 1f = a.

Um elemento z de um mondide M é um zero d esquerda (a direita)
se para todomem M zm = z (mz = z). Um elemento zde M é um zero
se ele for tanto um zero a esquerda como um zero 3 direita, isto
é, para todo m em M, mz = zm = z. Mostre que um monoide
tem no maximo um zero. Mostre também que se z, for um zero
a esquerda em M e z, for um zero a direita em M, entdo z, = z,,
e este elemento é o unico zero de M. '

Mostre que todo mondide M satisfaz exatamente uma das quatro

afirmagGes seguintes:

(i) M nio tem zeros a direita nem zeros a esquerda

(ii) M ndo tem zeros a direita mas tem um ou mais zeros a esquerda.

(iii) M tem um ou mais zeros a direita mas ndo tem zeros a es-
querda.

(iv) M tem um unico zero e nido tem outros zeros a esquerda
nem a direita.

Dé exemplos de mondides satisfazendo cada uma destas quatro

afirmagoes.

Seja A um conjunto com pelo menos dois elementos. Classifique
os monoides Rel A e Fun A de acordo com as afirmagdes do Exer-
cicio 47. Caracterize os zeros de cada tipo nos dois casos.

Sejam M, e M, mondides. O produto direto de M, ¢ M, consiste

do conjunto M, x M,, munido da seguinte opera¢do: para todo

m,m,eM, em,,m,e M, (m,m,) (m,m,) = (mm, m,m.,).

Mostre que

(i) M, x M, ¢ um mondide.

(i1) M X M ~M, x M,.

(iii) Exlstem eplmorﬁsmos p, M x M, > M, para i =1,2.

(iv) Se M, e M, forem, respectlvamente dos tlpos (ii) e (iii), der
acordo com a classificagdo do Exercicio 47, entiio M, xM,

do tipo (i).
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Um grupo é um monédide M, em ’que para cada a em M existe b
em M, tal que ab = ba = 1. Mostre que para todo conjunto A,
Per A € um grupo. (Veja Exercicio 37.)

Mostre que um monéide M é um grupo sse para todo a em M,

aM = Ma = M.

52.

53.

54.

3S.
56.

57.

58.

59.

Um elemento e de um monéide M é idempotente se e = e. Seja
f:M, > M, um morfismo de mondides. Mostre que se e for
idempotente em M, entdo ef é um idempotente em M,. Mostre
por meio de um exemplo que a reciproca ndo é verdadeira.

Mostre que uma fungdo f em Fun A é idempotente sse a restricdo
g :Af - Af de f a Af é a fungdo identidade 1,,.

Um subconjunto T de um mondide M é um mondide em M sse
T? = T e T contém um elemento e, tal que para todo ¢ em T,
et = te = t. Note que um monédide T em M é um submonodide
de M sse 1 € T. Mostre que se e for um idempotente em M, entdo

eMe ¢ um mondide em M, enquanto eM ou Me podem ndo ser
mondides em M. Porém, eMe = eM n Me.

Mostre que um grupo tem um unico elemento idempotente.
Seja r uma relagio em Rel A, e seja t dado por:

t=1,vrvurrv..uruv....

Mostre que (a,b) et sse a=b, ou existem um natural n>1 e
Cor €p5 - C, €A, tais que a=c, c,=b e (c, Ci+,) €Er, para
i=0,1,...,n—1. Mostre que ¢ é a unica relagio minimal refle-
Xxiva e transitiva que contém r. A relagdo ¢ é chamadd de fecho
reflexivo e transitivo de r. (Confronte com o Exercicio B.II1.25.)
Observagido: Note que ¢ e r* sdo entidades distintas! De fato,
enquanto ¢ € um elemento de Rel A, r* (isto é {r}*) é um sub-
conjunto de Rel A. No entanto, t = | .
ser*

Seja M um mondide. Mostre que a intersecgio de relagdes de
congruéncia sobre M ¢ uma relagio de congruéncia sobre M.

Mostre que dada uma relagdo r sobre um monodide M, existe uma
unica relagio de congruéncia minimal sobre M que contém r.
Esta relagdo é chamada de relacdo de congruéncia gerada por r.

Nas condigdes do exercicio anterior, seja r, a relagio de con-
gruéncia gerada por r. Seja s a relagdo sobre M dada por:
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(m, m’) € s sse existem u, v, x, y € M, taisque m = uxv,m’ = uyve
(x,y)erur~l. Seja t o fecho reflexivo e transitivo de s (vide
Exercicio 56). Mostre que ¢ = r,.
Sugestdo: Mostre que ¢ é uma relagio de congruéncia que contém
r, logo r. = t. Mostre que s < r_, pois r, é uma relagio de con-
gruéncia que contém r. Segue que o fecho transitivo, ¢, de s esta
contido no fecho transitivo, r., de r.. Logo, t = r..
Sejam A, B e C subconjuntos de um mondide. Mostre que:

(i) S¢ A < B entdio AC < BC ¢ CA < CB.

(1) A(Bu C) = AB U AC.
(ii1) (4 v B)C = AC U BC.

(iv) ABBNn C)c ABn AC.

(V) (4n B)C < ACn BC.

(vi) Se 4 < B entdo A* = B*.
(vil) (A*)* = A*,
Seja f: M, - M, um morfismo de monoides, € sejam 4 ¢ B
subconjuntos de M,. Mostre que:

(i) (AB)f = (4)) (Bf).
(il) A*f = (Af)*.
Seja A um subconjunto do mondide M. Mostre que existem um
monodide livre Z* e um morfismo f : Z* - M, taisque Zf = A e
THf = A*. B
Sejam A e B subconjuntos do monodide livre £*, taisque X = 4 U B.
Mostre que X* = A*(BA*)*.

Sejam A e B subconjuntos do mondide livre *. Mostre que:
(i) A(BA)* = (AB)*A.
(ii) (4 U B)* = A*(BA*)*.
(1) A*(BA*)* = (B*A)*B*.
Sejam s e ¢ palavras em XI*. Mostre que st = s sse existem na-
turais m € n e uma palayra x em X*, tais que s = x™" e t = x".

Sejam A4 e B subconjuntos de mondide livre £*. Definimos:

AT'B= {teX* |existe seA tal que st € B},
e AB™!' = {seX*|existe € B tal que st e A}.

Mostre que para todo A4, B, C < T*,
(i) (AC"1)B ! = A(BC)™ 1.

(i) A7'B)C™! = A" Y(BC™Y).

(ii1) (AB)"'C = B 1(4710)..




232 Parte D — Teoria dos Autdmatos Finitos

67.

68.

69.
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Seja T* um mondide livre. A fungio reversdo p :I* —» I* é
definida por: lp = 1 e (so)p = o(sp) para todo seX* e g €X.
A 1magem de s € £* por p é chamada de reverso de s. Sendo

s,teX* e A, B < X*, mostre que:

(@) spp = s.
(i) (sn)p = (tp) (sp).
(i) (4B)p = (Bp) (Ap).
(iv) A*p = (4p)*.
(V) (A7'B)p = Bp(Ap)™* e (AB~')p = (Bp)~ '(Ap):
(Vide Exercicio 66).

Um subconjunto 4 de * é um prefixo se para todo s em 4, o
Unico segmento inicial de s que pertence a 4 é o proprio s. Em
simbolos, para todo s,7€X*, se s,ste€ A4, entdo t = 1. Mostre
que as afirmagdes abalxo sdo equivalentes (vide Exercicio 66
~ para notacao)
(i) A é um prefixo.
(ii) Para todo s,, s,,,,1, € 2* se 31’1 = s,l,€5,,5, €A, entao
s, = s el =1,.
(ii1) Paratodos tl,t eZ* sest,, st, € A,entdo 1,1, = lous ¢ A.
(iv) s lA = 1 para todo s€ A.
VA= ou A"14=1.

Sejam A, B e C subconjuntos de T*. Mostre que (confronte com o
Exercicio 60):

(i) Se 4 U B for um prefixo, entdo (4 N B)C = AC n BC.
(i) Se A for um prefixo, entdo A(Bn C) = ABn AC.
(iii) Se 4 for um prefixo, entdo?’ 4(B@ C) = AB@ AC.

Um subconjunto 4 de Z* é um sufixo se o reverso Ap de A for
um prefixo. Enuncie e demonstre os analogos dos Exercicios
68 e 69, substituindo prefixos por sufixos.

Seja 4 um silbmonc’)ide do monéide>livre . Urh shbconjimto B
de 4 é um gerador de A se B* = A. Mostre que

(A\D\(A\1)?
€ o Unico gerador minimal de A4.

Para conjuntos 4 ¢ B, A @ B denota a diferenca simétrica de A ¢ B, isto &,
A® B= ABuU B\A.
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NOTAS BIBLIOGRAFICAS

Os conceitos e resultados deste capitulo fazem parte do folclore
da Matematica. Para um estudo mais detalhado de relagdes e fungdes
recomendamos os livros de Halmos [47] ou de MacLane e Birkhoff
[72]. O leitor interessado encontrard um tratamento detalhado de
mondides no livro de Clifford e Preston [15].




