Exercicios de Algebra Linear - Lista 1

. Seja M, (C) o espago vetorial das matrizes complexas n x n. Seja sl(n,C) = {A € M,(C) |

trA = 0}. Prove que sl(n,C) é um subespago de M, (C). Ache uma base e a dimensao de si(n, C).
0 I,

~I, 0
| AS = —SA'}. Prove que sp(p,C) é um subespaco de sl(n,C). Ache uma base e a dimensao de

sp(p, C).

. Sejamn=2peS = [ , onde I, é a matriz identidade p x p. Seja sp(p,C) = {A € M, (C)

. Mostre que o corpo dos numeros reais R considerado como um espaco vetorial sobre o corpo dos
numeros racionais () tem dimensao infinita. Determine a dimensao de R considerado como espaco

vetorial sobre si mesmo.

. Mostre que se U ¢é um subespago de dimensao p de um espacgo vetorial V' de dimensao n, com

0 < p < n, entao para cada k com 0 < k < p existe uma base de V' contendo exatamente k vetores

de U.

. Teorema do Completamento. Seja IV um espaco vetorial sobre um corpo F', e suponhamos que
V # {0}. Seja G um conjunto de geradores de V' e seja .S um subconjunto de G que é linearmente

independente. Prove que existe uma base B de V tal que S C B C G.

. Seja C(R) o espago vetorial das fungdes continuas de R em R. Mostre que C(R) tem dimensao
infinita. [Sugestao: Prove que {e | ¢ € R} é linearmente independente.

cos —sen&} [e“’
e

senf  cosf 0 e_io] sao semelhantes.

. Seja # um nimero real. Prove que as matrizes [

. Uma sequéncia de espacos vetoriais e transformagoes lineares

¢1 ¢2 bn
Vi Vo = V3 oo =V, = Vo
é denominada exata se Im¢; = ker¢;,1 parai = 1,...,n — 1. Mostre que se dimV; < oo (i =
1,...,n) e a sequéncia
®o b1 b2 On
O - - Vv - V5 -« =V, = 0

é exata, entdao . (—1)"dimV; = 0.
i=1
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Sejam V' e W espacos vetoriais sobre um corpo F' tais que pelo menos um deles tem dimensao finita.

Sejam T e U transformagoes lineares de V em W. Mostre que posto(T+U) < posto(T')+posto(U).

Sejam 1V um espago vetorial de dimensao n e T' um operador linear tal que 7% = I. Se U = {v € V|

Tw)y=vieW ={veV |T(v)=—v}, mostre que V=U@W e posto(T —I)+posto(T +1) = n.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao n e T, U operadores lineares de V tais que T'+ U = I.
Prove que n < posto(T) + posto(U). Mostre que se vale a igualdade, entao T? = T, U? = U e
TU =UT = 0.

Mostre que se T' é um operador linear de posto 1 entao existe um escalar ¢ tal que 72 = cT.
Sejam U,V espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K e sejam f:U — V e ¢g:V — U trans-
formacoes lineares tais que gf = Iyy. Prove que:

(i) se dimgV é finita, entdo dimyx U também é finita e vale dimgU < dimgV/;

(ii) em qualquer caso, tem-se que V = Imf @ Kerg.
Sejam V um F-espaco vetorial, U e W subespagos de V. Prove que (U +W)/W =2 U/U N W.

Sejam V um F-espaco vetorial e Vi,...,V,, subespacos vetoriais de V. Dizemos que a soma
Vi+ Vot 4V, édiretase V,N(Vi+---+V,.1+ V1 +---+V,) = {0} paratodo j =1,...,n,

n
neste caso indicaremos Vi ®Vo®- - -@V,, = @ V;. Prove que as seguintes afirmacoes sao equivalestes:
i=1

(a) asoma Vi + Vo + .-+ 4V, é direta,

(b) todo vetor u € Vi + V4 + - - + V,, se escreve de modo tnico da forma u = vy +vg + -+ - + vy,

ondev; € Vi, 1=1,...,n,

(c) Se0=v1+vy+-+-+wv,,ondev; €V;, i=1,...,n, entdo v; = 0 para todo i =1,2,... n.

Sejam V um F-espaco vetorial, p;: V' — V, j = 1,...,n operadores lineares tais que p;+- - -+p,, =

idy, pipj =0sei# j. Proveque V=V, & ... &V, onde V; = p;(V).

Sejam V um F-espago vetorial de dimensao finita e Vi,...,V, subespacos de V tais que V =

Vi+---+V,edimV =dimV; +---+dimV,,. Prove que V=V ®--- @ V,.

Sejam V um F-espaco vetorial de dimensao finita e T:V — V um operador linear nao nulo.
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a) Se T é inversivel prove que, para todo Vi, V5 subespacos de V' tais que V = V] @ V5, entao
V=TW)aT(Va);

b) Se T é tal que para todo subespago vetorial Vi, V5 de V tais que V. = Vi @ V3, endo T(V) =
T (V1) & T(V3), prove que T é inversivel.

Seja f : M,(R) — R um funcional linear com a propriedade de que f(AB) = f(BA) para todo

A, B € M,(R). Prove que f é um multiplo escalar da funcao traco.

Sejam V' um espago vetorial de dimensao finita e L(V, V) o espago dos operadores lineares de V.
Mostre que se f é um funcional linear de L(V,V) entao existe um unico U € L(V,V) tal que

f(T)=tr(TU) (VT € L(V,V)).

Sejam V' um espacgo vetorial sobre um corpo F' de dimensao n, c¢i,...,c, elementos arbitrarios
de F e gq,...,g, funcionais lineares de V' linearmente independentes. Prove que existe um tnico

veVitalque g;(v) =¢ (1=1,...,n).

Seja V' um espago vetorial com base (v;);e;. Para cada i € I, seja f; o funcional linear de V
definido por f;(v;) =1 e fi(v;) = 0 se j # i. Mostre que F' = (f;);es é linearmente independente.
Mostre que F' gera V* se e somente se I é um conjunto finito.

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao impar n. Seja T:V — V um operador linear.

(i) Mostre que T" possui pelo menos um autovalor real.

(ii) Mostre que se det(T) > 0 (respectivamente, det(T) < 0) entdo T possui pelo menos um

autovalor positivo (respectivamente, negativo).

Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita. Seja T:V — V um operador linear tal que

T3 =1eT(v)#vparatodov €V, v#0. Mostre que a dimensao de V' ¢é par.

Seja A = [ le ?)) } Calcule A™, onde n ém inteiro nao-negativo.
Seja T: M, (R) — M, (R) o operador linear que leva uma matriz em sua transposta.

(i) Mostre que T' é diagonalizavel.

(ii) Determine os autovalores de T, as dimensdes dos autoespagos e uma base de M, (R) formada

por autovetores de T
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Seja P =

n—oo

[ SIS [JV]
D= =

]. Calcule lim P".

(a) Sejam T um operador linear de R? com trés autovalores distintos e S um operador linear de R3
que comuta com T'. Prove que se B é uma base de R? tal que [T]; é diagonal, entao [S], também

¢ diagonal.

000
(b) Dada a matriz A= | 1 0 1 |, ache uma base do espaco das matrizes 3 X 3 que comutam
010

com A.

Prove que as seguintes matrizes reais n x n sao semelhantes:

11 ...1 n o0 ...0
11 ...1 00 ...0
A= . . . . e B=| . . .
11 ...1 00 ...0

Um sistema homogeneo de n equagoes diferenciais lineares de primeira ordem com coeficientes

constantes é um sistema da forma:

x’l = a1 + a12x9 + ... + a1,y

LCIQ = a21T1 + Q929 + ... + A9, Ty,
/

T, = Qp1T1+ GpaT2+ ...+ apnly

onde a;; € R e cada x; é uma fungdo de R em R de classe C'. Se A = (a;;) e wR — R,
u(t) = (z1(t),...,z,(t)), entdo o sistema acima pode ser escrito na forma u'(t) = Au(t). O
conjunto das solugoes do sistema ¢ um subespacgo vetorial do espaco das funcoes de R em R™ de
classe C'. Suponhamos que A possui n autovetores linearmente independentes v;, vy, ..., v, € seja

¢; o autovalor correspondente a v;. Pode-se provar entdo que u;(t) = e%*v; é uma solugdo do

sistema e que {u(t),...,u,(t)} é uma base para o espago das solugoes do sistema.
8 3 —12
Utilizando este resultado resolva o sistema u/(t) = Au(t) onde A= | 6 5 —12
6 3 —10

Uma equacao diferencial homogenea linear de ordem n com coeficientes constantes é uma equagao
do tipo 4™ + a,_ 1y + ..+ asy® + a1y + agy = 0, onde y™ denota a n-ésima derivada de
y. Se x;(t) =y Y entdo

! !/ /
[L’l—CL'Q,ZL‘Q—ZL'g,...,I'

n—1 — Tn

I
Ty, = —QpT1 — A1T2 — ... — Qp—1Tp
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Verifique que cada solucao deste sistema fornece uma solucao para a equagao e vice-versa.

Resolva a equacao y® — 3y® + 4y — 2y = 0.

Encontre, se possivel, condicoes necessarias e suficientes envolvendo coeficientes da matriz abaixo

para que ela seja diagonalizavel.

a 0 0O
a a 0 0
30 b0 (a # )
0 v b b

Seja T' € L(R*) um operador cuja matriz em relacio a uma base B é

10 00
a 1 0 0
b d 2 0
c e f 2

Determine o polinomio minimal de 7. Determine condigoes para que 1" seja diagonalizavel.

Seja V' um espaco vetorial complexo de dimensao finita. Prove que as seguintes afirmacoes sao

equivalentes:

(i) T ¢ diagonalizdvel e T*" = T™.

(i) Tt =T.

1 0 =2
Consideremos a matrizreal A= | -1 0 -2

1 0 2
Usando o fato de que e = lim % calcule lim Ak—f.

Seja T' € L(C?) um operador com apenas um valor préprio. Suponhamos que 7% = I para algum

k # 0. Mostre que T é diagonalizavel.

Seja A = (a;;) € M,(R) uma matriz tal que a;; = a # 0 para todo i, j. Ache o polinémio minimal

de A e mostre que A é diagonalizavel.

Sejam V' = M(C) e A uma matriz fixada em V. Considere o operador linear 7' : V' — V definido
por T(X) = AX. Calcule a matriz de T em relagdo a base canonica de V. Calcule o posto de T'.

Determine os autovalores e autovetores de 7.
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Seja A= | —1 4 0 |. Achar o polinomio caracteristico de A”.
0 2 -2
Mostre que se uma matriz n X n complexa A tem somente 0 como autovalor entdao A é nilpotente

(isto é, A¥ = 0 para algum inteiro positivo k).

Suponhamos que V' = W; & W5 onde dimW; = n e dimW, = m. Seja T a projecao de V em Wj.

Determine os autovalores, os autovetores, o polinomio caracteristico e o polinomio minimal de 7.

Seja A uma matriz complexa n x n tal que, para todo inteiro positivo k, tem-se tr(A¥) = 0. Prove

que A é nilpotente.

Seja V' um espaco vetorial sobre R de dimensao finita e suponhamos que 7" é um operador linear

de V tal que T?% = —1.

a) Mostre que V' possui uma base da forma

{Ul, Uz, ..., Ug, T(Ul), T(Ug), c. ,T(Uk)}

b) Mostre que a operacao (a + ib)u = au + bT'(u) (a,b € R) define, juntamente com a adigao de

V', uma estrutura de C-espacgo vetorial em V.

¢) Se dimgV = n, qual é a dimcV'?



