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1? Lista de Exercicios — MAT0112 — Vetores e Geometria

Adicao de vetores

Prove que

ey

— — — - =
+v = w = u =Ww-V

- — —
Dados representantes dos vetores u e v conforme a figura, ache um representante de x tal
que

“

- -
v X

—
+v+x =0

7

Justifique a seguinte regra. Para calcular ; - G) +V o+ v;), tome um representante (A, B)
de ;;, um representante (B, C) de 7 um representante (C, D) de w. Entio X tem
como re‘presentante (A, D). (Intuitivamente falando, “fecha-se o poligono™.) Raciocinando
por indug3o finita, pode-se generalizar essa regra para n parcelas.

<y,

Ache a soma dos vetores indicados na figura, nos casos:

D

D
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Multiplicacio de um nimero real por um vetor

-> - - =
Proveque av=0 = a=0 ou v=0,

— - o O
Prove que se au =av ese a¥ 0, entdo u = v.

— —
Prove que (-1) v = -v.
Prove que 2

- — — —
Se (A, B) ¢é um representante de u ¥ 0, e (C,D) um representante de v # 0, prove
que:

— —
AB// CD + existe A€ER talque u =Av.
(Este resultado é importantissimo e sera muito 0til; trata-se de uma “‘tradu¢do” algébrica

- —
muito simples, u =.Av, de um fato geométrico muito importante, o paralelismo. E exa-
tamente isto que se pretende na Geometria Analitica.)

o —r — - =
Resolva a equacdo na incognita x: 2x - 3u = 10(x + v)

- =
Resolva o sistema nas incognitas x ey :

— - -
X. T3y = .1
— - - =
IX =« Yy = 2U4Y
-
v

e -> N -
Seja v # 0. Mostre que ﬁ é um vetor unitario (chamado versor de v).
A4



Soma de ponto com vetor

1, Daﬂs quatro pontos A, B, C ¢ X tais que AX =mX_§ , eXprima 63 em fungdo de EX
e CB (e m)

—_— —_—
Sugestdo. Narelagado AX = mXB faca aparecer C

em ambos 0os membros. A X B

2. E dado um tridgngulo ABC e os pontos X, Y, Z tais que AX =mXB BY = nYC
P e —_— — —_— —
CZ = pZA. Exprima CX, AY,BZ em funcdode CA eCB (e m,n,p).

3 Num tridngulo ABC & dado X sobre AB talque I AX I = 2 IXB Il e édado Y sobre BC
talque IIBY Il = 3 Il YC ll. Mostre que as retas CX e AY se cortam.

Sugestdo: Use o exercicio anterior, achando qual deve ser m e qual deve ser n. Suponha
CX = A AY e chegue a um absurdo.

4. Num tridngulo ABC, sejam X a interse¢ao do lado AB com a bissetriz interna do angulo
ACB e, supondo I CA Is=ICBHN, Y a interse¢ao da reta AB com uma das bissetrizes
externas do dangulo ACB( ).

- —_— —_— —_
CA CB CA CB —
a) Os vetores — . t T T —_— —— s3o respectivamente paralelos a CX
ncal HCB Il ITCA I I CB il

—
e CY. D& uma explicagio geométrica para isso. No Capitulo 8 (Exercicio 3) vocé
dara uma prova analitica.

- - e AR
- rcal ICBI1 HUCAl I CB Il
. = e = %
1AXl  1BXI HAYI IBYI ~
B W o
~
¢) Exprima CX,CY,XeY T \
_— —_— P
em funcdode A,CA e CB. P \
L e e e — A
Y A ™ B
5. Sendo CX a_alf altura do AABC relativa 20 3 vertlce
C, exprima CX e X em fungdo de A, CA e CB -
Sugestao SeA el B nio sdo retos, vale I
h =1 AX Il tg A == II BX Il tg I B. Conclua dai que I'n
(tg A) AX = (tg B) XB quer A e B sejam agudos, |
A ol B
quer um deles seja obtuso. X

- - —>
(*) Existe ¥ se llca'll == llcB Il.



6. Prove que as medianas de um tridngulo se encontram num mesmo ponto, que divide cada
uma na razdo 2:1 a partir do vértice correspondente.

Sugestdo: Usando o Exercicio Resolvido n® 7: seja G o ponto comum as retas AN

e BP, e H o ponto comum as retas AN e CM. Existem A, u, « e f tais que
—_— —— . — —

G = A+ AAN = B+ uBP e H=C+aCM = A+ BAN. Calcule A, u, aa e .

7. Prove que as alturas de um tridngulo se encontram num mesmo ponto. Idem para as bisse-
trizes internas.

8. Demonstre que o segmento que une os pontos médios dos lados ndo-paralelos de um
trapézio é paralelo as bases, € sua medida é a semi-soma das medidas das bases. (Atencdo:

ndo € suficiente provar que MN = é— (Kﬁ + DC), mas isso ajuda bastante.)

./ N\
A/ .\B

9. Demonstre que o segmento que une os pontos médios das diagonais de um trapézio ¢

paralelo s bases, ¢ sua medida é a semi-diferenga das medidas das bases. (Ateng3o: ndo

" v S U — e . .
€ suficiente provar que MN = 5 (AB -~ DC), mas isso ajuda bastante.)

D C

A 8

10. Num triangulo ABC, sejam M, N, P, os pontos médios dos lados AB, BC e AC, respecti-
vamente. Mostre que

P— —_ pe— —
AN + BP + CM = 0. >
Sugestao: Exercicio Resolvido n© 2.

11. Dado um triangulo qualquer, mostre que existe outro com lados paralelos e congruentes as
medianas do primeiro.



12.

13.

14.

15.

16.

B

18.

19.

Sugestdo: Tome um ponto O qualquer e considere os pontos X = O+ AN, Y=X+BP
RS
e Z=Y +CM. Mostre que Z=0 eque O, X, Y ndo s3o colineares.

Sendo ABCDEF um hexégono regular de centro O, prove que
—_— — - — — —
AB + AC + AD + AE + AF = 6A0.

Se_]a OABC um tetraedro, X o ponto da reta BC definido por BX = mBC. Exprima
oy —p

———
OX e AX em fun¢gdo de OA, OB, OC.

Seja OABC um tetraedro, X o ponto de encontro das medianas do tridngulo ABC (bari-
centro). Exprima OX em termos de OA OB ocC.. '

Se_]am A, B, C, D pontos qualsquer, M o ponto medlo de AC e N o de BD. Exprima
X em fungao de MN, sendo X=AB + AD + CB + CD.

Seja ABCD um quadrilitero, e O um ponto qualquer. Seja P o ponto médio do seg-
mento que une os pontos médios das diagonais AC e BD. Prove que

1 . =—> —_ _ - —
P=0+-4—(0A+OB+OC+OD)

—_— = i > —_—
Dados O, A, B, C, ache G tal que GA + GB + GC = 0 em fung¢do de O, a = OA,
_.)
c

]
al

Sejam A, B e C trés pontos quaisquer, A # B. Prove que:

P — —
X é um ponto dareta AB<+= CX = aCA + BCB, com a+ 8 =

Sugestdo: Exercicio 1.

Nas condigdes do Exercicio 18, prove que:

S — —
X é um ponto do segmento AB < CX =aCA+BCB, com a=0, §=0,¢e
atf =

Sejam A, Be C vértices d de um tnangulo Prove que: X ¢ um ponto interior ao tridngulo

ABC se e somente se CX aCA+ ﬁCB com a>0, >0, e a+pB<1 (um ponto €
interior a um tridngulo se for interior a alguma ceviana dele).



21

22.

Na figura, a distincia de M a A € o dobro da

distancia de M a B, e a medidade AN €a ¢
tera parte da medida de CN. Exprima X em
—_— —>
funciode A, AB e AC.
N
A B
M
s I - > —
Considere o tridngulo ABC e sejam CA = u CB=v,ew=u-=-2v. Calcule « real
para que o ponto X=C+a w pertenca a reta AB.
Dependéncia e independéncia Linear
— = - > e
Prove que se (u, v,w) é LI, entdo (u + v + w, u - v, 3v) também é LI, o mesmo
e T
sucedendocom (u+v, u+w, v + w).

e S - - e —
Seja (u, v, w) LI. Dado t qualquer, sabemos que existem «, 8,7y taisque t = qu +fv+yw
> > > 5> > =
(por qué?). Proveque (u+t, v+t, wt+t)éLl<= at+f +y+1+#0.
-> = -> > > =
Prove que (u,v) é LI < (u+v, u-v) éLL (Aimplicacgdo = foi provada no Exer-
cicio Resolvido n9 3.)

Demonstre a Proposi¢gdo 2 no caso n= 1. Pergunta: por qu¢ a demonstracio feita no
texto ndo serve neste caso?
— - = -»> = -> = — -, . .
Prove que (u-2v+w, 2u+v+3w, u+8v+3w) é LD quaisquer que sejam 0s
> > >
vetores u,v,w.



Base

Todos os vetores estdo referidos a uma mesma base

<y > -
1. Sendou=(1,-1,3),v=(2,1,3),w=(-1, -1, 4), ache as coordenadas de

—> -
aju + v
— —
b)u - 2v
— — —
c)u+ 2v -3w
. L R . - -> e A, M . )
2. Verifique se u é combinag@o linear de v e w, sendo u, v, w, como no exercicio anterior.
— A . -> => =
3. Escreva t =(4, 0, 13) como combinagdo linear de u, v, w, estes vetores sendo dados no

exercicio 1,
- : ; : - - 1
4. u=(1,-1,3) pode ser escrito como combina¢do linear de v=(-1,1,0) e w= (2,3, ? ?

5. Ache m de modo que u= (1,2,2) seja combinagdo linear de V= (m-1, 1, m-2) e
- = =
v?= (m+1, m-1,2). Em seguida, determine m paraque (u,v,w) seja LD.

6. Decida se sdo LI ou LD:

— -
a) u=(0,1,0), v=(1,0,1)
b) u=(0,1,1), v=(1,0,0)
d u=(0,1,1), v=1(0,3,1)
- - 1 -3
d) == (1’-3a14) V= (ﬁy ﬁ, l)
- - -
&) u=(1,0,0) v = (200,2,1), w = (300, 1,2)
) u=(1,21) ¥ (1,20 W= (4,5,-4)
- -
g u=20
h) uw=(1,1,1)



> > =

7. SendoE= (e,,e,,e,)base, e
? — " — -
1 =€ e, t e
S P ?
- -

3
decida se f = (_f: ,_f)z,_f;) é base.

8. Ache m para que sejam LD

- —

a) u=(m,1,m), v=(1,m,1)
- -

b) u= (1-m?, 1-m,0), v = (m, m, m)
- — —

¢ u=(m,I,m+l), v=(1,2,m), w=(1,1,1)
-> — ->

d) u=(m,1,m+l), v = (0,1, m), w = 0,m,2m)

9. SeE= (?I,E)z : e_; ) € base, prove que F = ( a?l, B?z, 7—e>3) ¢ base, desde que «, 8, ¥ ndo
sejam nulos.

10. Seja OABC um tetraedro, e M o ponto médio de BC.
—_— — —
a) explique por que (OA, OB, OC) é uma base.
b) determine as coordenadas de AM nesta base.

- - = =
11. Calcule llu I, sendo E = (e, e, e3) base ortonormal, nos casos
-> - - o
u=¢ + e t+te = (1,1,1)g
. - —
b)u = -¢; + e, ‘
— — -
c)u = 3¢ + 4e;
- — — -
d)u =-4e;, + 2, -e,

Angulo entre vetores. Produto escalar
Fixa-se uma base ortonormal.

- —
1. Ache a medida em radianos do angulo entre u e v nos casos

o vV = (=2,10,2)

a) = (1.0,1),



by 4= (B30 e s @50
9 U=(LLD, v=(1D)
= \/3 1 - \/3 1
d = AT = AR g Tores \/_
) W= (55,07 = (55, V3)
e) T = (300, 300, O),T/) = (—=2000, —1000, 2000) - (procure vetores com coordenadas

mais simples tais que a medida do dngulo formado seja a mesma).

- =
Ache x de modo que u L v nos casos

— -
a) u = (X7 03 3)3 y = (ls X: 3)

- —
b) u = (x,x,4), v = (4,x1)

- -
C) U = (X+13 1’2)’ v = (x—ls_ls_z)

- -
d u=(x-14, Vv =(&x-=-31)

~ 3 3 A =¥

Sejam A, B e C trés pontos de E°, e sejam c=BA e a= BC. Mostre que o vetor
- & B ~
u = = + mé paralelo 4 bissetriz do angulo ABC. Interprete este resultado, relacionan-

do-o com uma conhecida propriedade dos losangos.
-> >

- -
Sugestdo: Calcule os co-senos dos dngulos entre u e ¢ e entre u e a, € compare-0s.

Ache; tal que || 0 =3 V3 eué ortogona137= (2,3,-1)ea w= (2, —4, 6). Dos “u” en-

contrados, qual o que forma dngulo agudo com o vetor (1, 0, 0)?

— — > -

Ache uortogonalav=(4,—1,5) eaw=(1,-2,3), eque satisfaz uv-(1,1,1)=~1.
o —

Ache ude norma \/g, ortogonala (2,1, —1), tal que (u,(1,1,1),(0,1,-1)) seja LD.

- - -
Ache utalque [lull= V 2, amedida em graus do dngulo entre u e (1, —1, 0) seja 45, €

—
8 )



10.

1.

12.

13

Calcule AB - DA sabendo que o tetraedro ABCD é regular, de aresta unitdria.

Calcule [ 27U + 4V I?, sabendo que e 1, IvI= 2, e a medida em radianos do dngulo en-

Se A, B, C sdo vértices de um tridngulo equildtero de lado unitdrio, calcule:

— —> — — — —
AB-BC+BC-CA+CA - AB

> > > o> > - 1 o R e GO
Se WtV+w =0, IWl=3-, IVI==, IWI =2, caleule T-V+7-W+W -
, = = = > W = e
A medida em radianos do dngulo entre u e vé T Sabendo que [[ull = V5,¢e |lv]=1,
. . . - 5> > >
ache a medida em radianos do dngulo entre u+v e u—v.

i —> = = -> . > i —
Fixada uma base ortonormal (i, j, k), e tomado v % 0, chamam-se co-senos diretores de v
relativamente a base fixada os nimeros cos a, cos 3, cosy , onde &, f, v, sdo as medidas dos

s => . i
dngulos que v forma, respectivamente, com i, j, k.

a) Sendo V= (%, y,2), prove que

X y z

, cosf= , cosy=
\/X2+y2+22 \/X2+y2+22

cosQ = e e
Vx2 FyE k2P

b)  Prove que
2 2 2 -
cos®*a+ cos” B+ cos® y=1.

=
Vv

= = - s
c) Prove que os co-senos diretores de v sdo as coordenadas do versor de v, isto €, de



14.

15:

- — .
d)  Sendo § a medida do dngulo entre v; e v,, de co-senos diretores cos ay, cos B, cos vy,

€ Cos @, €08 5, COS 7, respectivamente, mostre que
c0s 6 = cos a; cos a, + cosfy cosB, + COs Yy cOS Y,

_.>
e)  Ache os co-senos diretores dev= (1,-3, \/g) ede —v.

-> > = > > > R e
f) Sendo E = (ey, €,, e3) e F=(fy, f;, {3) bases ortonormais, mostre que a j-ésima coluna
‘ —
da matriz de mudanga de E para F é formada pelos co-senos diretores de fJ em relagdo

a E.

- -
Ache a projecao do vetor w na dire¢do do v nos casos

— -
a) W, = (13_1’2) ¥ = (33_1’ 1)
b) w=(=1,1,1) v =(=21,2)
9 w=(1,35) v = (=3,1,0)

- - - > —
Decomponha w = (-1, —3, 2) como soma de dois vetores w; e w,, com w, paralelo ao vetor

__)
(0,1, 3) e w, ortogonal a este Gltimo.

- - —> -
. Decomponha w = (1, 0, 3) como soma de dois vetores Wy e Wy, comwy, (1,1,1),(~1,1,2)

-
linearmente dependentes e w, ortogonal a estes dois Gltimos.

- - >

. (Processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt.) Dada a base (f;, f,, f3) ache uma

> > > iz . = . 3 7
base ortonormal (e,, €,, e;) tal que E:)l//f1 e _e)z seja combinac¢do linear de f; e f,.

.. = - -
Aplicagio f; =(1,2,2), £, =(1,0,1), f3=(1,1,1).

__)
_ W fl . =
Sugestao: e; = ; use o Exercicio Resolvido n® 7 para escrever diretamente e, ; use

.
HE 1l

7 355} - . _}
o0 Exercicio Resolvido n® 8 para escrever diretamente €3.



18.

19.

20.

22,

23.

24.

Prove que (1VIT+LTIV) L (IVIw = 1TIV)

> = > s > > - > -
Prove que se u L(v—w) e v L(w —u), entdio w L (u — v).

e e M - - - = - —> - -
Mostre que u = v = -(I«(Hu+v|| —lflu—vlil);eque u-v=0< JJutvl]=llu-v]

21. Mostre que as diagonais de um paralelogramo tém mesma medida se e somente se o paralelo-

gramo € um retangulo.

_ > - -> - -> - N ‘3‘\': -
Sugestdo: Traduzapara |lu+v|[=flu—v] ¢ ulv. \<< £
[/
- SO v
-
Mostre que as diagonais de um losango: u

a) sio perpendiculares e reciprocamente, se um paralelogramo tem as diagonais perpendi-
culares, ele € um losango;

b) bissectam os dngulos internos.

a) Mostre que a mediana relativa a base de um tridngulo isdsceles € perpendicular a base e €
bissetriz do dngulo do vértice.

b) Mostre que se um tridngulo € isosceles, os dngulos da base sdo congruentes (isto €, tém

a mesma medida).

¢) (Reciproca de (b)) Mostre que se um tridngulo tem dois dngulos congruentes, ele € isosce-

les.

Mostre que as bissetrizes de angulos adjacentes suplementares sdo perpendiculares.

Sugestdo: Exercicio 3



25. Mostre que a soma dos quadrados dos comprimentos das diagonais de um paralelogramo é
igual & soma dos quadrados dos comprimentos dos quatro lados.

Sugestao: Mostre que

e +viP+a=vIZ =20 l® +1vI*)

26. Mostre que

-> - - - ) .
a) llx+ylI<Ilx|l+Ilyll (propriedade triangular)

- > -> >
b) [lixll=lyllI<llx—yll
-> - - - - —> )
o Ix-yl=lxllllyll ® x,y sdo lineares dependentes
Sugestdo
- - — — - — - - —
) Ix+yl® = IXIP+2x -y +IyI*. Use x-y<IX-yI<IXI Iy
(Desigualdade de Schwarz.)
b) A desigualdade equivale a
- > - — - >
—lIx—yl<lxll-llyll<lx—yl.
Escreva x = (; ~_§) +;. Use a parte a.
- -
R P Ty IRA 5 lu I 5 5
27. Sendo u#0, v+#0, w = v, prove que w forma dngulos

— —> u+ -> ->
full+ vl lull+ vl

— —
congruentes com u € com V.

28. a) Prove arelagdo de Euler

BA-DC+AC-DB+CB-DA=0



b) Prove que se um tetraedro tem dois pares de arestas opostas ortogonais, as duas arestas
restantes s3o também ortogonais.

c¢) Prove que as alturas de um tridngulo passam por um mesmo ponto (este exercicio ja foi
proposto no Capitulo 4; usando a relaggo de Euler, sua resolugdo fica muito simplificada).
29. O objetivo deste exercicio é resolver a equagio
- - P > (*
X-u=m (u#0)" ()
Vamos tentar visualizar geometricamente o conjunto-solu¢@o V da mesma. Como

i x *u =% . . - <
X N (Exercicio Resolvido n® 7), temos que V é o conjunto dos x cuja
u

-
P : m -
projecao sobre u € "_>"2 0.
u

Esta observacdo ja nos dd uma idéia de V.

Tomando O € E3, e sendo

—_
m .u

S i
I il il

-
P pertence ao plano 7 que contém LS.

P, =0+ ,Vemos que se 0

o
<4
=

—> E S
P, e é ortogonal a u, entdo x = OP

: R WP oo PR
direcdo de u € T u e é fdcil B
u

. - —~ —)
€ solugdo, pois a projecdo de x na J
L
'
'
_) -~
se convencer que todo x solugdo de

() se obtém assim.

Entao
-
> — —  — — m " u
x=OP:PoP+OP0=Po + T
Fa i full

3. = . s
(*) Caso u =0, acquacdo ndo tem solucdo se m # 0, ¢ qualquer x € V3 ¢ solucdose m =0.



—_— - —
PoP = Aa+ub, logo

-> - ) )
Tomando a e b vetores linearmente independentes e paralelos a = , podemos escrever

m

lhu I

-_

u (7)

> >
=Aatub+

Quando A e 4 percorrem R, ;percorre V, o conjunto soluggo de (o ).

Para justificar rigorosamente as afirmagdes, indicamos os passos seguintes, deixados como

exercicio.

Considere a equag¢do homogénea

30.

3.L.

—_
X

cu=0 (u#0) (8)

.9
Vamos fixar uma solug¢do particular de ( « ), que denotaremos por x,.

a)

b)

d)

— -
Mostre que o conjunto-solugdo de (B) € o conjunto dos vetores da forma \ a + ub,onde A
- -

€ 4 percorrem IR e a e b s3o dois vetores fixados, linearmente independentes e ortogonais

_)
au.

—) ’ -~ —~ % —> 7’ - ’ - .

Mostre que se x ¢ solugdo de () entdo x — X, € solucdo de () (isto é, existem A, u € R

- > — - -
tais que x =x, +Aa+ ub) e que todo X dessa forma é solucdo de ().

-
mu

u I

Mostre que ;()0 = € solugdo de ().

Conclusdo: de (a), (b), (c) concluimos que o conjunto-solu¢go de («) é formado pelos—;(

dados por (), onde A e u percorrem R.

Resolva o sistema

_
u

- =
='m (v#0)

-> > - > > - - . R
Mostre que se E = (e, e,, e3) e F=(f;,f,, f;) sdo bases ortonormais, entdo a matriz M de

mudanga de base de E para F satisfaz M . Mt=Mt . M = I, onde I € a matriz identidade (ma-

trizes com tal propriedade chamam-se matrizes ortogonais).



