MATO0111 - Calculo Diferencial e Integral I

22 Lista de Exercicios

. Calcule f'(z) para as fungbes f abaixo:

) fa)= 20 E O i L e ==

r—1
Va2 cos x 6) f(x) = o/ toZ o

(r% +tg?x +1)2

4) f(x) = zsen (\/ﬁ — x2) 5) f(x) =

7) f(x) = % 8) f(z) =sec(vaZ+1) 9) f(z) = W
10) f(z) = zsenz cosz 11) f(z) = % 12) f(x) = son(z _1 sonz)
13) f(z) = # 14) f(z) = cotg(3z* +5) 15) f(z) = W
16) f(z) = f—H 17) fl) = Z?rfffff%;))  arcsen <r)

. Verifique que:

()l g VF = VE ] =g () 2[5 aresen (2] -

. Seja f : IR — IR continua em IR tal que | f(z)] < |23 + 2?|, para todo z € R. A fungdo f é
derivavel em 07 Resp.: Sim .

. Seja f : IR — IR derivavel em a € | 0, +oo[. Calcule, em termos de f'(a), o limite: lim f(x) = fla)

z=a /T —\Ja
Resp.: 2v/a f'(a).

. Seja f : IR — IR derivavel em = = 0 tal que f(0) = f’(0) = 0. Seja g : IR — IR uma funcao
limitada e nao derivdvel em = = 0. Calcule a derivada de h(z) = f(z) g(z) no ponto z = 0. Resp.:
0.

. Mostrar que a reta y = —x é tangente a curva y = 2® — 622 + 8x. Encontre o ponto de tangéncia.
Resp: (3,—3).

. Determine todos os pontos (zg,yo) sobre a curva y = 4x* — 822 4 162 + 7 tais que a tangente a
curva em (g, yo) seja paralela a reta 16x —y +5 = 0.
Resp: (—1,—-13), y=16z+3; (0,7), y=16x+7; (1,19), y= 16z + 3.

. Sejam f : IR — IR uma funcao derivavel até 22 ordem e g : IR — IR dada por g(z) = zf(x + 1+
sen 2x). Calcule ¢”(z). Supondo f'(1) = —2, calcule ¢”(0). Resp.: —8.

. Seja f(z) = |2?|. Calcule f”(z), para todo z € IR. A fungiao f” é derivavel no ponto xy = 07
Justifique. Resp.: Nao .



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sabe-se que f : IR — IR é uma funcao derivavel em IR e que a reta tangente ao grafico de f no
ponto de abscissa 3 é x + 2y = 6. Seja g : IR — IR dada por g(x) = (f(v/9+ 4x))?. Determine
9'(0).

Resp.: —1.

Sejam f(x) = 2z + cosx e g a fungdo inversa de f. Admitindo g derivavel, determine ¢’(1). Resp.:
1

3 -

. 72% — 1
Sejam f(z) = o

a reta tangente ao gréafico de g no ponto (3, ¢(3)) é normal a reta 2y + 152 +1 = 0. Resp.: Sim.

, para x > 0 e g a funcao inversa de f. Admitindo g derivavel, verifique se

Sejam f(z) = 2 + 5x — 6 e ¢ a fungao inversa de f. Admitindo g derivdvel até a segunda ordem,

calcule ¢”(0). =

Seja y = f(x) uma funcao dada implicitamente pela equagao z? = y3(2 — y). Admitindo f
derivavel, determine a reta tangente ao gréafico de f no ponto (1,1). y==x.

Seja y = f(z) uma fungdo dada implicitamente pela equagao x? + zry + y?> = 3. Admitindo f
derivavel, determine as retas tangentes ao grafico de f que sao normais a reta x —y + 1 = 0.
Resp.: y+x=2; y+ox=-2.

Sejay = f(z) uma funcao dada implicitamente pela equacao arctg(y?)+2xy+27 = 3z2. Admitindo
f derivavel em seu dominio I, onde I é um intervalo aberto de IR contido em | — 5, 1, determine
a equacao da reta que é normal ao grafico de f e paralela a reta 3y +x = 1. Resp.: 3y+2z+3=0.

Seja h(x) = 2x + cos .

(a) Mostre que h ¢é injetora.
(b) Calcule h=1(1). Resp: 0
(c) Admitindo (h™') derivdvel, determine (h~')'(1). Resp:

N | =

Resp: 5y = 6z + 6

Calcule a derivada de cada uma das fungoes abaixo:

(¢* — e™*) (seno hiperbdlico)

N | —

(¢* + e™*) (cosseno hiperbélico) b) senhz :=

N | —

a) coshx :=

¢) fx) = e d) f(z) = a° + e

1
6(12)

e) f(z) = e/ + f) f(x) = In(e” + 1)
g) f(z) = (Inz)? + (1 +27)° h) f(z) =In (z + Va2 +1)

i) f(x) =a" +7° i) flz) =29 43>

2



19.

20.

21.

22.

23.

24.

sen x

k) f(z) = In(arctg z) D) f(z) = (1+ cos” )
m) f(x) = (¢" + 3u)est) n) f(z) = (3+ cos )=

_ In(z® + 2¢%) 5

D) f(@) = (a® + 1"

o) f(x)

T2 4 ecosz
Q> f(flf) = (1 + arctg I2>1/$4 1") f(l’) _ p2parctg
_ g (3z) - z+1
) fla) = B0 0 Ja) = tny /251

(Ezpansao Adiabdtica) Quando certo gas composto sofre uma expansao adiabdtica, a sua pressao

d
p e seu volume V satisfazem & equacao p V' =k, onde k é uma constante. Mostre que —Vd—}tj =
dVv
1,3p—.
Y p dt

De um petroleiro quebrado vaza um grande volume V' de 6leo num mar calmo. Apds a turbuléncia
inicial ter acabado, o petréleo se expande num contorno circular de raio r e espessura uniforme
h, onde r cresce e h decresce de um modo determinado pela viscosidade e flutuabilidade do dleo.

Experiéncias de laboratério sugerem que a espessura é inversamente proporcional a raiz quadrada

c r
do tempo decorrido: h = % Mostre que a taxa n com que o petroleo se expande é inversamente

proporcional a /4.

Num certo instante to, a altura de um triangulo cresce a razao de lem/min e sua drea aumenta a
razao de 2cm?/min. No instante ¢y, sabendo que sua altura é 10cm e sua drea é 100cm?, qual a
taxa de variagao da base do triangulo? Resp.: —1,6cm/min.

Despeja-se areia sobre o chao fazendo um monte que tem, a cada instante, a forma de um cone
com diametro da base igual a trés vezes a altura. Quando a altura do monte é de 1,2m, a taxa

de variagdo com que a areia é despejada ¢ de 0,081m?/min. Qual a taxa de variagao da altura do

. 1
monte neste instante? Resp.: 10n m/min.
v

A aresta de um cubo cresce ao longo do tempo. Num certo instante ¢y, o seu volume cresce a uma
taxa de 10cm?®/min. Sabendo que, neste instante, a aresta do cubo mede 30cm, qual é a taxa de

- , .. 4 .
variacao da area da superficie do cubo? Resp.: 3 cm? /min.

Uma lampada estd no solo a 15m de um edificio. Um homem de 1,8m de altura anda a partir
da luz em dire¢ao ao edificio a 1,2m/s. Determine a velocidade com que o comprimento de sua
sombra sobre o edificio diminui quando ele estd a 12m do edificio e quando ele estd a 9m do edificio.
Resp.: 3,6m/s; 0,9m/s.



25.

26.

27.

28.

29.

30.

Uma tina de dgua tem 10m de comprimento e uma sec¢ao transversal com a forma de um trapezdide
is6sceles com 30cm de comprimento na base, 80cm de extensao no topo e 50cm de altura. Se a
tina for preenchida com dgua a uma taxa de 0,2m?/min, quao rdpido estard subindo o nivel da
agua quando ela estiver a 30cm de profundidade? Resp.: ¥cm/min.

(Escada deslizante) Uma escada de 25 pés esta encostada na parede de uma casa e sua base esta
sendo empurrada no sentido contrario ao da parede (veja figura). Num certo instante, a base da
escada se encontra a 7 metros da parede e esta sendo empurrada a uma taxa de 2 pés por segundo.

C

//7D

Q (originalmente em A)

(a) Qual a velocidade com a qual o topo da escada se move para baixo nesse instante?

(b) Considere o triangulo formado pela parede da casa, a escada e o chdo. Calcule a taxa de
variacao da area deste triangulo no instante em que a base da escada se encontra a 7 pés da
parede.

(c) Calcule a taxa de variagao do angulo formado pela parede da casa e a escada, quando a base

da escada estiver a 7 pés da parede.
Resp.: (a) {5pes/s; (b) 22 pes?/s; (c) tyrad/s.

Dois corredores iniciam uma corrida ao mesmo tempo e terminam empatados. Prove que em algum

momento durante a corrida eles tém a mesma velocidade.
Use o TVM para provar as seguintes desigualdades:

(a) |sen b—sen a| < |b—al, Va,be€ R.

(b) |va— Vil < %|a—b|, Va,be R, coma>1leb> 1.
(c) ‘ln%‘ <l|a—b|, Ya,be R, coma>1eb>1.

(d) B° —a® > a%(b—a), Va,b € IR com 1 <a<b.

(e) e —e¥ > x — vy, para todo z,y com = >y > 0.

Seja f uma fungao derivavel em um intervalo |a, +oo[ e suponha que a < 0. Mostre que se f(0) =0
e 0 < f'(z) <1, para todo > 0, entdo 0 < f(z) <z, Vo > 0.

Mostre que f(z) = (14x)Y/? é estritamente decrescente para z > 0 e conclua que (1+7)¢ < (1+¢)™.

4



31. Prove as seguintes desigualdades:

1
(a) 2\/E>3_E’ Vo> 1

(b) e > 7°
tgb b
((:)g—>—sempreque0<a<b<Z
tga a 2
z3 3 2P
(d)x—§< senx<x—§+§, V>0

1
(e) \/1+x<1+§xsex>0
(f) 2zarctgx > In(1+2?) , Vo >0

32. Seja f derivavel em IR e seja g dada por g(z) =

f(z)

, © # 0. Suponha que p é ponto de maximo

local de g. Prove que pf’(p) — f(p) = 0. Prove que a reta tangente ao grafico de f no ponto de

abscissa p passa pela origem.

33.

(a) Um minimo local em x = 2.

(b) Um minimo local em = = —3.

a
Determine a constante a tal que f(z) = 2* + — tenha:
x

(¢) Mostre que f nao terd maximo local para nenhum valor de a.

Resp: (a) 16 ; (b) -54
34.

Resp: ¢ < =27 ou ¢ > 5.

35. 5

Determine ¢ para que a fungao f(z) = 23 + 322 — 9z + ¢ tenha uma tnica raiz real.

T
Mostre que a equagao 3z — 2 + cos (—) = 0 tem exatamente uma raiz real.

—1\”
36. Seja n € IR tal que lim (nw > = 4. Determine n.
z—4oo \ nx + 1
Resp: —1/1n 2
37. Calcule, caso exista
In(1—2 In 2190
a) lim u Resp: 0 b) lim n;x Resp: 0
s—1” tg Tx T—400 \“’/E
: Inx ) Inx
¢) lim Resp: 0 d) lim —— Resp: 0
z—0t cotg x z—too0 €2
e) lim — Resp: 0 f) im 2’lnz, p >0 Resp: 0

r——+o00 €

z—0t



1 2
g) lim =z sen (Q) Resp: p h) lim <— — —) Resp: 1/6
x

et =0 \1 —cosxz a2
i) lim Wit e -1 esp: j) Jim (x senx) esp:
k) lim (e® 4 3z)"" Resp: e* m) lim 28 Resp: 1

x—0 r—0t

, 1 . . arctg(22?) .
n) xll>r(r)1+ {; +1In x} Resp: +00 0) }slir(l) (1 + 322) Resp: 2/3
In(1 + 2

p) lim Il +27) Resp: 1 r) lim(1 + sen 2z)s  Resp: e2

z—=0 x arctg x z—0

222 —1
S)}}L% (:;Sej_l:—_j_'g) Resp: 3 t) xl_i)r;r(tgxsecx —sec? ) Resp: 5
1

u) lim n3$ Resp: 0 v) lim (1+ 3x)1/1nx Resp: e

r—+oo e°F T—+00

x) lm [In(z+3)"** —In(z +2)**] Resp: 1 y) lim (senz)/™*

T—+00 z—0t

38. Seja f uma fungao cuja derivada tem o grafico esbocado na figura abaixo:

y=f')

AVERN

a) Em que intervalos f é crescente ou decrescente?

(
(b

Para quais valores de x f tem um maximo ou minimo local?

)
)
(¢) Em que intervalos f tem concavidade para cima ou para baixo?
(d) Ache os pontos de inflexao de f.

)

(e) Assumindo que f seja continua e que f(0) = 0, esboce o gréfico de f.

39. Esboce o grafico das funcoes abaixo e dé as equacoes das assintotas, quando existirem.

a) f(z) = ' + 223 + 1 b) fla) = 5—
3 _
) flr) = D 1) = 57



40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

(a) Esboce o grafico de f(z) = z?e®.

(b) Determine, em funcio de k, o niimero de solugoes da equacao ke® = 2.

Resp: nao ha solu@oes se k < 0; uma solucao se k = 0 ou k > 2, duas solucgoes se k = 2; trés
solucoes se 0 < k < 6—2

T

(a) Ache o ponto de minimo de f(x) = © 1o intervalo 10, +00[. Resp: zop = 1.
T

a+b

(b) Prove que > e®, Va,be R

a

Achar, caso existam, os valores maximo e minimo de:

(a) f(x) =senx — cosz, = € [0,7].Resp: —1; /2.

(b) f(x) =3+ 2z — 23, —% 1. Resp: \/Z? \/3—1— .

1
(c) flx)= - +1Inz,
(d) f(z) = Va? — 222, —1 < < 2. (CUIDADO!) Resp: v/—3; 0.
(e) f(z) = |zt =223, 0 <z < 3. Resp: 0; 27.

< 4.Resp: 4; 1.

Mostre que a equacao x® — 6z + ¢ = 0 tem no maximo uma raiz no intervalo [-1,1].

Suponha que f : [0,1] — IR seja continua, f(0) = 1 e que f(x) é um nimero racional para todo
x € [0,1]. Prove que f(z) = 1, para todo = € [0, 1].

Seja f(x) = 223 — /a? + 3z, para © > 0. Mostre que 1 é a unica raiz de f em ]0,+oo], que
f(2) > 0eque f(1/2) < 0. Conclua que f(z) > 0em |1, 400 e que f(x) <0 em |0, 1[.

Seja f : IR — IR derivavel e suponha que zy € IR é o Unico ponto critico de f. Prove que, se xg

for ponto de minimo local (maximo local) de f, entdo x serd o inico ponto de minimo (méximo)

global de f.

Para que pontos da circunferéncia z + y* = 25 a soma das distancias a (2,0) e (-2,0) é minima?

Resp: (5,0) e (-5,0)

., . . 1
Achar os pontos da hipérbole z? — y? = 1 mais préximos de (0,1). Resp: (i\f , 2)



49.

90.

ol.

02.

53.

o4.

25.

26.

Um triangulo isoceles esta circunscrito a um circulo de raio R. Se x ¢ a altura do triangulo, mostre

que sua area ¢ minima quando x = 3R.

Um cilindro é obtido girando-se um retangulo ao redor do eixo x, onde a base do retangulo esta

apoiada. Seus vértices superiores estao sobre a curva y = . Qual é o maior volume que tal

x?+1
e o
cilindro pode ter?Resp: §
Um arame de comprimento L deve ser cortado em 2 pedacos, um para formar um quadrado e outro
um triangulo equilatero. Como se deve cortar o arame para que a soma das areas cercadas pelos
2 pedagos seja (a) maxima? (b) minima? Mostre que no caso (b) o lado do quadrado é 2/3 da

V3L
9+ 43

(a) Latas cilindricas fechadas devem ser feitas com um volume V especificado. Qual é a razao

altura do triangulo.Resp: (a) Deve-se formar apenas um quadrado; (b) o lado do quadrado é

entre a altura e o diametro da base que minimiza a quantidade de metal gasto para fazer a lata?

(b) Por que as latas encontradas no mercado nao sdo em geral como em (a)? Em geral o metal
vem em uma chapa retangular. Nao ha desperdicio envolvido em cortar a chapa que formara
a superficie lateral, mas as tampas devem ser cortadas de uma pega quadrada, e as sobras, sao
desprezadas (ou entao recicladas). Ache a razao entre a altura e o didmetro de uma lata de volume
V que minimiza o custo do material utilizado.Resp: (a) 1; (b) 4/7

Um canhao situado no solo é posto sob um angulo de inclinacao 6. Seja r o alcance do canhao, isto
2

é, a distancia entre o canhao e o ponto de impacto da bola. Entao r é dado por r = —sen 6 cos 0,
g

onde v e g sao contantes. Para que angulo o alcance ¢ maximo?Resp: § = 7§

Determine o cone circular reto de maior volume que pode ser inscrito numa esfera de raio 3.

Resp: altura: 4; raio: 2v/2.

L1 .1
Resp: 5 aeTin

Um muro de 2 metros de altura estd a 1 metro de distancia da parede lateral de um prédio. Qual

o comprimento da menor escada cujas extremidades se apoiam uma na parede, e outra no chao
3/2
do lado de fora do muro? Resp: (1 + \%I) .

Um papel de filtro circular de raio a deve ser transformado em um filtro conico cortando um setor
circular e juntando as arestas CA e CB. Ache a razao entre o raio e a profundidade do filtro de
capacidade méxima. Resp: v/2




