1. (a)f é continua e para todo (z,y) € R? temos lim, 1o f(z,y,2) = Fo0o. Pelo Teorema do Valor

Intermedidrio, para todo (x,y) € R? existe z € R tal que f(x,y,z) = 0.

% = 5222 + 6322 + 1 > 0; para todo (x,y) € R? f é estritamente crescente como funcio de z, logo existe

um tnico z € R com f(z:,y, z) =0.

(b) Como féC>® e a nunca se anula, para todo (2o, o) € R? temos pelo Teorema da Funcao Implicita que

a equagao f(x,y,z) = 0 define z como fungao de classe C*° de (x,y) numa vizinhanga de (zq, yo, (20, Y0))-

Essas fungoes localmente defiidas sao restrigoes de ¢ pela unicidade da parte (a) e assim ¢ é C™.

(¢) Note que ¢(0,0) = 1. Derivando f(z,y,»(z,y)) = 0 implicitamente repetidamente obtemos:
fx+fz90z:07 fy+fz§0y:0a

ou
202° + (52?2 + 6y%2 + ), = 0,  4yz® + (5222* + 6y*2 + 1)p, =0,

e om (r:9) = (0,0 0+ 1p, =0, 0+1p, =0
Pr =Y, Py =Y,

logo ¢(0,0) = ¢,(0,0) = 0. Novamente
fa:r + fzzsom + (fzm + fzz%pm)%ox + fzsaz:c =0

foy + foztpy + (foy + foz0y)00 + frpzy =0
fyy + fyzpy + (foy + faz0y) 0y + [o0yy =0
Em (0,0):
24+ 10z =0, 0+4+1pzy =0, 4+1p,, =0.
Logo o polindmio desejado é

1
p(z,y) = 14 5(=22% —dy*) = 1 —2® — 29",

2. (a) Seja v € R®. Para t suf. pequeno

flxo+tv) — f(®o) f >0, t>0
t <0, t<0
Logo Vf(zg) - v = Df(x)(v) = lim;_, w é simultaneamente > 0 e < 0 logo nulo.

(b) Por ser submersao, F é aplica(;ao aberta e assim f ndo é identicamente nula. Temos F = (Fy, Fy)
e xo é ponto de maximo local de f se e somente se é ponto de méximo local de f2. Temos V(f?) =
2[VF + 2F5VFy. Por (a), se 2o é ponto de maximo local de f2? entao VFy(xg), VFa(z) é 1.d. Mas F é
submersao em U, portanto nao pode haver ponto de méximo local de f em U. Como o interior de K esta
contido em U, o valor maximo de f em K ¢ atingido na fronteira de K.

3. ()0<supp{L (f,P)}y = [z f= [z f=0implica L(f, P) = 0 para toda P.
Dado € > 0 existe P tal que 0 < U(f, P) < &

U(f,P) =3 gep Ms(f)v(S) > ZSOBU”#Q, Lv(9) implica § = {S € P|SN By, # @} é cobertura finita de

Bi/p com Y g gv(S) <e.
(b) By = U;Z, By, unido enumerdvel de conjuntos de contetido nulo. Logo By tem medida nula.
4. Seja fy(x) = f(x,y). Como Q e [0,1] \ Q s@o densos em [0, 1],

e assim

Por outro lado



e assim

1 1/2 1 1 3 5
/U:/ 1dy+/ ydy = -+ — = —.
0 0 1/2 2 4 4

Se f fosse integravel, pelo Teorema de Fubini teriamos que

1 1
fe= o= hu
0 [0,1]2 0

mas nao € o caso.
5. (a)

xdy — ydx / . [ xdy —ydx / « o [ xdy — ydx / N
/ fdg—gdf = / ( 2 ) N =y e e chp() 7

usando o Teorema de Stokes.
(b) Se ¢ = id em S! entdo

/fdgfgdf:/ xdyfydx:Q/ dx A dy = 2area(D?) = 2n
51 51 D?

contradizendo (a).

6. (a) Se ¢1,...,pk sao L.d. entdo um deles, digamos g, é combinagao linear dos demais, py = Zi:ll a;p;
com a; € R. Entao

k—1

901/\/\@kzzal(@l/\/\@k—l)/\@’L:O

i=1

pois ¢; A g; = 0.
e ©1,...,pr sao Li. entdo completamos a uma base ¢1,...,¢, de V* e tomamos a base dual vq,...,v, de
V. Agora
ko1
AR SDk(vlu cee 7/1}]6) = ﬁy Z(Sgna)@a(l)(vl) v (pg(k)(vk) =1

pois
1 =id
Po(1) (V1) Po(r) (Vk) = { 0 g * id.

(b) Por (a), a(g,y,2) = f(2,y,2)wW(g,y,2) onde f: R?* -5 R. Como o e w sdo C®° em U, o = adz + bdy + cdz
e w = Adx + Bdy + Cdz com a, b, ¢, A, B, C : U - R C*®. Temos a = fA, b= fB, c= fC em U. Como
w nao se anula em nenhum ponto e é continua, todo ponto de U admite uma vizinhanca onde A ou B ou C
nunca se anula, e nessa viz podemos escrever f = a/A ou f =b/B ou f =¢/C. Logo f é C*.

7. (a) M = f~1(1) onde f:R* — R é dada por f(z,y,2) = 22 + 4% — 22 e 1 é valor regular.

Tloy )M = ker Df(1) = {(a,b,c) € R*|22a + 2yb — 2z¢ = 0}, assim (a,b,c) € T\, )M implica (vdx +
ydy)(a,b,c) = za + yb = zc = zdz(a, b, ¢) como desejado.

(b) dw = xdz AN dx + ydz AN dy = dz A (zdx 4+ ydy) = dz A (2dz) = 0 em M.

Se S limita um disco D? em M entao [o w = [, dw =0.

Caso contréario, existe um circulo (S') em M com z = zg tal que S! e (S!)’ sdo as componentes de bordo
de um cilindro N em M. Temos [ w — f(sl)' w = [y dw =0 entdo

/w:/ w:z()/ xdx—l—ydyzz—o d(x2+y2)zz—0-0:0.
Sl (Sl)/ (Sl)/ 2 (Sl)/ 2
Alternativa

w = z(xzdx + ydy) — z*dz = z(zdz) — 2*°dz = 0 em M usando a parte (a), logo [4, w = 0.



