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1 Introducao

Foi introduzido uma nova classe de problemas de programacao de tarefas, introduzido por
Arkin [1] , neste caso tomamos um novo olhar sobre o problema a partir de ponto de vista dos
trabalhadores que executam as tarefas. Na verdade, é natural esperar que alguns trabalhadores
podem nao ter a motivacao para executar seu trabalho em seus niveis maximos de eficiéncia em
quanto a resolucao de tarefas, talvez seja porque eles nao tém participacao nos lucros da empresa,
ou porque simplesmente sao preguicosos.

O exemplo a seguir ilustra a situacao de um “tipico trabalhador de escritério 7, que pode ser uma

pequena peca de uma grande burocracia:

Exemplo Sao as 3:00 p.m., e Dilbert vai para casa as 5:00 p.m. Dilbert tem duas tarefas
que foram dadas a ele: um requer 10 min, o outro requer uma hora. Se existe uma tarefa em seu
“in-box ”, Dilbert deve trabalhar sobre ela, ou tem risco de ser demitido. No entanto, se ele tem
véarias tarefas, Dilbert tem a liberdade de escolher qual fazer primeiro. Ele também sabe que as
3:15, outra tarefa vai aparecer - uma reuniao pessoal de 45 minutos. Se Dilbert comega primeiro
a tarefa de 10 minutos, ele estard livre para participar da reunido de pessoal as 3:15 e depois
trabalhar sobre a tarefa de uma hora de 4:00 até 5:00. Por outro lado, se Dilbert forma parte da
tarefa de uma hora as 3:15, ele pode ser dispensado da reuniao. Depois de terminar o trabalho
de 10-minutos de 4:10, ele terd 50 min para mexer os polegares, passar ferro a sua gravata, ou
desfrutar de outras trivialidades irracionais. Naturalmente, Dilbert prefere esta segunda opgao.

Neste problema, o funcionario(trabalhador-maquina) quer fazer coisas tao pouco (ou facil) como
possivel, o que é o objetivo de reverter o problema de escalonamento de taferas classica. Claro
que ha um pressuposto basico, o chamado requisito ocupado, que o funcionario deve continuar
trabalhando enquanto tenha tarefas para executar, caso contrario o problema se tornaria trivial

e a estratégia ideal para o funcionario seria apenas ficar ocioso, sem fazer nada.

Tais um problema de programagao de taferas do funcionério preguigoso é indicado como CD-
LBSP. Mais precisamente, existe um conjunto de tarefas Jq,. . . , J,. Onde a tarefa J;, para i=1
até n, chega no tempo a; ,0 tempo de processamento da tarefa é t;. Cada tarefa estd associada a

um peso. Existe um prazo comum D para todas as tarefas. A tarefa J; pode ser executado apenas



se o seu tempo de partida é entre a; e D —t;. Em outras palavras, uma tarefa sé pode ser iniciada
durante ou ap0s a sua hora de liberagao, e uma vez iniciado, nao pode ser interrompido e devem
ser concluidos no prazo comum D. Em qualquer momento uma tarefa é chamada executdvel se ela
pode ser executada. Neste trabalho, nés nos concentramos no problema LBSP(Lazy Bureaucrat

Scheduling Problem) e nas quatro fungoes objectivo:

e min-time-spent: Minimizar a quantidade total de tempo gasto em trabalhar.
e min-weighted-sum: minimizar a soma ponderada das tarefas concluidas.

e min-makespan: Minimizar o tempo méximo de conclusao das tarefas.

e min-number-jobs: Minimizar o niimero total de tarefas concluidas.

2 Cronograma

Apresentamos um cronograma das atividades a serem realizadas no seguinte projeto:

Cronograma de Atividades

Data Etapa Descricao

13 de Novembro Etapa 1 O modelo

LBP : Sem preempcao
Resultados

Algoritmos para casos especiais.

20 de Novembro Etapa 2 LBP : Com preempcgao.

Minimizando o tempo total de tarefas
Minimizando a soma ponderada das tare-
fas concluidas

Minimizando o makespan

30 de Novembro Etapa 3 Lemas.

Algoritmo SJF

07 de Dezembro Etapa 4 PTAS para minimizar o makespan.

PTAS para minimizar o tempo gasto
Tempo de liberacao comum: NP

15 de Dezembro | Projeto final

2.1 O Modelo

Consideramos um conjunto de tarefas 1,...,n com tempo de processamento Ji,...,J,, respecti-
vamente. A tarefa i chega no tempo a; e tem o tempo limite(deadline) d;. Assumimos que todo
Ji, a; e d; sao valores nao negativos e enteiros. As tarefas tém prazos rigidos, o que significa que
cada tarefa s6 pode ser executada durante o intervalo permitido I; = [a;, d;]. E indicado ci=d;-t;

como o tempo critico do que a tarefa i, a tarefa i deve ser iniciada no momento ¢;, de outro jeito,



nao vai ter alguma chance de ser completada a tempo.
As tarefas sdo executadas em um tnico processador, o funcionario (Preguicoso). O funcionario

executa apenas uma tarefa cada vez.
2.1.1 Busy requirement.

O funcionario escolhe um subconjunto de tarefas a executar. Desde que seu objetivo é mi-
nimizar o seu esforgo, ele prefere permanecer ocioso o tempo todo e deixar todos as tarefas nao
executadas. No entanto, este cenario é proibido por lo que nés chamamos requisitos gulosos, que
exige que o funcionario trabalhe em uma tarefa executavel, se existe alguma tarefa executavel.
Uma tarefa é “executavel”se ela chegou, o prazo ainda nao passou, e ela ainda nao esta totalmente
processada. No caso com preempcao, pode haver outras restrigoes que governam se uma tarefa é

ou nao é uma tarefa executdavel: Vamos falar sobre isso depois.
2.1.2 Funcoes Objetivo:

Em problemas de escalonamento tradicional, se é imposible completar o conjunto de todas
as tarefas até os seus prazos, tipicamente tenta-se a otimizar de acordo com alguns objetivos,
como por exemplo, maximizar a soma ponderada das tarefas feitas no tempo certo, minimizar
o atraso maximo das tarefas, ou minimizar o nimero de tarefas atrasadas. Para o problema de
LBP , consideramos quatro diferentes funcGes objetivo, que surgem naturalmente de considerar

o objetivo de ser funcionario ineficiente:

1. minimizar a quantidade total de tempo gasto trabalhando. Este objetivo, naturalmente,

apela a um “funcionario preguicoso ”.

2. minimizar a soma ponderada das tarefas concluidas. Aqui, nés geralmente assumimos que o
peso da tarefa i é o seu comprimento, t;, no entanto, outros pesos também sao de interesse.
Este objetivo pede para o funcionario “malicioso ”, cujo objetivo é minimizar as taxas que
a empresa recolhe sobre a base de seu trabalho, supondo que a taxa ( na proporgao da
duragao da tarefa, ou uma taxa fixa por tarefa), é recolhido apenas para as tarefas que sao

realmente concluidas.

3. Minimizar o makespan, o tempo méximo de conclusao das tarefas. Este objetivo apela a um
burocata impaciente, cujo objetivo é ir para casa o mais cedo possivel, apds a conclusao da
ultima tarefa, ele é capaz de completar. Ele se preocupa com o nimero de horas passadas
no escritério. Note-se que, em contraste com os problemas de planejamento standard, o
makespan no LBP muda, é uma funcao das tarefas que passaram os seus prazos e nao pode

mais ser executadas.(observe a seguinte tabela)

4. Minimizar o niamero total de trabalhos completados.



Tabela 1: Resumo de resultados sem interrupgoes; ver sec¢ao 3. Arkin [1]

Instancia H Objetivo H Complexidade

Tarefas de comprimento 1:it; =to = ... =t, =1 1 Tempo polinomial

Tarefas de intervalos curtos:Vid; — a; < 2t; 1-3 Tempo pseudo-polinomial.
Ratios R = O(1)eA = O(1) 1-3 Tempo pseudo-polinomial.
Mesmo tempo de chegada:a; = as = ... = a, 1-3 Tempo pseudo-polinomial.

(Débilmente)NP-completos
Dificil para aproximar
Tarefas de tamanho de ratio 1-2 Fortemente NP-completos
Dificil para aproximar

2.1.3 Parametros adicionais do modelo

Tal como acontece com a maioria dos problemas de planejamento, debem ser definidos parametros
adicionais do modelo. Por exemplo, deve-se explicitamente permitir ou proibir preempc¢ao nas
tarefas. Se uma tarefa é preemptiva, é interrompido e pode ser retomado mais tarde, sem nenhum
custo adicional. Se preempgao é proibida, entao uma vez que uma tarefa é iniciado, ele deve ser

completada sem interrupgoes.

Também é preciso especificar se o planejamento ocorre on-line ou off-line. Um algoritmo de
planejamento é considerada off-line, se todas as tarefas sao conhecidas para o programador em
primeiro lugar, e é on-line se as tarefas s@o conhecidas por o programador apenas que elas chegam.

Neste trabalho, vamos limitar em programagcao off-line; (ver tabela 2).

Tabela 2: Resumo de resultados com interrupgoes; ver seccao 4. Arkin [1]
Preempcao | Objetivo H Complexidade ‘

I 1-3 Tempo polinomial

II 1-3 (Débilmente)NP-completos, mesmo
quando a1 = as = ... = a, .

II1 1-3 (Débilmente)NP-completos, mesmo
quando a1 = as = ... = a,.
Dificil para aproximar

2.2 Resultados da literatura

Neste trabalho, é apresentado o problema do Funciondrio Preguigoso (LBP) e sao desenvol-
vidos algoritmos e resultados sélidos para véarias versoes do LBP. A partir desses resultados,
podemos tirar algumas caracteristicas gerais dessa nova classe de problemas de escalonamento e
descrever: (1) situagdes em que os algoritmos de escalonamento tradicionais estendem ao LBP e

(2) situagoes em que estes algoritmos nao se aplicam mais.



2.2.1 Sem preempgao

E provado que o LBP é NP-completo, como é frequentemente no caso de problemas de escalo-
namento tradicional. Assim, nos concentramos em casos especiais para estudar algoritmos exatos.
Quando todas as tarefas tém o tamanho de uma unidade de tempo, escalonamento 6ptimos podem
ser encontrados em tempo polinomial. Os seguintes trés casos tém algoritmos pseudo-polinomiais:
(1), quando cada intervalo I; da tarefa i é menor que o dobro do tempo de processamento da
tarefa i; (2) quando as taxas do comprimento do intervalo para o comprimento da tarefa e a
tarefa mayor para tarefa menor sao simultaneamente delimitadas, e (3) quando todas as tarefas
chegam ao sistema, ao mesmo tempo. Estes tltimos problemas de escalonamento sao resolvidos
usando programacao dindmica tanto para Funciondrio Preguicoso e métricas tradicionais. Assim,
nessas definigoes, as métricas do Funcionario Preguigoso e métricas tradicionais sao resolvidas

usando técnicas similares.

Do ponto de vista de aproximacao, no entanto, o padrao e as métricas do Funcionario Pre-
guicoso se comportar de maneira diferente. Métricas padrao geralmente permitem algoritmos de
tempo polinomial tendo boas taxas de aproximacao. entretanto é mostrados que as métricas do
Funcionario Preguicoso sao dificeis de serem aproximados. Esta dificultade deriva mais do reque-
rimento de ficar ocupado e menos da métrica particular em questao, que é o requerimento de ficar
ocupado aparece para tornar o problema muito mais dificil.(Ironicamente, mesmo em problemas
de otimizacao padrao, a gestao, muitas vezes impoe essa exigéncia, porque intuitivamente parece

desejavel.)
2.2.2 Preempcgao

A exigéncia de ficar ocupado determina que o trabalhador deve ficar ocupado enquanto o tra-
balho estd no sistema. Se o modelo permite a preempcao é preciso especificar em que condicoes
uma tarefa pode ser interrompida ou reiniciada. Distinguimos trés versoes das regras de inter-
rupgao, as quais sao listadas da mais permissiva a mais restritiva. Em particular, os trabalhadores
sao obrigados a executar as seguintes tarefas: (I) toda tarefa que tem chegado e estd antes do seu
deadline,

(IT) qualquer tarefa que tem chegado e ainda existe tempo para conclui-lo antes do seu deadline,
ou

(ITI) qualquer tarefa que tem chegado, mas com a restrigdo de que se ela for iniciada, deve ser
concluida.

Consideramos que todas as trés métricas e todas as trés versoes de interrupgao. Mostramos que
para as trés métricas, versao I é polinomial solucionavel, e a versao III é NP-completo. Muitos

dos resultados dificeis para sem preempcao transitam para a versao III.

Os principais resultados desta literatura sao para a versao II. E mostrado que o problema geral é

NP-completo. Entao, os resultados estao concentramos em minimizar o makespan em dois casos



especiais complementares:
(1) Todos as tarefas tém um tempo de chegada comum e prazos arbitrarios. (2) Todos as tarefas
tém um prazo comum(deadline) e tempos arbitrarios de chegada. E mostrado que o primeiro pro-

blema é NP-completo, enquanto que o segundo problema pode ser resolvido em tempo polinomial.

Estes ultimos resultados ilustram uma caracteristica curiosa da LBP. Um pode se converter
um caso especial para o outro, invertendo a direcao do tempo. No LBP, ao contrario de mui-
tas definigdes de escalonamento, esta inversao do tempo muda a complexidade do problema (ver
tabela. 3).

Tabela 3: Tlustragdo que a reversao de tempo altera a complexidade, veja Seccao 4.3.. Arkin [1]
’ Instancia H Preemcao ‘ Objetivo H Complexidade ‘

Prazos arbitrarios I1 3 (Débilmente)NP-completo
Idénticos tempos de chegada
a; —ag = ... = ap
Arbitrarios tempos de chegada 11 1-3 Tempo polinomial .
Idénticos deadlines
di=de=..=d,=D

3 LBP: Sem preempcao

Nesta secao, assumimos que nenhuma tarefa pode ser interrompida: se uma tarefa é iniciada,
entao é realizada sem interrupcao até sua conclusao. E mostrado que o problema do funcionario
preguicoso(LBP) sem interrupgao é fortemente NP-completo e ndo é approximable dentro de
qualquer fator. Estes fortes resultados distingue o nosso problema de métricas tradicionais de
planejamento, que podem ser aproximadas em tempo polinomial. Vamos mostrar, que varios
casos especiais do problema tém pseudo-algoritmos de tempo polinomial, utilizando aplicacoes

de programacao dinamica.
3.1 Resultados dificeis

Comegamos por descrever o relacionamento entre as diferentes func¢oes objetivo no caso de
planejamento sem interrupcao. O problema de otimizar o trabalho total (fungao objetivo 1) é um
caso especial do problema de minimizar a soma ponderada das tarefas concluidas (fungao objetivo
2), porque cada tarefa que é executada deve ser concluida. (Os pesos tornam-se os comprimentos
das tarefas). Além disso, se todos as tarefas tém a mesma hora de chegada, dicimos que é o
tempo zero, entao os dois objetivos, minimizando o trabalho total e minimizando o makespan (ir
para casa mais cedo) sao equivalentes (fungdes objetivo 1 e 3), desde que menhum escalonamento
viavel tenha uma lacuna. O primeiro teorema se aplica, portanto, a todas as trés primeiras

fungoes objetivo:

Teorema 3.1 O problema do funciondrio pregui¢oso sem interrup¢do é (fracamente) NP-completo



para as fungoes objetivo (1)-(3), e nao é approximable dentro de qualquer fator fizo, mesmo

quando os tempos de chegada sejam todos iguais.

Proof Para a prova do Teorema 1 é usado uma reducao do problema de SUBSET SUM [4]:
Dado um conjunto de inteiros S = z1,x9,...,x,. € um inteiro objetivo T, deve de existir um

subconjunto S7 C S tal que ¥y, c5wi =T |

E construido uma instancia do LBP com n + 1 tarefas, cada um com tempo de release de
zero (a; = 0 para todo i). Para ¢ = 1,...,n, a tarefa i tem tempo de processamento t; = x;
e deadline d;= T. A tarefa n + 1 tem tempo de processamento t,+1 = 1 + Xy € deadline
dpt1 =T + the1 — 1, assim, a tarefa n + 1 pode ser iniciado no momento 7' — 1 ou mais cedo.
Como a tarefa n + 1 é muito longa, o funcionédrio quer evitar executa-la, mas pode fazé-lo se e
somente se, ele seleciona um subconjunto de tarefas desde 1,...,n para executar cuja soma de
comprimentos seja exatamente 7. Em resumo, a maior tarefa n 4+ 1 é executada se e somente
se o problema do subconjunto for resolvido exatamente e executando a tarefa maior leva a um
escalonamento cujo makespan (isto é, o trabalho total executado) nao estd dentro de qualquer
elemento fixo da solugdo étima.

Mostramos agora que o LBP sem preempcao é fortemente NP-completo. Como mostraremos
na Secao 3.2, o LBP do Teorema 1, quando todos os tempos de chegada sao iguais, tem um
algoritmo de tempo pseudo-polinomial. No entanto, se os tempos de chegada e os deadlines sao
inteiros arbitrdrios, o problema torna-se fortemente NP-completo. A reducao se aplica a todas

as primeiras trés fungoes objetivo.

Teorema 3.2 O problema do funciondrio preguicoso sem interrupcao € fortemente NP-completo

para as fungoes objetivo (1)-(3), e nao é approzimable dentro de qualquer fator fixo.

Proof Claramente o problema estd em NP, desde que nemhuma solugao pode ser representada
por uma lista ordenada de tarefas,dadas seus tempos de chegada. Para mostrar a dificultada,
vamos usar uma reducdo do problema de 3-particdo [4]:Dado um conjunto S = x1,...,x3,, de
3m positivos inteiros e um ndmero inteiro positivo limite B tal que B/4 < z; < B/2, para
t=1,....,3m e ¥;, = mB, existe uma particao de S em m conjuntos disjuntos 51, ...,S,,, tal
que para i = 1,...,m, ¥y s,7; = B? (Note que, pela suposi¢do de que B/4 < z; < B/2, cada

conjunto S; deve conter exatamente trés elementos.). |

A fungao objetivo (1) é um caso especial da funcdo objetivo (2), porque sem preempc¢ao, qual-
quer tarefa que é iniciada deve ser concluida. Além disso, as instancias dificeis serao projetados
de modo que nao existam lacunas, garantindo que a solucao ideal para a funcdo objetivo (1)
também é a solugao ideal para a func¢ao objetivo (3).

E construida uma instancia do LBP contendo trés classes de trabalhos:



e Tarefas elemento- é definio tarefa “elemento ”correspondente a cada elemento x;eS, com

tempo de chegada 0, deadline d; = (m — 1) + mB, e tempo de processamento x;.

e Tarefas de unidade - é definido m — 1 tarefas de uma unidade de tempo, cada um de
comprimento 1. A tarefa da unidade i (para i = 1,...,m — 1) tem tempo de chegada
i(B+1)—1 e prazo i(B+1). Note que para essas tarefas de compimento de unidade temos
d; — aj = 1; assim, estas tarefas devem ser tratados imediatamente apés a sua chegada, ou

nao.

e Tarefa grande - E definida uma tarefa “grande ”de comprimento L > (m — 1) +mB, tempo
de chegada 0, e deadline de L + (m — 2) + mB. Note que, a fim de concluir este trabalho,

ele deve ser iniciado no tempo de (m — 2) + mB ou antes.

Tal como na prova do Teorema 3.1, o funciondrio preguicoso quer evitar de executar uma ta-
refa longa, mas pode fazé-lo, se e somente se todos os outras tarefas estao realmente executadas.
Caso contrario, havera um momento em que o trabalho grande serd a unica tarefa no sistema
eo funciondrio preguicoso serd obrigado a executd-la. Assim, as tarefas de unidade devem ser
feitas imediatamente apos a sua chegada, e as tarefas elemento devem caber nos intervalos entre
as tarefas de unidade. Cada intervalo entre tarefas consecutivas de unidade se o comprimento
é exatamente B.(observe figura 1). Em resumo, a tarefa grande nao é processada se e somente
se todas as tarefas elemento e de unidade podem ser processadas antes de seus prazos, o que

acontece se e somente se a instancia correspondente de 3-particao é uma instancia “sim.”

Note que desde que L pode ser tao grande como nés queremos, isso também implica que ne-
nhum algoritmo de aproximacao de tempo polinomial com qualquer aproximacao fixada limite

pode existir, a menos que P = NP.

L
A
A

Element jobs: | [ 1 [ ] | i (very lang)
Unit jobs: [(— 5 —{] (]

Long job:

a B B+1 IB4+2 ... {m—1)+mB
2B +1 (m —1)(B + 1)}

Figura 1: A prova da dificultade do LBP sem preempgao e tempos de chegada arbitrérios



3.2 Algoritmos para casos especiais
3.2.1 Tarefas de comprimento de unidade

Considere o caso especial do LBP em que todas as tarefas tém tempos de processamento de
unidade. (todas as entradas s@o assumidas como inteiros.) A politica do escalonamento ultima
data de vencimento primeiro (LDD) seleciona a tarefa no sistema com o ultimo prazo. Note que
esta politica fica em no preempcao para tarefas de comprimento de uma unidade, uma vez que

todas as tarefas tém tempos de chegada inteiros.

Teorema 3.3 Considere a politica de escalonamento ltimo deadline primeiro (LDF - latest de-
adline first) quando as tarefas tém comprimento de uma unidade e todas as entradas sao inteiras.

O LDD minimiza a quantidade de trabalho erecutado.

Proof Suponha por contradigao que nenhum escalonamento ideal é LDD. E usado um argumento
de cambio. Considere um escalonamento 6timo (nao-ideal LDD) que tem o menor nimero de
pares de tarefas executadas em ordem nao-LDD.

O escalonamento deve ter duas tarefas vizinhas 4, j tais que ¢ < j no escalonamento, mas D; < Dj,
e j estd no sistema quando 7 inicia sua execugao. Considere o primeiro par de tais trabalhos. Ha
dois casos:

(1) O novo escalonamento com i e j comutada, é vidvel. Ele ndo executa nenhum trabalho mas
que o escalonamento 6timo, e por isso é também ideal.

(2) O escalonamento com i e j comutada nao é vidvel. Isso acontece se a data limite de ¢ ja pas-
sou. Se nenhuma tarefa estd no sistema para substituir ¢, entao, obter um melhor escalonamento
que o escalonamento 6timo e chegamos a uma contradicao. Caso contrario, nés substituimos i

com a outra tarefa e repetimos o processo de mudanca. |

Obtemos um escalonamento executando nao mais trabalho do que uma programagao ideal, mas

com o menor numero de pares de tarefas em ordem nao-LDD, uma contradigao.

3.2.2 Janelas estreitas

Considere agora a versao em que as tarefas sao grandes em comparagao com os intervalos, ou
seja, os intervalos sao “estreitos 7. Seja R um comprimento limite da razao do comprimento da
janela para o comprimento da tarefa, ou seja, para cada tarefa i, d;-a; < R.t;. E mostrado que
um algoritmo pseudo-polinomial existe para o caso das janelas suficientemente estreitas, ou seja,
quando R < 2.

Lema 3.4 Suponha que, para cada tarefa i, d;-a; < 2.t;. Entao, se a tarefa i pode ser escalonada

antes da tarefa j, entdo a tarefa j ndo pode ser escalonada antes da tarefa i.

Proof Reescrevemos a hipdtese: para cada i, d; — t; < t; + a; . O fato que a tarefa ¢ pode ser

agendada antes da tarefa j é equivalente a afirmar que a; +1t; < d; — t;, desde o mais cedo que a



tarefa ¢ pode ser concluido é o tempo a; + t; e o mais tarde que a tarefa j pode ser iniciado é em

tempo de d; —t;. Combinando essas desigualdades, obtemos :

aj; +t; >dj—tj > a; +t; > d; —t;,
o que implica que a tarefa j nao pode ser escalonada antes da tarefa i. |

Corolario 3.5 Partindo do pressuposto de que d; —a; < 2.t; para cada i, a ordenacdo de qualquer

subconjunto de tarefasem un escalonamento ¢ unicamente determinada.

Teorema 3.6 Suponha que para cada tarefa i, d;-a; < 2.t;. Seja K = max;d;. Entdo, o LBP
pode ser resolvido no tempo O(nKmax(n, K)) .

Observe que, para R > 2 ndo conhecemos nenhum algoritmo eficiente sem condi¢des adicionais.
Deize W ser un limite da relagdo da janela mais longa para a janela menor, e deixe A ser um
limite da relagao da tarefa maior para a tarefa menor. Note que o limite de R e A implica um
limite em W, e limite em R e W significa um limite em A. No entanto, um limite em somente

A ndo € suficiente para um algoritmo de tempo pseudo-polinomial.

Proof Vamos a usar programagao dindmica para encontrar o caminho mais curto em um grafo
aciclico orientado (DAG). Existem O(nk?) estados nos quais o sistema pode entrar. Seja (4,7, 7)
o estado do sistema cuando o processador comecga a executar a j-ava unidade de trabalho para
a tarefa ¢ no tempo 7. Assim i =1,...n,7 = 1,....,t; e 7 = 0,..., K. Transicoes de estado para
estado sao definidas de acordo com as seguintes regras:

(1) Nao preempgao: Uma vez que uma terefa é iniciada, ela deve ser completada sem interrupgoes.
(2) Quando uma tarefa é concluida no tempo 7, um outra tarefa deve comegar imediatamente,
se existir no sistema. (Pelo Lema 3.4, sabemos que esta tarefa ainda nao foi executada.) Caso
contrério, o sistema esta ocioso e inicia executando uma tarefa tao logo um chega.

(3) O estado (i,t;,7) é um estado final, se e somente se, quando a tarefa i é concluida no tempo
7, nenhuma tarefa pode ser executada posteriormente.

(4) O estado inicial tem transigdo para as tarefas (7,1,0) que chegam primeiro.

O objetivo do programa dinamico é para encontrar o comprimento de um caminho mais curto a
partir de um estado inicial a um estado final. Dependendo de como vamos atribuir pesos para
as arestas, podemos forcar nosso algoritmo para minimizar todas as trés métricas de Seccao 2.
Para completar a anélise do tempo, nota que s6 nK do NK? estados tém mais que centralidade

constante, e esses estados tém cada uma centralidade delimitada por n. |

Para R > 2 sabemos de nenhum algoritmo eficiente, sem condicoes adicionais. Deixe W ser
um limite na taxa da janela maior para janela menor, e seja A um limite na taxa da tarefa mais

comprida para o menor tarefa. Note-se que os limites de R e A implicam um limite em W e os
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limites em R e W significa um salto em A. No entanto, um limite em A sozinho nao é suficiente

para um algoritmo de tempo pseudo-polinomial.

Teorema 3.7 Mesmo com um limite na razio A, o LBP sem interrupcdo € fortemente NP-
completo. Nao pode ser aprorimada dentro de um fator de A-e, para qualquer € > 0, a menos
que P = NP.

Proof Modificar a redugao de 3-particao do Teorema 3.2. alterando todas as fixas tarefas unidade

para ter comprimento B/3, e ajustar os tempo de chegada e os prazos em conformidade. |

Em vez de uma tarefa muito longa como na prova do Teorema 3.2, criamos uma seqiiéncia
de tarefas de duragéo limitada, que servem a mesma finalidade. Uma unidade antes do prazo
das tarefas elemento (ver Teorema 3.2) uma seqiiéncia de tarefas maiores [y, ..., [, chegam. Cada
tarefa [; inteiramente completa sua janela e portanto, s6 podem ser executados diretamente
quando ela chega. A tarefa [;11 chega no prazo da tarefa [;. Além disso, uma seqiiéncia de tarefas
curtas sy, ..., S, chega, onde cada tarefa curta s; é também inteiramente completa sua janela e
s6 pode ser executada quando ela chega. Tarefas curtas s; sobrepoe [l; e l;11; chega uma unidade
antes do prazo da tarefa [;. Tarefas s; tem comprimento B/4 e tarefas [; tém um comprimento
A.B/4. Assim, se todas as tarefas que compoem o problema 3-parti¢io podem ser executadas,
tarefas [y, ..., 1, serdo evitados pela execucao das tarefas si,...,s,. Caso contrario, as tarefas
l1, ..., devem ser executadas. O indice de m pode ser adaptado a qualquer e.

Limites de ambos A e R sao suficientes para produzir um algoritmo pseudo-polinomial.

Teorema 3.8 Scja K = max;d;. Dado o limite em R e A, o problema do funcionario prequicoso

sem preempedo pode ser resolvido em O(K.n*9%) para fungées objetivo (1)-(3).

Proof Modificagdo do algoritmo de programacao dindmica do Teorema 3.6 para situacoes mais
complejas. Um conjunto de tarefas potencialmente disponiveis para trabalhar em um escalona-
mento determinado no tempo 7 sao as tarefas j que ainda nao foram executadas. para o qual
d; —t; > 7. Nosso estado de espaco ird codificar o complemento deste conjunto para cada tempo
T, especificamente, o conjunto de tarefas que foram executados antes mas poderiam ter sido

executado no tempo 7. |

3.2.3 Tarefas com tempo de liberagcao comum.

Na préxima versdao do problema todas as tarefas sdo liberadas no tempo zero, ou seja, a;
= (0 para todo i. Este problema pode ser resolvido em tempo polinomial por programagcao
dindmica. A programagao dindmica funciona por causa do seguinte resultado estrutural: Existe
um planejamento 6timo que executa as tarefas Earliest Due Date (EDD).

Na verdade, este problema é um caso especial do problema geral seguinte: minimizar a soma

ponderada das tarefas nao cumplidas em seus prazos.

Teorema 3.9 O LBP pode ser resolvido em tempo pseudo-polinomial quando todas as tarefas

tém um tempo de liberacao comum.
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4 LBP: Com preempcgao

Nesta secao consideramos o problema do funcionario preguicoso em que as tarefas podem ser
interrompidas: uma tarefa em progresso pode ser anulada, enquanto outra tarefa é processada,
e entao possivelmente pode ser retomada mais tarde. E importante distinguir entre as diferentes
restrigdoes que especificam quais tarefas estao disponiveis para serem processadas. Consideramos

trés escolhas naturais de tais restrigoes:

Restricao I: A fim de trabalhar na tarefa ¢ no tempo 7, s6 é necessario que o tempo atual 7

encontra-se dentro do intervalo da tarefa I;: a; < 7 <d;.

Restrigcao II: A fim de trabalhar na tarefa i no tempo 7, ndo sé é necessario que o tempo atual
T encontra-se dentro do intervalo da tarefa I;, mas também que a tarefa tenha uma chance
de ser concluida, por exemplo, se ela é processada sem interrupcao até sua conclusao.
Esta condicao é equivalente a exigir que 7 <c¢/;, onde c¢/;=d; - t; + y; é o tempo critico
ajustado da tarefa i:¢/; é o 1ltimo momento para iniciar a tarefa ¢ a fim de cumprir seu

prazo d;, dado que uma quantidade y; da tarefa ja foi concluida.

Restricao III: A fim de trabalhar na tarefa i, é necessario que 7el;. Além disso, é necessério

que toda tarefa que é iniciada seja evetualmente concluida.

Dividimos esta secao em subsecgoes, onde cada subsecao considera uma das trés funcoes ob-
jetivo da Se¢ao 2.1, na qual os objetivos sao minimizar o tempo total de trabalho, a soma dos
pesos de tarefas concluidas, ou o makespan do escalonamento. Por cada métrica, vemos que as
limitagoes em preempcao pode afetar drasticamente a complexidade do problema.

A restricao III faz com que o LBP com preempcao seja bastante semelhante ao LBP sem pre-
empgao. Na verdade, se todas as tarefas chegam ao mesmo tempo (a; = 0 para todo i), entao as

trés funcoes objetivo sao equivalentes, e que o problema é dificil:

Teorema 4.1 O LBP com preempc¢ao, sob restri¢ao I (um deve completar qualquer tarefa que é

iniciada), é (fracamente) NP-completo e dificil de ser aproximado para as trés fungoes objectivo.

Proof Vamos a usar a mesma redugdao como a reducao dada na prova do Teorema 3.1. Note
que qualquer escalonamento para uma instancia dada pela reducao, no qual todas as tarefas
processadas devem ser eventualmente completadas, pode ser transformado em um escalonamento
equivalente sem preempcoes. Isso torna o problema de encontrar um escalonamento 6timo sem
preempcoes equivalente ao problema de encontrar um escalonamento ideal no caso interrompivel
sob a Restrigao III. |}

Note que nao podemos usar uma prova semelhante ao do Teorema 3.2 para mostrar que esse pro-
blema é fortemente NP-completo, desde que a interrumpcao pode levar a melhores escalonamentos

nessa instancia.

12



4.1 Minimizando o tempo total de trabalho

Teorema 4.2 O LBP com preempg¢do, sob restri¢ao I (um pode trabalhar em qualquer tarefa no

intervalo da tarefa) e objetivo (1) (minimizar o tempo total de trabalho), tem solugdo polinomial.

Proof O algoritmo de escalonamento de tarefas, segundo a tltima data de vencimento (LDD),
no qual em todos os momentos do sistema, a tarefa com o ultimo prazo é processado, com
os lagos quebrados arbitrariamente. Um argumento de intercAmbio mostra que esse é étimo.
Suponha que existe um escalonamento 6timo que nao é LDD. Considere a primeira vez na qual
uma programagcao 6tima difere do LDD, e deixe OPT ser um 6timo escalonamento em que neste
momento é o mais tarde possivel. Vamos deixar OPT executar um pedaco da tarefa i, p; e LDD
executa um pedaco de trabalho j, p;. Sabemos que a d; < dj. Queremos mostrar que podemos
substituir a primeira unidade de p; por uma unidade de p;, contrariando a escolha da OPT, e,
assim, provar a afirmacao. Se em OPT, a tarefa j nao é completamente processada, entao esta
troca é possivel, e estamos a fazer. Por outro lado, se todas as tarefas j sdo processadas em OPT,
tal troca faz com que uma unidade da tarefa j depois seja removida, deixando uma diferenca de
uma unidade.

Se esta diferenca nao pode ser preenchida por qualquer outro pedacgo de tarefa, teremos um
escalonamento com menos trabalho que OPT, que é uma contradi¢do. Por conseguinte, assumir
que esse intervalo pode ser preenchido, possivelmente cause um intervalo de uma unidade mais
tarde. Continue este processo, e em sua conclusdo, ou um intervalo de uma unidade continuara

contradizendo a otimalidade da OPT, ou nao existird nenhum intervalo, contrariando a escolha
do OPT. 11

Teorema 4.3 O LBP com preempg¢ao, sob restri¢cao II (um pode somente trabalhar em tarefas
que podem ser completadas) e objetivo (1) (minimizar o tempo total de trabalho), € (fracamente)

NP-completo

Proof Se todos os tempos de chegada sao os mesmos, entdo este problema ¢é equivalente a
um em que a funcao objetivo é minimizar o makespan, o qual é mostrado ser NP-completo no
Teorema 4.7. |}

4.2 Minimizando a soma dos pesos das tarefas concluidas

Teorema 4.4 O LBP com preempg¢ao, sob restricao I (um pode trabalhar em qualquer tarefa
no intervalo da tarefa) e objetivo (2) (minimizar a soma ponderada das tarefas concluidas), tem

solucdo polinomial.

Proof Sem perda de generalidade, suponha que as tarefas 1, ..., n estao indexadas, crescentemente
em ordem a seus prazos limites.
Mostramos como decompor as tarefas em componentes separadas para ser tratadas de forma

independente. Escalonamento das tarefas de acordo com o EDD(se um trabalho estd sendo
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executado e passa seu prazo limite, interrompe e executar a seguinte tarefa).Sempre que ha
um intervalo(potencialmente de tamanho zero), onde nao tem tarefas no sistema, as tarefas sao
divididas em componentes separados que podem ser escalonadas de forma independente e seus
pesos somados.

Agora vamos concentrar em um exemplo como um conjunto de tarefas(ndo tendo intervalos).
Vamos modificar o escalonamento EDD interrompendo uma tarefa € unidades de tempo antes que
ela seja concluida. Entao, passamos o resto das tarefas do escalonamento seguinte por £ unidades
de tempo e continuamos o processo. No final do escalonamento, tem duas possibilidades. (1)
O dltimo trabalho é interrompido porque a seu prazo limite expirou, neste caso, obtemos um
escalonamento em que nenhuma tarefa é completada; (2) a dltima tarefa é concluida e além disso
todos as outras tarefas cujos prazos nao passaram também sao obrigadas a concluir

A prova é completada com as seguintes observagoes:

(1) Existe um escalonamento étimo que completa de todas as suas tarefas no final, e

(2) O escalonamento acima executa o maximo valor de trabalho possivel. (Em outras palavras,
EDD ( “minus € ”) permite que se execute a quantidade méxima de trabajo em tarefas de 1 a 4

sem concluir nenhuma delas.) |

Teorema 4.5 O LBP com preempg¢ao, nos termos da restri¢ao 11 (sé se pode trabalhar em tarefas
que podem ser concluidas) e objetivo (2) (minimizar a soma ponderada das tarefas concluidas),

é (fracamente) NP-completo.

Proof Considere o LBP nos termos da restri¢ao II, onde o objetivo é minimizar o makespan. A
prova do Teorema 4.7 terd instancias dificeis onde todas as tarefas tém a mesma hora de chegada,
e onde a melhor solug@ao completa qualquer tarefa que se inicia. Assim, para esses casos, a métrica
de minimizar o makespan é equivalente a métrica de minimizar a soma ponderada das tarefas

concluidas, para os pesos proporcionais ao tempo de processamento. |

4.3 Minimizando o makespan: ir para casa mais cedo

Assumimos agora que a meta do funciondrio é ir para casa o mais rapidamente possivel.
Comegamos por notar que, se os tempos de chegada s¢o os mesmos (a; = 0, para todo i), entao
o objetivo (3) (ir para casa o mais rapidamente possivel) é equivalente ao objetivo (1) (minimi-
zar o tempo total de trabalho), uma vez que, nos termos de qualquer das trés restrigoes I-111, o

funciondario estara ocupado sem parar até que ele possa ir para casa.

Observe que se os prazos limites sao os mesmos (d; = D, para todo i), entdo os objetivos (1) e
(3) sao completamente diferentes. Considere o seguinte exemplo. Job 1 chega a tempo a; = 0 e
¢é de comprimento t; = 2, Job 2 chega ao tempo a2 = 0 e é de comprimento to = 9, Job 3 chega
ao tempo az = 8 e é de comprimento t3 = 2, e todas as tarefas tém prazo di = dy = d3 = 10.
Entao, a fim de minimizar o tempo total de trabalho, o funcionario vai fazer as tarefas 1 e 3, um

total de 4 unidades de trabalho, e vai para casa no momento 10. No entanto, a fim de ir para
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casa o0 mais rapidamente possivel, o funciondrio vai fazer o trabalho 2, realizando 9 unidades de
trabalho, e ir para casa em tempo de 9 hora (uma vez que nao existe suficiente tempo para fazer

ou a tarefa 1 ou a tarefa 3)

Teorema 4.6 O LBP com preemp¢ao, sob restri¢ao I (um pode trabalhar em qualquer tarefa
no intervalo da tarefa) e objetivo (3) ( ir para casa o mais rapidamente possivel), tem solugao

polinomial.

Proof O algoritmo é para escalonar, segundo a tltima data de vencimento (LDF). A prova é

similar a prova do Teorema 4.2 |}
Se em vez de restricao I impomos a restricao II, o problema torna-se dificil:

Teorema 4.7 O LBP com preempg¢ao, sob restricao II (sé se pode trabalhar em tarefas que
podem ser concluidas) e objetivo (3) ( ir para casa o mais rapidamente possivel), € (fracamente)

NP-completo, mesmo se todos os tempos de chegada sao os mesmos.

Proof E feita uma reducio do SUBSET SUM. Consideremos uma instancia de SUBSET SUM
dada por um conjunto S de n inteiros positivos, z1, x3,. . . , X, e a soma objetivo T. E
construida uma instancia da versao necessaria do LBP como se segue. Para cada inteiro x; ,
temos a tarefa ¢, que chega a hora a; = 0, tem comprimento de t; = x;, e é devido ao tempo d; =
T + x; - €, onde € é uma constante (basta usar e = 1/3n). Além disso, temos uma longa tarefa
n 4+ 1, com comprimento de ¢,4+1 > T, que chega em um momento a,+1 = 0 e é devido ao tempo
dnt1 = T-2¢ + tyyq. Afirmamos que é possivel que o funcionario vai para casa pelo tempo T’
se e somente se existe um subconjunto de x1,...,x, que somados de exatamente T'. Se existe um
subconjunto de x1,. . . , x, cuja soma é exatamente T, entdo o funcionario pode executar o
correspondente subconjunto de tarefas (de comprimento total igual a T') e ir para casa no tempo
T; ele é capaz de evitar fazer qualquer um dos outros trabalhos, desde os seus tempos criticos
queda em uma hora mais cedo (T-¢ ou T-2¢), tornando invidvel para eles comegar no tempo 7,

pela nossa suposicao. |

Se, por outro lado, o funciondrio é capaz de ir para casa no momento T, entdo nds sabemos

0 seguinte:

1. O funcionario deve ter acabado de concluir uma tarefa no tempo T. Ele ndo pode tirar uma
tarefa e ir para casa no meio de uma tarefa, desde que a tarefa deve ser completavel no
instante em que ela é iniciada (ou reiniciada) para trabalhar, e ela continua completdvel no

momento em que ele gostaria de tirar e ir para casa.

2. O funcionério deve ficar ocupado o tempo inteiro de 0 até o tempo T. Ele nao tem permissao
para ficar ocioso durante qualquer periodo de tempo, pois ele poderia trabalhar em alguma

tarefa disponivel, por exemplo, a tarefa J,41.
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3. Se o funcionério inicia uma tarefa, entao ele deve terminé-lo. Primeiro, notamos que, se ele
inicia a tarefa .J; e faz pelo menos ¢ dela, entao ele deve termina-la, desde que no tempo T
menos que x; — € continua a ser feito da tarefa, e ndao é devido, até o momento T — € + x;,
tornando-se vidvel para retornar a tarefa no tempo T (entao ele ndo pode ir para casa no
tempo T). Em segundo lugar, devemos considerar a possibilidade de que ele pode realizar
pequenas quantidades (menos de €) de algumas tarefas sem termind-las. No entanto, neste
caso, a quantidade total que ele completa de apenas estas tarefas que comegou é no maximo
ne < (1/3). Esta é uma contradi¢do, desde que seu tempo total de trabalho é constituido
por este comprimento fracionario de tempo, mais a soma dos comprimentos integrais dos
trabalhos que terminou, o que nao pode adicionar ao inteiro T. Assim, para ele ir para
casa exatamente no tempo T, ele deve ter concluido todas as tarefas que ele comecou.
Finalmente, note que ele nao pode usar a tarefa J, 1 como enchimento e fazer parte dela
antes de ir para casa no momento T, desde que, se ele comega-la e trabalha menos tempo
2e sobre ela, entao, pelo mesmo raciocinio como acima, ele serd forcado a permanecer e
conclui-la. Assim, ele nao ird inicid-la em tudo, desde que ele ndao pode termina-la antes do

tempo T (lembre-se que t,+1 > T).

A conclucao que o funciondrio deve completar um conjunto de tarefas cuja soma de com-
primentos seja exatamente T. Assim, temos reduzido SUBSET SUM para o nosso problema,
mostrando que é (fracamente) NP-completo.

Note que o LBP que foi construido nao tem dados inteiros. No entanto, nés podemos “alongar
”0 tempo para obter um problema equivalente em que todo dado é integral. Deixando € = 1/3n,

multiplicamos todos os comprimentos das tarefas e datas de vencimento por 3n (ver fig.2 ).

job a1

| job 1

| -
T e

=
e ¥
B M —l -
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Figura 2: Prova de dificultade do LBP com preempgao, supondo que todos os tempos de chegada sao no
tempo 0

Observagao. Hepner e Stein [8] recentemente publicaram um algoritmo com tempo pseu-
dopolinomial para este problema, resolvendo assim um problema aberto em uma versao anterior
deste artigo [1]. Chegamos agora a um dos principais resultados do artigo. Vamos enfatizar este
resultado, pois ele usa e faz uma andlise de um algoritmo bastante sofisticado para mostrar que,
em contraste com o caso de idéntico tempo de chegada, o LBP, com idéntico prazos limite tem
solugao polinomial. Especificamente, os problemas abordados nos Teoremas 16 e 17 sao idénticos,
exceto que o fluxo de tempo é revertido. Assim, podemos demonstrar que em contraste com a

maioria dos problemas de programacao classica, no LBP, quando o tempo flui em uma diregao,
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o problema é NP-dificil, visto que quando o fluxo de tempo é revertido, o problema é solivel em

tempo polinomial. O restante desta secao é dedicada a provar o seguinte teorema:

Teorema 4.8 O LBP com preempg¢ao, sob restri¢ao II (sé se pode trabalhar em tarefas que podem
ser concluidas) e objetivo (3) (ir para casa o mais cedo possivel), € solivel em tempo polinomial

se todas as tarefas tém os mesmo deadline (d; = D , para todo i).

Comegamos com uma definicao de um “interrupcao forcada ”. Existe uma interrupcao forgada
a partir do tempo 7 se 7 é o primeiro momento em que o trabalho total que chega por hora 7
¢ menor que 7. Este (primeira) interrupgao forgada termina no momento da chegada, 7/, da
préxima tarefa. Posteriormente, pode haver mais interrupgoes forcadas, cada um determinado
por considerar o problema de escalonamento que se inicia no final, 7/, da anterior interruplcao
forcada. Notamos que uma interruplcao forcada pode ter comprimento zero.

”

Sob o objectivo de “ir para casa cedo ”, podemos supor, sem perda de generalidade, que nao
existem interrupcoes forcadas, jd que o nosso problema realmente comeca apenas no tempo 7/
que é onde a tultima interrupgao for¢ada termina.(O funciondrio certamente nao esta autorizado
para ir a casa antes do termino de 7/ da udltima interrupcao forcada, ja que mais tarefas llegam
depois de 7/, que pode ser processadas antes de seus deadlines.) Apesar de um escalonamento
ideal pode conter interrupg¢oes que nao sao forcadas, o seguinte Lema implica que existe um étimo

escalonamento sem ter nemhuma interrupgao nao forcada.

Lema 4.9 Considere o LBP do Teorema 4.8, e assuma que nao existem interrupgoes forcadas.
Se existe um escalonamento com makespan T, entdo existe um escalonamento com nenhuma

interrupcao, tendo também makespan T.

Proof Considere a primeira interrupgao no escalonamento, a qual comega no tempo g . Porque
a interrupcao nao é forcada, existe alguma tarefa j que nao estd completada, e seu tempo critico
¢ no momento g/ < g. Isto é porque deve existir uma tarefa que chegou antes de g que nao esta
completada no escalonamento , e no tempo g nao é mais vidvel para completa-la e, portanto, o seu
momento critico é antes de g. O intervalo e tempo entre g/ e T pode consistir de (1) interrupcoes,
(2) trabalhar em tarefas concluidas, e (3) trabalhar em trabalhos que nunca serdo concluidas.
Considere um escalonamento avaliado em que, apds o tempo g/, tarefas do tipo 3 sao removidos,
e as tarefas do tipo 2 sdo adiadas para o final do escalonamento. (Desde que uma tarefa de tipo
2 esta concluida e todos os tarefas tém o mesmo prazo, sabemos que é possivel mové-lo para
mais tarde no escalonamento, sem passar seu tempo critico. Pode nao ser possivel deslocar uma
(parte da) tarefa de tipo 3 no final do escalonamento, desde que o seu tempo critico pode ter
passado.) No escalonamento, estender a tarefa j para preencher o espago vazio. Note que nao
existe suficiente trabalho na tarefa j para preencher o espago, desde que o momento critico de

g/ significa que a tarefa deve ser executada continuamente até que limite D, a fim de conclui-la.
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Lema 4.10 Considere um LBP do Teorema 4.8 mo qual nao existem interrupcoes forcadas.
Qualquer escalonamento vidvel pode ser reorganizados para que todas as tarefas concluidas se-
jam ordenadas por seus tempos de chegada e todas as tarefas incompletas sejam ordenadas por

seus tempos de chegada.

Proposigao 4.11 Se por cada interrupcdo no escalonamento S, existem suficientes tarefas lon-
gas para ser concluidas, a fim de preencher a interrupcao, em seguida, um escalonamento vidvel

terminando em T existe.

Lema 4.12 FEzxiste um escalonamento vidvel terminando no tempo T se e sé se existe um m para

o qual T(m,n) < oo

5 Algoritmo de SJF

O algoritmo SJF funciona da seguinte forma. Sempre que a maquina estd ociosa e existem
algumas tarefas executdveis, escalonar a tarefa (entre as tarefas executdveis) com o menor tempo
de processamento. Esfabhod et al . [2] mostrou que SJF é um algoritmo 2-aproximacao com a
funcao objetivo [min-makespan] e este limite é fechado. No mesmo artigo eles deixaram uma
questao aberta que pede para a razao de pior caso do algoritmo SJF sob a fungao objectivo [min-
time-spent]. Foi respondida essa questao em [3], eles mostraram que SJF tem a mesma propor¢ao
pior caso de 2. O exemplo em . [2], fica dedicada & func¢ao objetivo [min-makespan], e ainda se
aplica a fungao objetivo [min-time-spent]. Para ser exaustivo, apresentamos um exemplo simples
para mostrar o limite inferior de 2. Basta ter trés tarefas, dois de tempo de processamento 1
e outro de 1 + £, onde € > 0 é um numero arbitrariamente pequeno. O prazo comum é de 2.
O algoritmo SJF ira produzir uma programagao de tempo de 2, enquanto o ideal é apenas 1 +
€. Ela implica um limite inferior de 2 para o algoritmo SJF. No seguinte nds sé precisamos de
mostrar:

oy <2

(1)

vale para qualquer instancia I, onde T % (I) e Tsyr(I) sdo o tempo total gasto em um
escalonamento ideal e na programagao gerada pelo algoritmo SJF, respectivamente. Se isso nao é
verdade, ou seja, se existe alguma instancia que viole a desigualdade acima, considere um minimo

de contra-exemplo I; em termos do ntmero de tarefas. A instancia I; tem duas propriedades:

1. TSJF(IS>/T* (Is) > 2.

2. Para qualquer instancia I onde |I| < |I5|, por exemplo, o nimero de tarefas em I é menor

que em I, entao temos que Tgyp(I)/T * (I) < 2.

Desde Tsjr(Is) < D, temos T x (I5) < D/2. Deixe o ser uma 6tima programagao e ¢ uma

programacao gerada pela SJF na instancia I respectivamente. Considere o primeiro ponto de
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tempo, t; em que a maquina torna-se ociosa na programacao ox. Claramente t; < D/2. Deixe to
ser o primeiro ponto de tempo em que a maquina torna-se ociosa na programagcao o. Queremos
mostrar que t; = to. Se isto nao é mantido, poderia existir dois casos:

Caso 1: t; > toConsidere as tarefas escalonadas em o#, que chegam antes do tempo ts. E
evidente que o tempo total de processamento delas é maior do que to (caso contrario, t1 < t2).
Assim, deve existir a6lguma tarefa J que ¢ iniciada antes do tempo to em o*, mas nao esta pro-
gramada em o. Seja p o tempo de processamento da tarefa J. Entaop > D —to > D —t1 > tq,
pois J nao pode caber na programagcao de o dentro do intervalo [t2, D]. Isso conflita com o fato

de que p < t1. Assim, este caso nao pode acontecer.

Caso 2.t; < to. Neste caso, deve existir alguma tarefa J com tempo de processamento p que
¢ iniciado antes do tempo t; em ¢ mas nao estd programada em ox. Claramente p +t; > D.
Isso mostra que p > D/2 e J é a maior tarefa programada em o. Além disso, existe alguma
tarefa J' € o x —o (isto é, J' € ox mas J' ¢ o). No tempo t que J é iniciado em o, nao
existem pequenas tarefas executdveis (com tempo de processamento de no maximo D/2). As-
sim, o tempo do lancamento do .J' é maior do que t, pois, caso contrario .J’ seria programado
em vez de trabalho J pela regra do algoritmo SJF. Daqui resulta que a maquina deve tornar-se
inativo no momento ¢ < t; na programcao ox . Esta é uma contradicao com a definicao de t;.
Portanto, temos provado que t; = t3 < D/2. Claramente em o qualquer tarefa programada
por t; tem um tempo de processamento inferior a D/2, que também deve ser programada em
ox,e vice-versa. Isto implica que o e o* agendam as mesmas tarefas pelo tempo t;. Considere
uma nova instancia I removendo todas as trarefas que chegam antes do tempo t;. Observe que
Tsyr(1)/T * (I) = (Tssr(Is) —t1)/(T * (Is) — t1) > 2. Isso implica que I é uma contra-exemplo
com menos tarefas do que I;. Isso conflita com o suposicao de que I é contra-exemplo minimo.

Daf a desigualdade (1) vale para todas as instancias.

Entao é concluido que:

Teorema 5.1 A razdo de pior caso do algoritmo SJF € de 2 para CD-LBSP sob func¢ao objetivo

[min-time-spent].

6 Um PTAS para minimizar makespan

Esfahbod et al. [2] apresentou um algoritmo de 2-aproximacgao com a funcao objetivo [min-
makespan|. A seguir, vamos mostrar que para qualquer inteiro fixo k, existe um algoritmo de
aproximacio com um limite de (k + 1)/k. E primeiro investigado a seguinte propriedade de um

escalonamento ideal.

Lema 6.1 Deve existir um escalonamento ideal que obedece a regra primeiro em chegar primeiro

em servir(FCFS) para minimizar o makespan.
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Proof E f4cil de demonstrar, com uma estratégia de intercimbio. Comecamos com umescalona-
mento 6timo que nao obedece a regra FCF'S. Deve existir duas tarefas adjacentes J; e J; com
tempos de liberacao a; < aj, enquanto a tarefa J; estd programada antes que a tarefa .J; num
escalonamento 6timo. Trocando duas tarefas nao perturba o escalonamento restantes e a otima-
lidade permanece. Continue este processo até que qualquer duas tarefas adjacentes satisfassam
a propriedade que a tarefa que chegar mais tarde é iniciada mais tarde. Finalmente, temos um

escalonamento 6timo que obedece a regra F'CF'S. |

Para qualquer inteiro dado k& > 0, distinguimos as tarefas como segue: Uma tarefa é cha-
mada grande se seu tempo de processamento é tao comprido quanto D/(k + 1); de outro jeito
a tarefa é chamada de pequena. Seja S um conjunto de tarefas pequenas e L um conjunto de
tarefas compridas. Suponha que |L| = m < n. Claramente em qualquer escalonamento ao
menos k tarefas compridas podem ser executadas. Considere todos os subconjuntos de L que
consiste em até k grandes trabalhos. O nimero de subconjuntos,esta limitado superiormente por
Ne=()+ ™)+ -+ (7)+ () = O(m*1). Denotado por L;, para i =1,2,..., N .

Algoritmo A

1. Organizar as tarefas em ordem nao decrescente em ordem dos tempos de liberagao. Escalone
as tarefas ordenadas uma por uma, enquanto elas sao executdveis (isto é, aplicar a regra

FCFS para as tarefas) e obter um escalonamento o

2. Parai=1,2,..., N, escalone as tarefas em L;|J.S com FCFS. Denote o escalonamento por

o;. Descartar o escalonamento o; se:
e alguma tarefa L;|JS nao pode ser escalonado pelo prazo comum D com FCFS,ou
e em algum ponto t onde a méaquina estd ociosa uma tarefa J; ¢ L;|JS poderia ser

iniciada, nomeadamente p; < D — .

3. Selecione o melhor (com o minimo makespan) entre todos os escalonamentos restantes,

incluindo oy.

A estratégia de descarte na Etapa 2, garante que o escalonamento é expulsado se e somente

se nao for vidvel (nao respeitando o requisito de ocupado).

Teorema 6.2 Para qualquer k dado, Ay € um algoritmo de aproximacdo com o taxa de pior

caso, no mdzimo, 1 + 1/k sob a fungdao objetivo [min-makespan).

Proof Considere um escalonamento étimo o* que satisfaz a regra FCFS, por exemplo, as tarefas
executadas estao em ordem de suas chegadas. Se o* nao executa todas as tarefas pequenas, entao
o 6timo makespan C* é ao menos D — D/(k+1) = kD/(k + 1). Note que o makespan C4, dado

por Ay, é ao muito D. Assim Cy, /C* < 1+1/k . Agora suponha que o* executa todas as tarefas
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pequenas juntas com ki < k tarefas grandes. Mais precisamente o escalona essas tarefas com
a regra FCFS. Obviamente deve existir um escalonamento vidvel idéntico para o* no passo 2.
Em este caso coseguimos um escalonamento com o ALgoritmo Ax. A combinacdo dos dois casos,
implica que a taxa do pior caso do algoritmo de A; é 1+ 1/k.

Finalmente ¢ estimado o tempo de execucao do Algoritmo Ay, O(nlogn) para escalonar tarefas
com FCFS. O tempo de compilacao do algoritmo é determinado no passo 2. Esse tem un tempo

de O(n*+2logn). Como k é um inteiro fixo, o algoritmo Ay, é polinomimal. |

Para qualquer niimero pequeno fixo € > 0, seja k = [1/¢], temos um esquema de aproximacao

com a taxa de pior caso, no maximo, 1+ . Assim, chegamos a seguinte conclusao.

Corolério 6.3 Ezxiste um PTAS sob a fungao objetivo [min-makespan).

7 Um PTAS para minimizar o tempo gasto

Em esta secao, vamos mostrar que para qualquer inteiro fixo k, existe um algoritmo de apro-
ximagao By com um limite de 1 + 1/k sob a func@o objetivo [min-time-spent].
Suponha que existe m diferentes tempos de liberacao 0 = 11 < 15 < ... < T;,. Obviamente se
m = 1 as fungdes objetivo [min-time-spent] e min-makespan sao equivalentes. Se m > 1, as duas
fungoes objetivo pdem fazer diferenca desde que algum espaco ocioso pode ser introduzido no es-
calonamento. Para lidar com [min-time-spent] nossa idéia principal é analisar uma fase por fase
o escalonamento. Vamos aplicar recursivamente o algoritmo Aj em cada fase e tentar descobrir

a configuracao de um escalonamento ideal.

Baseado no Algoritmo Aj, definimos uma série de algoritmos A%, para i = 1,2,...,m. O al-
goritmo A}€ trabalha exatamente como o algoritmo Ay sob as seguintes codices:

(1) Somente os trabalhos que chegam ao tempo ou depois do tempo 7T; sao escalonados por Ay e
(2) uma tarefa é grande se seu tempo de processamento é mais comprido que (D —T;)/(k+1) e
pequeno em caso contrario.

Seja M (i, ) o makespan produzido pelo algoritmo Az no escalonamento todas as tarefas chegam
no intérvalo fechado [T;,7}], enquanto o escalonamento correspondente é denotado por S(i,j),
para 0 < i < j < m.. Por simplicidade denotamos M (i,7) como M 7). Seja P(j) o tempo gasto
aplicando o algoritmo By, (definido recursivamente) para as tarefas com chegada no tempo 7} ou

antes desse tempo, enquanto o correspondente escalonamento ¢ denotado por o; para j = 1,...,m.

Algoritmo B;
1. P(0) =0,P(1) = M(1); Seja o1 o correspondente escalonamento.

2. Para j =2, ...,m faca:
P(j) = min{P(j = 1)+ M(j), P(j —2)+ M(j —1,7), P(1)+ M(2,), M (1, j)}; Suponha que
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P(j) é determinado por P(h)+ M (h+1, j) para algum 1 < h < j—1. Seja M}, o makespan
para o escalonamento oy, por exemplo o tempo de conclus@o das tarefas que chegam antes

Th+1. Construimos o; como se segue:

e Se My, < Tpy1, entdo oy nao tem intersegao com S(h + 1,j), o escalonamento de
tarefas que chegam em [T},41,7;]. Combinando as duas programagdes temos um esca-

lonamento viavel o;.

e My > Tj1, mantemos o escalonamento oy, e eliminamos o escalonamento S(H + 1, j)
(sem mudar a ordem da tarefa e escalonar as tarefas o mais cedo possivel) para o

tempo Mp. Assim conseguimos um escalonamento viavel.
3. O escalonamento final o = o,

Antes de analizar o algoritmo , é necessario mostrar que, se M > T},41 para algum h, escalonar
o; é vidvel. Em outras palavras , as tarefas escalonadas em S(h+1,j) podem ser completadas no
tempo D depois do atraso. Se nao é verdade , entao My+M (h+1,j) > Mh—i—ZJieS(h—i-l,j) pi > D.
Seja T a hora final do ultimo intervalo ocioso da programacao o (e ndo houver tempo ocioso,
T; = T1). Obviamente 7} + M (l,5) < D, assim P(h) + M(h+1,5) > P(I— 1)+ (M, —T;) +
M(h+1,5)>P(—-1)+D—-T; > P(I—1)+ M(l, 7). Este conflicto com a suposicao de que P(j)
¢ determinado por P(h) + M(h+1,7). Assim o é vidvel.
O algoritmo By usa o algoritmo Ay como subrutina. Para calcular P(m) é preciso executar Ay
por O(m?) vezes. O tempo de execucio de By, é O(n*+4logn). E polinomial para qualquer inteiro
fixo k > 0.

Teorema 7.1 Para qualquer k , a taza de pior caso do algoritmo By, € no mdzimo 1+ 1/k sob

a fungao objetivo [min-time-spent].

Proof Vamos provar este teorema por inducdo. Se existe somente um tempo de liberagao
(realisetime) Ty, por exemplo, m = 1, By trabalha exatamente como Ay e o makespan M(1) é

igual ao tempo gasto P(1). Pelo teorema 5.1 conseguimos o limite de 1+ 1/k.

Suponha que o teorema vale para [ tempos distintos de liberagao, ou seja, vale para m = [.
E querido mostrar que ainda é verdadeira para m = [ 4+ 1. Considere um escalonamento étimo
o*. Se nao houver tempo ocioso antes de todas as tarefas estejam concluidas, conseguimos a

conclugao com os dois pontos seguintes:
e Em ox*, o tempo gasto é igual a do makespan.

e O tempo gasto pelo algoritmo By, é ao maximo M (1,]+ 1), no aqual é ao méximo 1+ 1/k

vezes o makespan de g%, pelo teorema 5.1.
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Agora, vamos supor que existe de fato algum tempo ocioso antes de todas as suas tarefa(
de o%) s@o concluidas. Denotam o intervalo passado ocioso, [z,y]. Obviamente y deve ser o
tempo de liberacao de alguma tarefa (caso contrario, a tarefa que se inicia no momento y teria
sido escalonado anteriormente, devido ao requerimento guloso). Seja y = Tp,h < 1+ 1. O
escalonamento 6timo o* ¢é dividido em duas partes o] e 03, onde o] é um escalonamento 6timo
para essa tarefas que chegam antes de Tj41, e 05 é um escalonamento 6timo para as tarefas que
cheguem no tempo ou depois de Tjy;. Denote por OPT; e OPT, os dois valores objetivo o] e
o7, respectivamente. Entao OPT = OPT; + OPT; é o valor objectivo de o*. Por indugao, temos
P(h—1) < (14 1/k)OPT;. Note que nao existe tempo ocioso em o5. Assim, M(h,l + 1) <
(1+1/k)OPT; pelo Teorema 5.1. Por outro lado, P(1 4+ 1) < P(h—1) 4+ M (h,l + 1). Portanto,

temos:
P(l+1)<(1+1/k)(OPTy +OPTy) = (1+1/k)OPT

Este teorema fica provado. |}
Agora temos :
Corolario 7.2 FEziste um PTAS sob a fungdo objetivo [min-time-spent].

Consideragoes finais:Este trabalho faz um estudo sobre o problema de escalonamento do
burécrata preguicoso, em resumo é uma tradugao da documentacao referida na referéncia, estos
artigos fornecem sistemas de aproximagcao de tempo polinomial e NP-completo para as fungoes

objectivo indicadas na secao 2.
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