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1. Seja (X,)n>—1 uma evolucdo Markoviana assumindo valores no alfabeto
A ={0,1} e que pode ser simulada através do seguinte algoritmo:

Passo 1. X 1 =0;
Passo 2. Para n > 0, definimos X,, = 0, se U, < h(X,_1), onde
h(0)=1/3eh(l)=1/5,e X,, =1, se U, > h(X,_1),

onde (U,)n>0 ¢ uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d com distri-
bui¢ao uniforme em [0, 1].

(a) Qual é a matriz de probabilidades de transi¢ao desta cadeia de
Markov?

(b) Calcule P(X, = 1) = P(X; = 1|X_; = 0). (Dica: Utilize o
resultado do item (a).)

2. Dado a € {1,2,3} definimos a sequéncia {X,}>° | por:
X 1=
X, =F(X,-1,U,), VYn>0

onde {U,}>°, é uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d com distri-
bui¢ao uniforme em (0,1) e F'(z,u) esta definida por:

1, se0<u<h(z)
F(z,u) =12, sehi(z) <u< hy(z)
3, sehy(r)<u<l

onde
1/2, sexz=1
hi(x) =4¢1/3, sex=2
1/4, sex =3



3/4, sex=1
ho(x) =< 2/3, sex =2
1/2, sex=3

(a) Calcule as probabilidades de transicao desta cadeia de Markov.
(b) Calcule sua ou suas probabilidades invariantes.

(c) Diga tudo que puder sobre essa cadeia de Markov (irredutibili-
dade, aperiodicidade etc.).

3. Seja p a matriz de probabilidades de transi¢ao em A = {1,2,3}, assim

definida
1 2 3

1/ 0 1/2 1/2
2( 1/3 1/3 1/3
3\1/4 1/4 1/2

Queremos simular uma realiza¢do da cadeia de Markov (X,,),>_1 as-
sumindo valores no alfabeto A e tendo o simbolo 1 como estado inicial
(ou seja, X_1 =1).

(a) Proponha um algoritmo de simulagao para esta cadeia.

(b) A partir do algoritmo proposto em (a), simule uma realizacao
dos doze primeiros simbolos desta cadeia, ou seja, simule uma
realizacdo da sequéncia (X_1,..., Xqo).

(c) A cadeia ¢ irredutivel? E aperiodica?

(d) A cadeia admite alguma probabilidade invariante? Se a resposta
for sim, calcule-a. Ela é tnica?

4. Dada a amostra

X,l :O,XOZ 1,X1 :O,XQIO,X3207X4:1,X5:O,X6:1,X7:1,X8:1,X9:O,4

(a) Determine p € M({0,1}) que maximiza a verossimilhanca.



(b) Calcule a verossimilhanga, supondo que P(X_; = 0) = 1 e que
(Xt)t=—1.01...10 ¢ uma cadeia de Markov de ordem 1 assumindo
valores no alfabeto A = {0,1}, com matriz de transicdo P dado

por
0.7 0.3
P= ( 0.5 0.5 )
Em seguida, determine p € M;(A) que maximiza a verossimi-
lhanca.

(¢) Suponha agora que P(X_; =0,Xo=1) =1e que (X;)=—101,..10
¢ uma cadeia de Markov de ordem 2 assumindo valores no alfa-
beto A% = {0,1}?, com matriz de transicio p = {p(alz~3) : a €
A, x75 € A%} com

a | p(al00) p(al0l) p(al10) p(all1)
0 0.7 0.5 0.4 0.8
1| 03 0.5 0.6 0.2

Calcule a verossimilhanca da amostra. Em seguida, determine
p € My(A?) que maximiza a verossimilhanga.

5. Seja (X,)n>—1 uma cadeia de Markov assumindo valores no alfabeto
A ={0,1,2}, tendo o simbolo 1 como estado inicial e tendo matriz de
probabilidades de transicao p assim definida :

1/6 1/3 1/2
p=|1/2 1/6 1/3
1/3 1/2 1/6
Prove que
1 1
P{X, =1} < §+Z’ para todon > 1.
6. Seja Xy, X; -, a sequéncia, assumindo valores no conjunto {—1,+1},

assim definida:

1. Xy ¢é escolhido aleatoriamente com P(X, = +1) = P(X, = —1) =
1/2

2. Paratodon>1, X, = —-X,,_1.

Seja também (&,),>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias iid e inde-
pendentes de X assumindo valores no conjunto { “apaga”, “mantém” }

com P(§, = “apaga’) = ¢, onde ¢ € (0,1) é um parametro fixado.
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Definimos a cadeia estocatica Y, assumindo valores no conjunto {—1,0,+1}
da seguinte maneira:

0, selX,=—-1e&,= “apaga”
Y, = .
X,, caso contrario.

Usando esse mecanismo geramos a sequéncia:

(%7 Tt 7}/;)) - <0a+17 _17+1707+17 _17+1a0a+1)

Determine valor de € que maximiza a probabilidade dessa sequéncia.

. Seja (X,,)n>—2 uma evolugdo Markoviana com memoria de alcance 2 as-
sumindo valores no alfabeto A = {0, 1} e que pode ser simulada através
do seguinte algoritmo:

Passo1. X s =1e X_1 =0;
Passo 2. Para n > 0, definimos

X = Oa se Un < h(Xn—2>Xn—1)
"o 1, se Un > h<Xn727Xn71)

onde h(0,0) =1/2, h(0,1) =1/3, h(1,0) = 1/4 h(1,1) = 1/5 e (U,)n>0
¢ uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d com distribuicao uniforme
em [0, 1].

(a) Qual é a matriz de probabilidades de transicao desta cadeia de
Markov de ordem 27

(b) Calcule P(X; =1).

. Considere a cadeia estocéstica (X,,),>_» definida no exercicio anterior.
Seja (Yn)n>o a cadeia estocastica tomando valores no alfabeto S =
{0, 1}? satisfazendo Y, = (X,,_2, X,,_1).

(a) Observe que (Y,)n>0 ¢ uma cadeia de Markov de ordem 1.

(b) Determine a matriz de transicao desta cadeia de Markov.

(¢) O que podemos dizer a respeito de cadeias de Markov de alcance
1 em A* construidas a partir de cadeias de alcance k em A?



9.

10.

Seja (X,)n>—1 uma cadeia de Markov assumindo valores num alfabeto
finito A com a matrix de probabilidades de transicao p = (p(i|j) : i,7 € A).
Uma medida de probabilidade p definida em A é dita reversivel com
respeito a p se para todo par de elementos 7 e j de A valer a igualdade

w(@)p(jli) = p(s)p(ilj).

Mostre que se pu é reversivel com respeito a matrix p, entao p é invari-
ante com respeito a p.

Seja (X,)n>0 a sequéncia definida por

1 caso contrario.

Xﬁ:{Q sen=3kk=0,1,2..

Seja (&,)n>0 uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes e iden-
ticamente distribuidas tomando valores no alfabeto A = {0, 1}, tais que
P(¢ = 0) = . Considere a cadeia de estocéstica (Y,,)n>0 definida como

v X, se X, =2
"1 X,&. caso contrario.

Mostre que (Y;,),>0 ¢ uma cadeia de Markov de ordem 2.



