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1 Estimacao de maxima verossimilhanca para cadeias de Markov
de ordem £

Seja (Xp)n=01,2,.. uma cadeia de Markov de ordem k assumindo valores em A finito, com proabilidades

de transicao dadas por
p={plalu);a € A,u e A*},
onde © = ujusg ... Uug.

A funcao de verossimilhanca é dada por

P {X", =a} = Pp{X; =aT;} HPP{Xt = a,| X5 = a5
t=0
= P X2} =al 3 [[PodXe = au|X[2) = af=}}
t=0
P{X"} =a",} H H p(afu)Nn v, (1)
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onde N, (ua) é o numero de vezes que observamos a sequéncia u seguida pelo simbolo a na amostra

n

No(ua) = Y KX} =u}.

t=k+1
Vamos assumir que P,{X "} = a_.} = 1. Queremos encontrar p, = {p(alu);a € A,u € A*} que
maximiza a verossimilhanga P,{X", = a™,}.
pn = argmax{q € My (4) : ]P)q{XEk =a”}}, (2)

onde My, (A) é a classe das cadeias de Markov de ordem k assumindo valores em A.
Denote por L,(a™;) a fungdo log da verossimilhanca, definida por

Ly(a”,) = Z Z N, (ua)log p(alu). (3)
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Queremos maximizar L,(a” ) com a restrigao que ) . 4 p(alu) = 1, para todo u € AF . Para isso, vamos
utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange. Sejam A = (Ay)ycar, Ay € R e F(A,p) definido por

ﬂxm:}j{;ﬁww@mem+Mﬁ—Zﬁmwﬁ. (4)
uc Ak \a€A ac€A

Derivando F(), p) em relagdo a A, e igualando zero, temos que

7]
Oy

F(Ap)=1-> plalu)

acA

1— " plau) =0. (5)
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Derivando F(\,p) em relagdo a p(alu) e igualando zero, temos que

Fptafy " AP = gy
O (©



Pelas equagoes e @, temos que

ZMZléA“:ZNn(Ul))' (7)
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Logo, o estimador de maxima verossimilhanca p = {p(au);a € A,u € A*} é dado por

. _ Ny(ua)
A S AT} )

Observagao: Segue da Lei dos Grandes Numeros que

N, (ua)
“ — plu)plaju
Bolalu) = iy "= R, )

n

onde Ny, _1(u) = > 4 Ny (ub).

Teorema 1. O estimador de mdzima verossimilhanga (EMV) € consistente,
P L5 p, quando n — 00. (10)

Da mesma maneira, podemos calcular os estimadores de maxima verossimilhanca para as cadeias esto-
céasticas com memoria de alcance variavel assumindo valores em A com p, = {p,(:|w);w € 7}, onde 7 é a
arvore de contexto. O estimador é dado por

R B N, (wa)
Pr{afw) = ZbeA Nn—l(Wb)' (1D

Exercicio 1: Seja T = {00, 10, 1} uma arvore de contexto. Calcule a maxima verossimilhanga da amostra
X 2=0,X71=0X0=1,X1=0,X0=0,X3=0,X4=1,X5=1,X6=0,X5 =0.

Exercicio 2: Seja 7 C A:},O U {UkzlA{_kv“"_l}}. Vamos supor que 7 é completo (i.e., para todo
7l € AZL, existe y i, k € NU{—o0}, tal que y_4 = 27 ;).
Suponha também que 7 tem a propriedade de sufixo, portanto

1. se x_) € 7, entdo x_), & 7 para todo m € {1,2,....n — 1},
2. se x:io € 7, entao J;:,ln ¢ T para todo m > 1.

Seja l: A"l — N* U {400},

Iz~ )=k = T, ET. (12)

— 00

Sejam Q = A% F = g-algebra produto, X; : Q@ — A projecao da t-ésima coordenada e .7::,11 = U(X:}L)
a o-algebra gerada por X :ﬁb. Mostre que [ é tempo de parada se, e somente se, 7 tem propriedade de sufixo.
Observagdo: Uma variavel aleatéria [ ¢ um tempo de parada se ¥k > 1 o evento {{(X_1) =k} € F~}.

2 Selecao da ordem de uma cadeia de Markov
Dada uma amostra Xo, X1, ..., X;,. Sabemos que ela foi gerada por uma cadeia de Markov de alcance
fixo finito. Porém, ndo sabemos qual ¢ esse alcance k. Mas sabemos que k << n, isto é, n > |A[*.

Vamos supor que a probabilidade da primeira sequéncia X(’f_l ser escolhida seja 1, para 1 < k <log 4 n.
Entao conseguimos calcular

A n . _ " a1
POxst = I TI8% ®lazp)Ne=wd. (13)
a:ieAkbEA

Como encontrar k?



Suponha que conhecemos k (hipétese nula), entdo

pE 0, ) = pM(blaT)).
(14)

Portanto, para b € A e a:}c € A’_“, temos que

Pr(Xn =b|X" "} =a”;) =Pp(Xn = b X"~} =a”1, X, (511) = ¢), para todo c € A. (15)
Como visto anteriormente, os estimadores de maxima verossimilhanga sao dados por

—1 -1
0] = o gy neten?)
" ZCGA anl(a’:/}c) (k1) ZCGA anl(a’:(/}_i_l)C)

Queremos obter um critério estatistico para saber se p(*) e p*+1) sio suficientemente proximos para
suportar a hipdtese nula. Podemos pensar no mesmo problema para as cadeias estocasticas com memoria
de alcance variavel, uma maneira de selecionar a arvore probabilistica de contexto é dada pelo seguinte
algoritmo:

1. Catalogar todas as sequéncias de comprimento d(n) = 10g| A| v que aparecem na amostra;
2. Defina ¢ € (0,1) (pequeno);
3. Para cada sequéncia a:;(n) catalogada:

(a) Defina k = d(n)

(b) Calcule M(a”}) = maxpea [pn(bla”}) —ﬁn(b|a:%k_1))|:

i. Se M(a~}) < 6, atualize o valor de k por k — 1 e volte para
ii. caso contrario ou se k = 1, pare e volte para

4. Repita esse procedimento para todas as sequéncias catalogadas.

Vamos calcular a seguinte probabilidade
" -1 . -1
P {I}?Eaj( [P (blaZy,) = Pn(bla,_1))| > 5} : (16)
Denote por w = a:,lC ew' = a:%k_l). Seja

§i = I{X%_(k_l) =w, X141 = b},

onde T; = instantes da conclusao da i-ésima visita ao contexto w,

Tl lnf{t 2 k : Xff(k:fl) = UI}7
T, = inf{t>T;—1: Xff(kfl) =w}, paran > 2.

Se N,(w) = N, entao py(blw) = vazl & e pn(bjw’) = Zfil & (& equivalente para w’). Suponha que
Hy : p(blw) = p(blw’) (hipotese nula), temos que

A~ N / ~ A~ /
B[ (bu) — (bl > 8} < 3" P{[pu(bl) — puloiu)| > ). (17)
beA
Notacao: p = p(blw), p’ = p(blw’), p = p(blw) e p’ = p(blw’). Pela hipotese nula, temos que p = p/,

entao

P{max [pn (blw) = pu(blu’)| > 6} < > P{lpa(blw) = pa(blw’)| > 6}

beA

= > P{p—p+p - >d}
beA

< Y P{p—pl+Ip - 5>} (18)
beA



Lema 1. Seja Z uma varidvel aleatoria tal que 0 < Z < Z1+Zs, onde Zy e Zy sdo duas varidveis aleatorias.
Entao,

IP{Z>6}§]P’{Zl+Z2>6}§IP{Zl>g}+P{Z2>g}. (19)

Pelo Lemal [T} temos que

P{max |f (bluw) — pu(blw)| >0} < P{p—p|+|p" —p'| > 5}

p{lo-s> 5+ {7 -»1> 5} (20)

Precisamos apenas analisar um termo de , j& que os dois termos sao iguais. Denote por € = g,
XN N

P{ N;&—p >€} —]P’{ > & —Np

i=1
Sob Hy temos que P{{; = 1} = p, queremos majorar de tal forma que \, 0 quando n — oo.
Dificuldade extra: N é aleatoria.
Vamos considerar primeiro o caso em que N nao é aleatorio, N = n fixado

IN

> Ne} (21)

P{| > & — np| > ne} < n(n) \,0. (22)

i=1
> ne}

Usando a desigualdade de Chebyshev

o{)

» &i—mp
i=1

P {(Z & —np)® > (ne)z}
i=1

Var(SL, &)

< T )
Sob hipotese de que &1, &o, ..., &, sao indepedentes, temos que
]P’{ ;&—np >ne} < Wncgi:(fl)
_ p(1—-p)
ne?
< % (24)

Podemos utilizar também, para encontrar um limitante superior para , a desigualdade dos Grandes
Desvios. Para isso, defina S =>""" &, p=np et =nd.
O evento {|S — u| > t} é equivalente & unido disjunta dos eventos {S > u+t} U{S < u — t}, logo

IED{IZ&—npl>m5} PS> p+tU{S <p—t}}

= P{S>pu+t}+P{S<pu—t} (25)

Queremos calcular a P{S > p+t} = P{e*¥ > A9} onde A > 0. Pela desigualdade de Markov, temos
que

P{eMS > AitD) < o ARFOE (M), (26)

Utilizando a estrutura de S = Y7 | & e suponha que s sdo iid, com P{¢; =1} = pe P{{; =0} = 1—p,
entao
E (eAS) = E (eA s &) =E (e’\fl)n

n

= [e*p+(1-p)]



Portanto,

P{e*S > e’\(““)} < e AMutD) [e*p+ (1 —p)"

= exp{-n[Ap+d)— In{e*p + (1 — Y} (28)
Defina ®(\) = A\(p + 6) — In{e*p + (1 — p)}, logo
P{e,\s > ek(u-i-t)} < e—n@()\). (29)

Queremos que ®(\) > 0 e que seja o maior possivel. Para isso, vamos analisar o comportamento de ®(A),
A>0.

Note que quando A = 0, temos que ®(0) = 0. A primeira e segunda derivada de ®(\) sdo dadas por

A A\2 A
pe " (pe™) pe
N =p+ - —"—— e ®7(N) = - .
Y =(p+9) per + (1 —p) ») (pe* +(1-p))* pe*+(1-p)
Como ®” < 0, entao A\* o ponto de inflexdo da funcao ® ¢ o A 6timo. Logo

P{e?S > AEFHY < @) (30)

onde ®(A*) é 6timo.
Agora vamos analisar o caso em que N = N, (w) é aleatorio,

P{ZfizN(pM)}

i=1

P{B,N >m}+P{B,N <m}

IN

P{B,N >m}+P{N <m}. (31)

onde B = {Zi\il & > N(p+§)} e m = m(n) deterministico. Seja x; = I{Xtt_(k_l) = w}, entao
Nalw) = S0 e

X1, X2, -~ nao sao independentes pois a cadeia (X,,)n=0,1,... € de Markov e dependendo do valor de w, a
ocorréncia de w num certo instante pode influenciar a ocorréncia de w no futuro. Por esse motivo precisamos
usar propriedades de Martingais.

Vamos calcular a E[N,(w)],

n

E[N,(w)] = Z E(H{X{__1) = w})
t=k—1
= nP{X~} = w} = np(w). (32)
A igualdade em sugere utilizar m = m(n) = na, onde a = p(w) — § e mostrar que
P{N, (w) < n(p(w) —§)} "= 0. (33)

Feito isso, voltamos para o outro termo da soma em (31

N
P{B,N >m} = P{Zﬁi >N(p+5),N2m}

i=1

N
P{Zfi>m(p+5)}

i=1

IA

IN

]P’{znzfiZm(p+5)},pois N, <n. (34)

i=1

Como escolher m(n) < n de maneira que continue valendo? Se m(n) = n(p — 9),

P{Zéi >n(p+08)(p—10)} = P{Z & > n(p* —6%)}
! < e_”;()‘*), (35)

onde ® ¢ definido com (p? — 62). Como w é um contexto, temos que
P{X, = bx ), = w, X =X, = bxT) = o) (36)

De fato, &1, &2, ... sdo independentes. Pois, como & = I{Xr, 11 = b} onde T; = instante do fim da i-ésima
visita a w, a propriedade de Markov garante a independéncia dos &/s.
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