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Introdução - Aspectos Históricos e
Motivação

Origem das noções: grupoides abstratos (Brandt, 1926), grupoides de Lie (Ehresmann, ∼ 1954), alge-
broides de Lie (Pradines, ∼ 1968).

Os conceitos de um grupoide de Lie e de um algebroide de Lie constituem uma generalização subs-
tancial dos conceitos de um grupo de Lie e de uma álgebra de Lie e, ao mesmo tempo, um refinamente
das noções de uma folheação e de uma distribuição involutiva. A nova teoria que emana desses con-
ceitos apresenta fortes analogias com a teoria clássica: por exemplo, a relação entre grupoides de Lie e
algebroides de Lie é muito semelhante à relação entre grupos de Lie e álgebras de Lie. Por outro lado, ela
é muito mais abrangente e rica, unificando áreas até então distintos e oferecendo novas perspectivas
sobre problemas clássicos, o que é motivação suficiente para o seu estudo no âmbito da matemática
pura.

Além disso, esses conceitos são os mais adequados para descrever um tipo de simetria conhecida
em Física como “simetria local”, introduzido por Hermann Weyl, ∼ 1931) e hoje no centro das teorias
de calibre, amplamente usadas em teorias de calibre que descrevem 3 das 4 interações fundamentais
conhecidas em física (eletromagnética, fraca e forte) – a relatividade geral descreve a outra (gravitacio-
nal).

Introdução a ser elaborada com maiores detalhes.
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Capítulo 1

Grupoides abstratos

Neste capítulo, que tem caráter preliminar, discutimos grupoides abstratos, isto é, grupoides sem
nenhuma estrutura adicional (tal como uma topologia ou estrutura de variedade compatível). Intro-
duzimos os conceitos básicos e apresentamos uma primeira série de exemplos; outros exemplos, que
se enquadram melhor na teoria dos grupoides de Lie do que na dos grupoides abstratos, podem ser
encontrados no próximo capítulo.

1.1 Definições e exemplos

Definição 1.1 Um grupoide (abstrato) é uma quíntupla (G,M,σ , τ, µ), onde

(a) G e M são conjuntos chamados, respectivamente, de espaço total e espaço base do grupoide,

(b) σ : G → M e τ : G → M são aplicações sobrejetoras chamadas, respectivamente, de projeção
fonte e projeção alvo do grupoide,1 sendo que a sua combinação

τ × σ : G −→ M ×M
g 7−→ (τ(g),σ(g))

(1.1)

é chamada de âncora do grupoide,

(c) µ é uma aplicação
µ : G(2) −→ G

(g2, g1) 7−→ g2g1
, (1.2)

onde
G(2) = { (g2, g1) ∈ G ×G | σ(g2) = τ(g1) } , (1.3)

chamada de multiplicação no grupoide, com

τ(g2g1) = τ(g2) , σ(g2g1) = σ(g1) para (g2, g1) ∈ G(2) , (1.4)

tais que:

1As letras σ e τ são escolhidos para sugerir que σ é a “source projection” e τ é a “target projection”.
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4 Grupoides abstratos

1. A multiplicação é associativa, i.e., vale

g3(g2g1) = (g3g2)g1 para (g3, g2, g1) ∈ G(3) , (1.5)

onde
G(3) = { (g3, g2, g1) ∈ G ×G ×G | σ(g3) = τ(g2) , σ(g2) = τ(g1) } . (1.6)

2. Existe, em todo ponto x ∈ M , uma unidade bilateral 1x ∈ G para a multiplicação, com

τ(1x) = x = σ(1x) para x ∈ M , (1.7)

tal que
g 1σ(g) = g = 1τ(g) g para g ∈ G . (1.8)

3. Existe, para cada elemento g ∈ G, um inverso bilateral g−1 ∈ G para a multiplicação, com

σ(g−1) = τ(g) , τ(g−1) = σ(g) , (1.9)

tal que
g g−1 = 1τ(g) , g−1g = 1σ(g) . (1.10)

É fácil ver que a unidade bilateral em cada ponto x de M e o inverso bilateral de cada elemento g de G
são únicos, pois se 1x e 1′x fossem duas unidades bilaterais em x, teríamos 1x = 1x 1′x = 1′x , e se g−1

e g−1 ′ fossem duas inversas bilaterais de g, teríamos g−1 = g−1 1τ(g) = g−1(g g−1 ′) = (g−1g)g−1 ′

= 1σ(g) g−1 ′ = g−1 ′. Assim, obtemos

(d) uma aplicação
ε : M −→ G

x 7−→ 1x
, (1.11)

chamada de seção unidade no grupoide, e

(e) uma aplicação
ι : G −→ G

g 7−→ g−1 , (1.12)

chamada de inversão no grupoide.

Por abuso de linguagem, diremos também que G é um grupoide (abstrato) sobre M , com projeção
fonte σ e projeção alvo τ , suprimindo a menção da multiplicação µ exceto quando essa for imprescin-
dível, ou ainda que G ⇒ M é um grupoide (abstrato).

É conveniente considerar os elementos g de um grupoide G sobre M como flechas 2

τ(g) σ(g)

g
xx

(1.13)

2O procedimento de representar elementos de grupoides por flechas apontando da direita para a esquerda e, concomitan-
temente, anotar primeiro o alvo e depois a fonte, é uma mera convenção, visando compatibilidade com a notação usada na
composição de aplicações. Alertamos o leitor que há autores seguindo a convenção oposta.
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1.1 Definições e exemplos 5

que emanam da fonte σ(g) e apontam para o alvo τ(g); isso nos permite visualizar as condições
formuladas acima de forma gráfica. Por exemplo, a multiplicação µ é representada pelo diagrama

τ(g2) σ(g2) = τ(g1)

g2

uu
σ(g1)

g1

uu

g2g1

kk (1.14)

de modo que podemos visualizar a associatividade da multiplicação pelo diagrama

τ(g3) σ(g3) = τ(g2)

g3

uu
σ(g2) = τ(g1)

g2

tt

g3g2

kk σ(g1)

g1

uu

g2g1

ll (1.15)

a seção unidade pelo diagrama

τ(g)

1τ(g)

��
σ(g)

g

��
, τ(g) σ(g)

g

��

1σ(g)


(1.16)

e a inversão pelo diagrama

τ(g)

g−1

77σ(g)

g
xx

(1.17)

Exercício 1.1 Seja G um grupoide sobre M com projeção fonte σ e projeção alvo τ . Prove que para
todo x ∈ M , xGx é um grupo, e que a prescrição

y ∼
R(G)

x ⇐⇒ yGx ≠∅ (1.18)

define uma relação de equivalência R(G) em M .

Lembramos que uma relação de equivalência em um conjunto M é um subconjunto R de M ×M com
as seguintes propriedades:

• Reflexividade:
(x,x) ∈ R para x ∈ M , (1.19)

• Simetria:
(y,x) ∈ R =⇒ (x,y) ∈ M para x,y ∈ M , (1.20)

• Transitividade:

(z,y) ∈ R , (y,x) ∈ R =⇒ (z,x) ∈ M para x,y, z ∈ M . (1.21)

Ao invés de (y,x) ∈ R, escrevemos y ∼ x ou, mais explicitamente, y ∼
R
x.

Grupoides e Algebroides de Lie Forger



6 Grupoides abstratos

Lembramos também que qualquer relação de equivalência em M define uma decomposição de M na
união disjunta das correspondentes classes de equivalência e que, reciprocamente, qualquer decom-
posição deM na união disjunta de subconjuntos porporciona uma única relação de equivalência emM
tal que os subconjuntos dados são exatamente as correspondentes classes de equivalência. Da mesma
forma, qualquer aplicação φ de M em um outro conjunto N define uma relação de equivalência R(φ),
caracterizada pelo fato de que as correspondentes classes de equivalência são exatamente os conjuntos
de nível de φ:

y ∼
R(φ)

x ⇐⇒ (y,x) ∈ R(φ) ⇐⇒ φ(y) = φ(x) para x,y ∈ M . (1.22)

Reciprocamente, dada uma relação de equivalência R em M e denotando por M/R o conjunto das
classes de equivalência e por πR a projeção canônica que leva cada elemento x de M para sua classe
de equivalência [x]R , vemos que toda relação de equivalência é dessa forma: R = R(πR).

Antes de prosseguirmos a apresentar exemplos, introduzimos a seguinte terminologia, que é padrão
na área.

Definição 1.2 Seja G um grupoide sobre M com projeção fonte σ e projeção alvo τ . Para x,y ∈ M ,
chamamos

• Gx = σ−1(x) a fibra fonte ou σ -fibra sobre x,

• yG = τ−1(y) a fibra alvo ou τ-fibra sobre x,

• yGx = τ−1(y)∩ σ−1(x) a fibra conjunta ou (τ × σ)-fibra sobre (y,x),

• xGx = τ−1(x)∩ σ−1(x) o grupo de vértice em x,

• G · x = {y ∈ M | yGx ≠∅} a órbita de x em G,

e dizemos que

• G é transitivo se, para todo x ∈ M , G · x = M ,

• G é totalmente intransitivo se para todo x ∈ M , G · x = {x}.

Obviamente, então, G é a união disjunta das suas fibras:

G =
⋃
x∈M

Gx , Gx =
⋃
y∈M

yGx , (1.23)

G =
⋃
y∈M

yG , yG =
⋃
x∈M

yGx , (1.24)

G =
⋃

(x,y)∈M×M
yGx . (1.25)

Definição 1.3 Seja G um grupoide (abstrato) sobre M com projeção fonte σ e projeção alvo τ .
Se σ = τ , dizemos que G é um fibrado de grupos (abstratos) sobre M .

Forger Grupoides e Algebroides de Lie



1.1 Definições e exemplos 7

Observação 1.1 Seja G um grupoide sobreM com projeção fonte σ e projeção alvo τ . Claramente, G
é transitivo se e somente se a âncora τ×σ for uma aplicação sobrejetora, enquanto que G é totalmente
intransitivo se e somente se G for um fibrado de grupos sobre M ; neste caso, os três tipos de fibras
introduzidos acima coincidem, i.e., Gx = xG = xGx para todo x ∈ M , e yGx = ∅ para todo x,y ∈ M
com x ≠ y .

A afirmação contida na seguinte definição é de fácil verificação.

Definição 1.4 Seja G um grupoide (abstrato) sobre M com projeção fonte σ e projeção alvo τ . Então
a união de todos os grupos de vértice

G(0) =
⋃
x∈M

xGx (1.26)

com a projeção óbvia, é um fibrado (abstrato) de grupos sobreM , chamado o fibrado de isotropia de G.

Exemplo 1.1 (Grupos como grupoides com base trivial) SeM é reduzido a um ponto, a definição de
grupoide se reduz à de grupo.

Exemplo 1.2 (Grupoides com grupos de vértice triviais, totalmente intransitivos) Seja M um con-
junto. Defina G = M com σ = idM = τ e µ dado por

xx = x para x ∈ M , (1.27)

de modo que, obviamente, 1x = x e x−1 = x.

Exemplo 1.3 (Grupoides com grupos de vértice triviais, transitivos) Seja M um conjunto. Defina
G = M ×M com σ = pr2, τ = pr1 e µ dado por

(z,y)(y,x) = (z,x) para x,y, z ∈ M , (1.28)

de modo que, obviamente, 1x = (x,x) e (y,x)−1 = (x,y). Este grupoide é chamado o grupoide dos
pares.

Exemplo 1.4 (Grupoides com grupos de vértice triviais, órbitas não-triviais) SejamM ,N conjuntos
e φ : M → N uma aplicação fixa. Defina G = R(φ), como na equação (1.22), com σ = pr2|R(φ),
τ = pr1|R(φ) e µ dado por

(z,y)(y,x) = (z,x) para x,y, z ∈ M com φ(z) = φ(y) = φ(x) , (1.29)

de modo que, novamente, 1x = (x,x) e (y,x)−1 = (x,y). (Se M = N e φ = idM , recuperamos o
Exemplo 1.2, enquanto que se N é reduzido a um ponto, recuperamos o Exemplo 1.3.)

Definição 1.5 Seja G um grupoide (abstrato) sobre M com projeção fonte σ e projeção alvo τ . Então
o grupoide R(G) sobre M que corresponde à relação de equivalência em M induzida por G, conforme
o Exemplo 1.4 e as equações (1.18) e (1.22), é chamado o grupoide de base de G.

Exemplo 1.5 (Grupoides com grupos de vértice fixos, totalmente intransitivos) Sejam M um con-
junto e G0 um grupo. Defina G = M ×G0 com σ = prM = τ e µ dado por

(x,h0)(x, g0) = (x,h0g0) para x ∈ M , g0, h0 ∈ G0 , (1.30)

de modo que, obviamente, 1x = (x,1) e (x, g0)−1 = (x, g−1
0 ).

Grupoides e Algebroides de Lie Forger



8 Grupoides abstratos

Exemplo 1.6 (Grupoides com grupos de vértice fixos, transitivos) Sejam M um conjunto e G0 um
grupo. Defina G = M ×G0 ×M com σ = pr3, τ = pr1 e µ dado por

(z,h0, y)(y,g0, x) = (z,h0g0, x)
para x,y, z ∈ M , g0, h0 ∈ G0

, (1.31)

de modo que, obviamente, 1x = (x,1, x) e (y,g0, x)−1 = (x, g−1
0 , y). Este grupoide é chamado o

grupoide trivial.

Exemplo 1.7 (Grupoides com grupos de vértice fixos, órbitas não-triviais) Sejam M , N conjuntos,
G0 um grupo e φ : M → N uma aplicação fixa. Defina

G(φ,G0) = {(y,g0, x) ∈ M ×G0 ×M | φ(y) = φ(x)} , (1.32)

com σ = pr3|G(φ,G0), τ = pr1|G(φ,G0) e µ dado por

(z,h0, y)(y,g0, x) = (z,h0g0, x)
para x,y, z ∈ M com φ(z) = φ(y) = φ(x) , g0, h0 ∈ G0

, (1.33)

de modo que, novamente, 1x = (x,1, x) e (y,g0, x)−1 = (x, g−1
0 , y). (Se M = N e φ = idM , recupera-

mos o Exemplo 1.5, enquanto que se N é reduzido a um ponto, recuperamos o Exemplo 1.6.)

Exemplo 1.8 (Grupoide de ação) Sejam Q um conjunto e G0 um grupo que age em Q (à esquerda).
Escrevendo a ação de G0 em Q na forma

G0 ×Q −→ Q
(g0, q) 7−→ g0 · q

(1.34)

de modo que valem as regras

h0 · (g0 · q) = (h0g0) · q , 1 · q = q para q ∈ Q , g0, h0 ∈ G0 , (1.35)

considere Ġ0 = G0 ×Q com

σ̇ (g0, q) = q , τ̇(g0, q) = g0 · q para g0 ∈ G0 , q ∈ Q , (1.36)

e µ̇ dado por
(h0, g0 · q)(g0, q) = (h0g0, q) para g0, h0 ∈ G0 , q ∈ Q , (1.37)

de modo que, obviamente, 1q = (1, q) e (g0, q)−1 = (g−1
0 , g0 · q). Este grupoide sobre Q é chamado o

grupoide de ação e denotado por G0 <ô Q.

Exemplo 1.9 Seja M um espaço topológico. Defina G = C([0,1],M)/Hom([0,1]), i.e., G é o espaço
dos caminhos contínuos em M modulo reparametrização, ou seja, o quociente do espaço de todos
as curvas contínuas γ : [0,1] → M pela ação do grupo dos homeomorfismos do intervalo [0,1] que
levam 0 em 0 e 1 em 1, com σ([γ]) = γ(0) (ponto inicial), τ([γ]) = γ(1) (ponto final) e µ dado pela
concatenação de curvas, [γ2][γ1] = [γ2γ1] onde

(γ2γ1)(t) =

 γ1(t) para 0 à t à 1
2

γ2(2t − 1) para 1
2 à t à 1

, (1.38)

de modo que a unidade é dada pelos caminhos constantes, ou seja, 1x = [γx] onde γx(t) = x,
e a inversão é dada pela prescrição de percorrer o mesmo caminho na direção oposta, ou seja,
[γ]−1 = [γ−1] onde γ−1(t) = γ(1− t). Este grupoide é chamado o grupoide dos caminhos de M .

Forger Grupoides e Algebroides de Lie



1.1 Definições e exemplos 9

Exemplo 1.10 SejaM um espaço topológico. Defina G como sendo o espaço das classes de homotopia
contínua de caminhos contínuos emM , com as mesmas operações do exemplo anterior. Este grupoide
é chamado o grupoide de homotopia de M e denotado por π1(M).

Claramente, no Exemplo 1.8, as órbitas da ação de grupo são idênticas às órbitas do grupoide de
ação, o que motiva a terminologia “órbita” para os últimos. Nos últimos dois exemplos, as órbitas
são exatamente as componentes conexas por arcos de M (e se M for localmente conexo por arcos,
estas coincidem com as componentes conexas de M). Finalmente, no último caso, os grupos de vértice

xπ1(M)x coincidem com os grupos de homotopia usuais π1(M,x) e, caso M for conexo, localmente
conexo por arcos e localmente simplesmente conexo, as fibras fonte e as fibras alvo são homeomorfas
ao espaço universal de recobrimento M̃ de M .

Para completar a definição da categoria dos grupoides, falta especificar os morfismos.

Definição 1.6 Sejam (G,M,σG, τG, µG) e (H,N,σH , τH , µH) grupoides (abstratos). Um morfismo ou
homomorfismo de grupoides (abstratos) de (G,M,σG, τG, µG) em (H,N,σH , τH , µH) é um par (f , f̌ )
de aplicações f : G → H e f̌ : M → N tal que cada um dos seguintes diagramas comuta,

G

σG
��

f // H

σH
��

M
f̌ // N

G

τG
��

f // H

τH
��

M
f̌ // N

(1.39)

e tal que f preserva a multiplicação:

f(g2g1) = f(g2)f (g1) para (g2, g1) ∈ G(2) . (1.40)

Por abuso de linguagem, diremos também que f é um morfismo ou homomorfismo de grupoides
(abstratos) de G em H sobre f̌ ou que f recobre f̌ . Se M = N e f̌ é a identidade, diremos que f é um
morfismo ou homomorfismo estrito.

Note que devido à comutatividade dos diagramas na equação (1.39), os dois lados da equação (1.40)
são bem definidos, pois

(g2, g1) ∈ G(2) =⇒ σG(g2) = τG(g1)

=⇒ σH(f (g2)) = f̌ (σG(g2)) = f̌ (τG(g1)) = τH(f (g1))
=⇒ (f (g2), f (g1)) ∈ H(2) .

Da noção de morfismo ou homomorfismo, decorre da forma usual a de isomorfismo entre grupoides e
de automorfismo de um grupoide, estrito ou não. No caso não estrito, podemos concluir pelo menos
que um isomorfismo f : E → F de grupoides induz um isomorfismo f̌ : M → N dos respectivos
espaços base.

Exemplo 1.11 Seja G um grupoide sobre M com projeção fonte σ e projeção alvo τ . Então a âncora
τ × σ : G → M ×M é um homomorfismo estrito do grupoide G no grupoide dos pares M ×M .

Grupoides e Algebroides de Lie Forger



10 Grupoides abstratos

Observação 1.2 Na linguagem da teoria das categorias, a definição de grupoide e de morfismo entre
grupoides pode ser resumida da seguinte forma concisa: um grupoide é uma categoria pequena 3

na qual todos os morfismos são isomorfismos, e um morfismo entre grupoides é um funtor entre
tais categorias. (De fato, o conjunto dos objetos de uma categoria pequena constitui o espaço baseM e
o conjunto de todos os isomorfismos entre quaisquer dois dos seus objetos constitui o espaço total G
de um grupoide.) Porém, tal interpretação não parece oferecer nenhuma vantagem específica; em
particular, ela não contribui para uma melhor visualização do espaço totalG do grupoide, pois costuma
considerar apenas as fibras conjuntas yGx , isoladamente. Ademais, ela não se adapta facilmente a
incluir grupoides com alguma estrutura adicional, tais como grupoides topológicos ou grupoides de Lie.

1.2 Subgrupoides, quocientes, núcleo e imagem

Definição 1.7 Um grupoide (abstrato) (H,N,σH , τH , µH) é chamado um subgrupoide (abstrato) de
um grupoide (abstrato) (G,M,σG, τG, µG) se existem inclusões i : H ↪→ G e ı̌ : N ↪→ M tais que o par
(i, ı̌) é um homomorfismo de grupoides. Se M = N e ı̌ é a identidade, diremos que o subgrupoide é
amplo. Neste caso, por abuso de linguagem, diremos também que H é um subgrupoide amplo de G.

Normalmente, identificamosH com sua imagem sob i eN com sua imagem sob ı̌ e assim consideramos
H como subconjunto de G e N como subconjunto deM . Reciprocamente, se G é um grupoide sobreM
com projeção fonte σ e projeção alvo τ , e se H é um subconjunto de G e N é um subconjunto de M
com

σ(H) = N = τ(H) e 1x ∈ H para x ∈ N , (1.41)

tal que H é estável sob multiplicação e inversão, i.e., vale

h2h1 ∈ H para (h2, h1) ∈ H(2) , (1.42)

onde
H(2) = { (h2, h1) ∈ H ×H | σ(h2) = τ(h1) } , (1.43)

e
h−1 ∈ H para h ∈ H , (1.44)

então (H,N,σ |H , τ|H , µ|H(2)) será um subgrupoide de (G,M,σ , τ, µ), e a menos de isomorfismos estri-
tos, todos os subgrupoides de (G,M,σ , τ, µ) são obtidos dessa forma.

Um caso especial de um subgrupoide é a restrição de um grupoide a um subconjunto do seu espaço
base.

Definição 1.8 Seja (G,M,σ , τ, µ) um grupoide (abstrato) e seja N um subconjunto de M . Então
(G|N , N,σ |G|N , τ|G|N , µ|G|(2)N ) com

G|N = σ−1(N)∩ τ−1(N) , (1.45)

é um subgrupoide (abstrato) de (G,M,σ , τ, µ) chamado a sua restrição a N.

A restrição de grupoides é caracterizada pela seguinte propriedade universal: sempre podemos con-
siderar um subgrupoide (H,N,σ |H , τ|H , µ|H(2)) não amplo de um grupoide (G,M,σ , τ, µ), com H ⊂ G
e N ⊂ M , como subgrupoide amplo da sua restrição (G|N , N,σ |G|N , τ|G|N , µ|G|(2)N ) a N.

3Uma categoria é chamada pequena se a classe dos seus objetos constituir um conjunto.

Forger Grupoides e Algebroides de Lie



1.2 Subgrupoides, quocientes, núcleo e imagem 11

Exemplo 1.12 Sejam M , N conjuntos e φ : M → N uma aplicação fixa. Então os grupoides R(φ) do
Exemplo 1.4 são subgrupoides amplos do grupoide dos paresM×M do Exemplo 1.3, e reciprocamente,
todos os subgrupoides amplos do grupoide dos pares M ×M são obtidos dessa forma.

Exemplo 1.13 Sejam M , N conjuntos, G0 um grupo e φ : M → N uma aplicação fixa. Então os
grupoides G(φ,G0) do Exemplo 1.7 são subgrupoides amplos do grupoide trivial M × G0 × M do
Exemplo 1.6.

Exemplo 1.14 Sejam Q um conjunto, G0 um grupo que age sobre Q (à esquerda) e H0 um subgrupo
de G0 que então também age sobre Q (à esquerda), por restrição. Então o grupoide de ação H0 <ô Q
é um subgrupoide amplo do grupoide de ação G0 <ô Q. (Observa que então cada órbita do último
se decompõe na união disjunta de órbitas do primeiro – um fenômeno conhecido como quebra de
simetria.)

Podemos também definir o conceito de subgrupoide normal de um grupoide, que estende o de
subgrupo normal de um grupo:

Definição 1.9 Seja G um grupoide sobreM com projeção fonte σ e projeção alvo τ , e seja H um sub-
grupoide amplo e totalmente intransitivo de G. Diremos queH é normal se conjugação com elementos
de G preserva os grupos de vértice de H, i.e., se

g (xHx)g−1 = yHy para x,y ∈ M , g ∈ yGx . (1.46)

Subgrupoides normais permitem a construção de quocientes que são grupoides sobre a mesma base.
De fato, sejaG um grupoide sobreM com projeção fonteσG e projeção alvo τG, e sejaH um subgrupoide
amplo e totalmente intransitivo de G. Definimos então o espaço G/H das classes colaterais à esquerda
gH e, do mesmo modo, o espaço H\G das classes colaterais à direita Hg : para g ∈ yGx , gH denota
o subconjunto g(xHx) = {gh |h ∈ xHx} e Hg denota o subconjunto (yHy)g = {hg |h ∈ yHy}
de yGx . As projeções fonte e alvo são definidas de forma óbvia: σG/H(gH) = σ(g), τG/H(gH) = τ(g)
e σH\G(hg) = σ(g), τH\G(hg) = τ(g). Obviamente, se H for normal, vale gH = Hg, e neste caso,
podemos definir uma multiplicação em G/H pela fórmula usual,

(g2H)(g1H) = (g2g1)H para (g2, g1) ∈ G(2) , (1.47)

de modo que pondo
(1G/H)x = (1G)xH para x ∈ M , (1.48)

e
(gH)−1 = g−1H para g ∈ G , (1.49)

podemos verificar que G/H é um grupoide sobre M com projeção fonte σG/H e projeção alvo τG/H tal
que a projeção canônica π : G → G/H é um homomorphismo estrito de grupoides sobre M .

Definição 1.10 Dados um grupoideG sobre um conjuntoM com projeção fonteσG e projeção alvo τG e
um subgrupoide normalH deG, o grupoideG/H sobreM com projeção fonteσG/H e projeção alvo τG/H
assim construído é chamado o quociente de G por H.

Observação 1.3 Aqui, optamos por incluir a exigência de que um subgrupoide normal seja totalmente
intransitivo já na definição, pois tanto a condição de estabilidade sob conjugação. equação (1.46),
como a construção do quociente (ou seja, a definição das classes colaterais) envolvem apenas o seu
fibrado de isotropia. Assim, podemos impor essa condição sem perda de generalidade, substituindo
um subgrupoide amplo com órbitas não-triviais por seu fibrado de isotropia se necessário.
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Teorema 1.1 (Teorema do isomorfismo estrito para grupoides) Sejam G e H grupoides (abstratos)
sobre o mesmo espaço base M com projeções fonte σG : G → M e σH : H → M e projeções alvo
τG : G → M e τH : H → M , respectivamente, e seja f : G → H um homomorfismo estrito de grupoides
sobre M . Então o núcleo kerf de f , definido por

kerf =
⋃
x∈M

kerx f com kerx f = {g ∈ xGx | f(g) = 1x} , (1.50)

é um subgrupoide normal de G, enquanto que a imagem de f , definida por

imf =
⋃

x,y∈M
y(imf)x com y(imf)x = {h ∈ yHx | h = f(g) para algum g ∈ yGx} , (1.51)

é um subgrupoide amplo de H, e f induz um isomorfismo estrito f̃ : G/kerf → imf de grupoides
sobre M .

Observação 1.4 Para homomorfismos de grupoides que não são estritos, a situação é bem mais
complicada. De fato, se G é um grupoide sobre M , H é um grupoide sobre N e f : G → H é um
homomorfismo de grupoides sobre f̌ : M → N, onde podemos supor sem perda de generalidade que a
aplicação f̌ seja sobrejetora,4 enfrentamos uma série de dificuldades quando f̌ não é injetora.

• Em geral, a imagem de f deixa de ser um subgrupoide de H, pois nota-se que, para y ∈ N,

yf(G)y =
⋃

x∈f̌−1(y)

f(xGx) ,

e a união de subgrupos de yHy pode muito bem não ser um subgrupo de yHy .

• Em geral, o núcleo de f , que neste caso é definido como a imagem inversa da seção unidade de H,

kerf = f−1(εH(N)) ,

deixa de medir se f é injetora, pois mesmo quando ele for trivial no sentido de se reduzir à seção
unidade de G,

kerf = εG(M) ,

ainda assim f não é injetora pois, para y ∈ N,

f−1(1y) =
⋃

x∈f̌−1(y)

{1x} .

• Em geral, dividir um grupoide G por um subgrupoide que não é totalmente intransitivo, tendo
grupoide de base R ⊂ M ×M (tal que o núcleo do item anterior, cujo grupoide de base é o do
Exemplo 1.4, comφ substituído por f̌ ), leva a um quociente que é um grupoide não sobreM , mas
sobre o conjunto de classes de equivalênciaM/R, e cuja construção requer hipóteses e dados adi-
cionais. Maiores informações sobre este tema, que não abordaremos aqui, podem ser encontradas
em [MK, Chapter 2].

Um método elegante para contornar estes problemas consiste em decompor um homomorfismos que
não é estrito na composição de um homomorfismo estrito, ao qual se aplica o teorema anterior, com o
levantamento canônico da sua aplicação base, usando para tanto o “pull-back” do grupoide que figura
como codomínio.

4Caso contrário, substituímos H por sua restrição a f̌ (M).
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1.3 “Pull-Back”

Um procedimento básico para construir fibrados a partir de outros fibrados e que se estende natural-
mente a grupoides é o “pull-back” por uma aplicação entre os respectivos espaços base.

Seja G um grupoide (abstrato) sobre um conjunto M com projeção fonte σG e projeção alvo τG.
Dada uma aplicação φ : N → M de um outro conjunto N em M , consideremos o conjunto

φ∗G = { (y,g,x) ∈ N ×G ×N | φ(x) = σG(g) , φ(y) = τG(g) } . (1.52)

Denotando a restrição da primeira projeção pr1 : N × G × N → N a φ∗G por τφ∗G, a da segunda

projeção pr2 : N × G × N → G a φ∗G por φ̂ e a da terceira projeção pr3 : N × G × N → N a φ∗G
por σφ∗G, temos então os seguintes diagramas comutativos:

φ∗G

σφ∗G
��

φ̂ // G

σG
��

N
φ // M

φ∗G

τφ∗G
��

φ̂ // G

τG
��

N
φ // M

(1.53)

Ademais, temos

(φ∗G)(2) = {
(
(y2, g2, x2), (y1, g1, x1)

)
∈ φ∗G ×φ∗G | x2 = y1 } , (1.54)

e como(
(y2, g2, x2), (y1, g1, x1)

)
∈ (φ∗G)(2) =⇒ σG(g2) = φ(x2) = φ(y1) = τG(g1) =⇒ (g2, g1) ∈ G(2) ,

podemos definir a multiplicação µφ∗G em φ∗G a partir da multiplicação µG em G, conforme

(z, g2, y)(y,g1, x) = (z, g2g1, x) para
(
(z, g2, y), (y,g1, x)

)
∈ (φ∗G)(2) , (1.55)

de modo que pondo
1x = (x,1φ(x), x) para x ∈ N , (1.56)

e
(y,g,x)−1 = (x, g−1, y) para (y,g,x) ∈ φ∗G , (1.57)

podemos verificar que φ∗G é um grupoide sobre N com projeção fonte σφ∗G e projeção alvo τφ∗G e

que φ̂ é um homomorfismo de grupoides sobre φ.

Definição 1.11 Dados um grupoide G sobre um conjuntoM com projeção fonte σG e projeção alvo τG
e uma aplicação φ : N → M de um outro conjunto N em M , o grupoide φ∗G sobre N com projeção
fonte σφ∗G e projeção alvo τφ∗G assim construído é chamado o pull-back de G para N via φ, e o

homomorfismo de grupoides φ̂ sobre φ assim construído é chamado o levantamento canônico de φ.

A maneira mais concisa e intuitiva (se bem que incompleta) de visualizar essa construção é notar que
os diversos tipos de fibras dos dois grupoides são todos idênticos: a mudança do espaço base significa
apenas um reetiquetamento dessas fibras:

(φ∗G)x = Gφ(x) , x(φ∗G) = φ(x)G , y(φ∗G)x = φ(y)Gφ(x) para x,y ∈ N . (1.58)
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14 Grupoides abstratos

O pull-back de grupoides é caracterizado pela seguinte propriedade universal: dado um homomorfismo
(f , f̌ ) não estrito de um grupoide (G,M,σG, τG, µG) em um grupoide (H,N,σH , τH , µH), podemos sem-
pre fatorizar f , e de maneira única, na composição de um homomorfismo estrito fs de (G,M,σG, τG, µG)
no pull-back de (H,N,σH , τH , µH) para M via f̌ , seguido do levantamento canônico de f̌ , conforme os
seguintes diagramas comutativos:

G

σG
��

fs //

f
!!

f̌∗H

σ
f̌∗H
��

ˆ̌f // H

σH
��

M
idM // M

f̌ // N

G

τG
��

fs //

f
!!

f̌∗H

τ
f̌∗H
��

ˆ̌f // H

τH
��

M
idM // M

f̌ // N

(1.59)

Explicitamente, fs é definido por

fs(g) =
(
τG(g), f (g),σG(g)

)
para g ∈ G . (1.60)

1.4 Ações de grupoides e grupoides de ação

Da mesma forma que grupos agem em conjuntos, grupoides agem em fibrados (sobre o mesmo espaço
base).

Definição 1.12 Um fibrado (abstrato) é uma tripla (E,M,π), onde E e M são conjuntos chamados,
respectivamente, de espaço total e espaço base do fibrado, e π : E → M é uma aplicação sobreje-
tora chamada de projeção do fibrado. Por abuso de linguagem, diremos também que E é um fibrado
(abstrato) sobre M , com projeção π , ou ainda que E → M é um fibrado (abstrato).

Definição 1.13 Uma ação, ou mais exatamente, uma ação à esquerda, de um grupoide (abstrato) G
sobre M , com projeção fonte σ e projeção alvo τ , em um fibrado E sobre M , com projeção π , é uma
aplicação

G ×σ E −→ E
(g, e) 7−→ g · e (1.61)

onde G ×σ E denota o produto fibrado de G, em relação à projeção fonte σ , e E sobre M ,

G ×σ E = { (g, e) ∈ G × E | σ(g) = π(e) } (1.62)

tal que

1. Translação por qualquer elemento g de G (que conforme a equação (1.62) é definida apenas na
fibra de E sobre σ(g)) leva a fibra de E sobre σ(g) na fibra de E sobre τ(g):

g · Ex = Ey para x,y ∈ M , g ∈ yGx . (1.63)

2. A composição das translações por dois elementos de G é igual à translação pelo produto destes
dois elementos:

h · (g · e) = (hg) · e para x,y, z ∈ M , g ∈ yGx , h ∈ zGy , e ∈ Ex . (1.64)
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1.4 Ações de grupoides e grupoides de ação 15

3. A translação pela unidade é a identidade:

1x · e = e para x ∈ M , e ∈ Ex . (1.65)

Segue então que a translação por qualquer elemento g de G é um isomorfismo da fibra de E sobre σ(g)
na fibra de E sobre τ(g), sendo que o seu inverso é a translação pelo elemento g−1 de G; note que,
tacitamente, já usamos este fato na equação (1.63), escrevendo g · Ex = Ey ao invés de g · Ex ⊂ Ey .

Com isso, podemos generalizar o Exemplo 1.8:

Exemplo 1.15 (Grupoide de ação) Sejam E um fibrado sobre M e G um grupoide sobre M que age
em E (à esquerda). Considere Ġ = G ×σ E com

σ̇ (g, e) = e , τ̇(g, e) = g · e para g ∈ G , e ∈ E , (1.66)

e µ̇ dado por
(h, g · e)(g, e) = (hg, e) para g,h ∈ G , e ∈ E , (1.67)

de modo que, obviamente, 1e = (1π(e), e) e (g, e)−1 = (g−1, g · e). Este grupoide sobre E é chamado o
grupoide de ação e denotado por G <ô E.
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