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ii CONTEUDO

FORGER GRUPOIDES E ALGEBROIDES DE LIE



Introducao - Aspectos Historicos e
Motivacao

Origem das nocoes: grupoides abstratos (Brandt, 1926), grupoides de Lie (Ehresmann, ~ 1954), alge-
broides de Lie (Pradines, ~ 1968).

Os conceitos de um grupoide de Lie e de um algebroide de Lie constituem uma generalizacao subs-
tancial dos conceitos de um grupo de Lie e de uma algebra de Lie e, a0 mesmo tempo, um refinamente
das nocoes de uma folheacdo e de uma distribuicdo involutiva. A nova teoria que emana desses con-
ceitos apresenta fortes analogias com a teoria classica: por exemplo, a relacao entre grupoides de Lie e
algebroides de Lie é muito semelhante a relacdo entre grupos de Lie e algebras de Lie. Por outro lado, ela
é muito mais abrangente e rica, unificando areas até entdo distintos e oferecendo novas perspectivas
sobre problemas classicos, o que é motivacao suficiente para o seu estudo no ambito da matematica
pura.

Além disso, esses conceitos sdo os mais adequados para descrever um tipo de simetria conhecida
em Fisica como “simetria local”, introduzido por Hermann Weyl, ~ 1931) e hoje no centro das teorias
de calibre, amplamente usadas em teorias de calibre que descrevem 3 das 4 interacoes fundamentais
conhecidas em fisica (eletromagnética, fraca e forte) - a relatividade geral descreve a outra (gravitacio-
nal).

Introducao a ser elaborada com maiores detalhes.






CAPITULO 1

Grupoides abstratos

Neste capitulo, que tem carater preliminar, discutimos grupoides abstratos, isto é, grupoides sem
nenhuma estrutura adicional (tal como uma topologia ou estrutura de variedade compativel). Intro-
duzimos os conceitos basicos e apresentamos uma primeira série de exemplos; outros exemplos, que
se enquadram melhor na teoria dos grupoides de Lie do que na dos grupoides abstratos, podem ser
encontrados no proximo capitulo.

1.1 Definicoes e exemplos

Definicao 1.1 Um grupoide (abstrato) é uma quintupla (G, M, o, T, u), onde

(a) G e M sao conjuntos chamados, respectivamente, de espaco total e espaco base do grupoide,

(b)) o:G - M e T:G — M sdo aplicacoes sobrejetoras chamadas, respectivamente, de projecao
fonte e projecio alvo do grupoide,! sendo que a sua combinacao

TXo: G — Mx M

1.1
g — (T(g).0(@) (1D
é chamada de ancora do grupoide,
(c) u é uma aplicacao
p:  G®  — G
(1.2)
(g2,91) — 920
onde
G? = {(g2,91) EGXG|0o(g2)=T(g1)}, (1.3)
chamada de multiplicacao no grupoide, com
T(g291) = T(g2) , 0(g2g1) =0(g1)  para (g2,91) € G?, (1.4)

tais que:

1As letras o e T sdo escolhidos para sugerir que o é a “source projection” e T é a “target projection”.
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4 GRUPOIDES ABSTRATOS

1. A multiplicacao ¢é associativa, i.e., vale

g3(g291) = (93g92)91  para (g3, 92,91) € G®, (1.5)

onde
G® = {(93,92,91) EGXGXG|0o(g3) =T(g2), 0(g2) =T(g1) } . (1.6)

2. Existe, em todo ponto x € M, uma unidade bilateral 1, € G para a multiplicacdo, com
T(1ly) =x=0(1y) para x € M, (1.7)

tal que
9log =9 = lrgg Dparagec. (1.8)

3. Existe, para cada elemento g € G, um inverso bilateral g—! € G para a multiplicacdo, com
o H=1@ , tghH=0, (1.9)

tal que
gg_l = 1'r(g) ’ g_lg = 1U(g) . (1.10)

E facil ver que a unidade bilateral em cada ponto x de M e o inverso bilateral de cada elemento g de G
sdo unicos, pois se 1, e 1. fossem duas unidades bilaterais em x, teriamos 1, =1, 1, =1}, ese g}
e g~!' fossem duas inversas bilaterais de g, teriamos g=! = g7 ' 1+ = g (997 !) = @ 'g) gV
=15 g Y =g~ Y. Assim, obtemos

(d) uma aplicacao
€e: M — G

X o 1y (1.11)
chamada de secao unidade no grupoide, e
(e) uma aplicacao
t: G — G
1 s (1.12)
g — 9

chamada de inversao no grupoide.

Por abuso de linguagem, diremos também que G é um grupoide (abstrato) sobre M, com projecao
fonte o e projecao alvo T, suprimindo a mencao da multiplicacdo u exceto quando essa for imprescin-
divel, ou ainda que G = M é um grupoide (abstrato).

E conveniente considerar os elementos g de um grupoide G sobre M como flechas ?

g
VR

T(9) o(g) (1.13)

20 procedimento de representar elementos de grupoides por flechas apontando da direita para a esquerda e, concomitan-
temente, anotar primeiro o alvo e depois a fonte, ¢ uma mera convencao, visando compatibilidade com a notacdo usada na
composicao de aplicacdes. Alertamos o leitor que ha autores seguindo a convencao oposta.
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1.1 DEFINICOES E EXEMPLOS 5

que emanam da fonte o (g) e apontam para o alvo T(g); isso nos permite visualizar as condicdes
formuladas acima de forma grafica. Por exemplo, a multiplicacdo u é representada pelo diagrama

g2 g1
= = T

T(g2) o(g2) =1(g1) o(g1) (1.14)
\/

g291
de modo que podemos visualizar a associatividade da multiplicacdo pelo diagrama

g3 g2 g1
= ~— = T

T(g3) o(g3) =T1(g2) o(g2) =71(g91) o(g1) (1.15)

9392 9291

a secao unidade pelo diagrama

19 g g Lo
T(9) o(g) , T(9) o(g) (1.16)
e a inversao pelo diagrama
//g\
T(9) o(g) (1.17)
~~— 7
g—l

Exercicio 1.1 Seja G um grupoide sobre M com projecao fonte o e projecao alvo T. Prove que para
todo x € M, .G, é um grupo, e que a prescricao

yR(~G)x = G * O (1.18)

define uma relacdo de equivaléncia R(G) em M.

Lembramos que uma relacao de equivaléncia em um conjunto M é um subconjunto R de M x M com
as seguintes propriedades:

- Reflexividade:
(x,x) €R para x € M, (1.19)
- Simetria:
(y,x) R = (x,y)EM para x,y € M, (1.20)
- Transitividade:
(z,¥)€R, (y,x) ER = (z,x)eM para x,y,z€ M. (1.21)

Ao invés de (y,x) € R, escrevemos Y ~ X 0ouU, mais explicitamente, y = X.

GRUPOIDES E ALGEBROIDES DE LIE FORGER



6 GRUPOIDES ABSTRATOS

Lembramos também que qualquer relacdo de equivaléncia em M define uma decomposicdo de M na
uniao disjunta das correspondentes classes de equivaléncia e que, reciprocamente, qualquer decom-
posicao de M na unido disjunta de subconjuntos porporciona uma Uinica relacao de equivaléncia em M
tal que os subconjuntos dados sao exatamente as correspondentes classes de equivaléncia. Da mesma
forma, qualquer aplicacao ¢ de M em um outro conjunto N define uma relacao de equivaléncia R(¢),
caracterizada pelo fato de que as correspondentes classes de equivaléncia sdo exatamente os conjuntos
de nivel de ¢:

Y i (,x) ER(p) <= ¢P(y)=¢(x) parax,yeM. (1.22)

Reciprocamente, dada uma relacdo de equivaléncia R em M e denotando por M/R o conjunto das
classes de equivaléncia e por 1t a projecao canonica que leva cada elemento x de M para sua classe
de equivaléncia [x]r , vemos que toda relacdo de equivaléncia é dessa forma: R = R(1tr).

Antes de prosseguirmos a apresentar exemplos, introduzimos a seguinte terminologia, que é padrao
na area.

Definicao 1.2 Seja G um grupoide sobre M com projecao fonte o e projecao alvo T. Para x,y € M,
chamamos

- G, = 07 1(x) a fibra fonte ou o-fibra sobre x,
- 56 = 7~ 1(y) afibra alvo ou T-fibra sobre x,
- 3Gy =11 (¥)no~!(x) afibra conjunta ou (T x o)-fibra sobre (y,x),

- G =T 1(x) no~1(x) o grupo de vértice em Xx,

- G-x={yeM|,G,+ D} adrbita de x em G,
e dizemos que

- G é transitivo se, paratodo x e M, G-x =M,

- G é totalmente intransitivo se paratodo x e M, G - x = {x}.

Obviamente, entdo, G é a unido disjunta das suas fibras:

G=U G, , G, = UJ ,6G«, (1.23)
xXeM yeM
¢=U ,6 ., ,6=1 ,G,, (1.24)
yeM xXeM
¢= U ,G.. (1.25)
(x,y)eMxM

Definicao 1.3 Seja G um grupoide (abstrato) sobre M com projecdo fonte o e projecdo alvo T.
Se o = T, dizemos que G é um fibrado de grupos (abstratos) sobre M.

FORGER GRUPOIDES E ALGEBROIDES DE LIE



1.1 DEFINICOES E EXEMPLOS 7

Observacao 1.1 Seja G um grupoide sobre M com projecdo fonte o e projecao alvo T. Claramente, G
é transitivo se e somente se a ancora T X o for uma aplicacdo sobrejetora, enquanto que G é totalmente
intransitivo se e somente se G for um fibrado de grupos sobre M; neste caso, os trés tipos de fibras
introduzidos acima coincidem, i.e., G, = .G = .G, paratodo x € M,e , G, = @ paratodo x,y € M
com X * .

A afirmacdo contida na seguinte definicao é de facil verificacao.

Definicao 1.4 Seja G um grupoide (abstrato) sobre M com projecao fonte o e projecao alvo T. Entao
a uniao de todos os grupos de vértice
GO — U Gy (1.26)

xeM

com a projecao 6bvia, é um fibrado (abstrato) de grupos sobre M, chamado o fibrado de isotropia de G.

Exemplo 1.1 (Grupos como grupoides com base trivial) Se M é reduzido a um ponto, a definicao de
grupoide se reduz a de grupo.

Exemplo 1.2 (Grupoides com grupos de vértice triviais, totalmente intransitivos) Seja M um con-
junto. Defina G = M com o =idy = T e u dado por

XX =X para x € M, (1.27)

de modo que, obviamente, 1, = x e x~! = x.

Exemplo 1.3 (Grupoides com grupos de vértice triviais, transitivos) Seja M um conjunto. Defina
G=MXxM com o =prp, T =pr; eudado por

(z,y)(y,x) =(z,x) para x,y,ze M, (1.28)

de modo que, obviamente, 1, = (x,x) e (v,x)~! = (x,y). Este grupoide é chamado o grupoide dos
pares.

Exemplo 1.4 (Grupoides com grupos de vértice triviais, orbitas nao-triviais) Sejam M, N conjuntos
e ¢ : M — N uma aplicacao fixa. Defina G = R(¢), como na equac¢do (1.22), com 0 = prIlr(¢),
T = prylr(p) € p dado por

(z,¥)(y,x) =(z,x) para x,y,z€M com ¢(z) = p(y) = p(x), (1.29)

de modo que, novamente, 1, = (x,x) e (y,x)"! = (x,y). (Se M = N e ¢ = idy, recuperamos o
Exemplo 1.2, enquanto que se N ¢é reduzido a um ponto, recuperamos o Exemplo 1.3.)

Definicdao 1.5 Seja G um grupoide (abstrato) sobre M com projecao fonte o e projecao alvo T. Entao
o grupoide R(G) sobre M que corresponde a relacao de equivaléncia em M induzida por G, conforme
0 Exemplo 1.4 e as equacoes (1.18) e (1.22), é chamado o grupoide de base de G.

Exemplo 1.5 (Grupoides com grupos de vértice fixos, totalmente intransitivos) Sejam M um con-
junto e G, um grupo. Defina G = M X G, com o = pry = T e u dado por

(x,hy) (x,90) = (x,hpg0) para x € M, gy, hy € Gy, (1.30)

de modo que, obviamente, 1, = (x,1) e (x,gy) "' = (x,g1).

GRUPOIDES E ALGEBROIDES DE LIE FORGER



8 GRUPOIDES ABSTRATOS

Exemplo 1.6 (Grupoides com grupos de vértice fixos, transitivos) Sejam M um conjunto e G, um
grupo. Defina G =M X Gy x M com o =pr3, T = pr; e u dado por

(Z’ h()!y)(y!g01x) = (Z,hOgO’X)

1.31
para x,¥,z€M , gop,hy €G, ’ (1.31)

de modo que, obviamente, 1, = (x,1,x) e (y,g_qo,x)‘1 = (x,ggl,y). Este grupoide é chamado o
grupoide trivial.

Exemplo 1.7 (Grupoides com grupos de vértice fixos, 6rbitas nao-triviais) Sejam M, N conjuntos,
Gy um grupo e ¢ : M — N uma aplicacao fixa. Defina

G(p,Go) = {(¥,90,X) EMXGyxM | Pp(y) =p(x)}, (1.32)
com 0 = pr3lg¢,Go)» T = Prilc(g,Go) € M dado por

(Zy h()!y)(y!gO;x) = (Z,hOgO’X)

1.
para x,y,z € M com ¢(z) = p(y) = p(x) , go, hy € Gy (1:33)

de modo que, novamente, 1y = (x,1,x) e (¥, gy, x) ! = (x,gal,y). (Se M =N e ¢ =idy, recupera-
mos o Exemplo 1.5, enquanto que se N é reduzido a um ponto, recuperamos o Exemplo 1.6.)

Exemplo 1.8 (Grupoide de acdo) Sejam Q um conjunto e G, um grupo que age em Q (a esquerda).
Escrevendo a acdo de Gy em Q na forma

GoxQ — Q

(1.34)
(9ooa) — go-4a

de modo que valem as regras
ho-(go-a) = (hogy)-a , 1-a =q paraqeQ, gohg< Gy, (1.35)

considere G, = G, x Q com
0Goa) = a, T(9p,4a) = go-a paragyeGy,qeq, (1.36)

e (1 dado por

(ho, 90 - ) (9o,a) = (hogo,a) para go,hyg € Gy , € Q, (1.37)

de modo que, obviamente, 1, = (1,9) e (gg,q) ' = (ggl,go - q). Este grupoide sobre Q é chamado o
grupoide de acao e denotado por G, < Q.

Exemplo 1.9 Seja M um espaco topolégico. Defina G = C([0,1],M)/Hom([0,1]), i.e.,, G é o espaco
dos caminhos continuos em M modulo reparametrizacao, ou seja, o quociente do espaco de todos
as curvas continuas y : [0,1] — M pela acdo do grupo dos homeomorfismos do intervalo [0, 1] que
levamOem Oe 1 em 1, com o([y]) = y(0) (ponto inicial), T([y]) = y(1) (ponto final) e u dado pela
concatenacdo de curvas, [y,1[y;]1 = [y,y;] onde

y1 (1) para 0<t<%
, (1.38)

(Yoy) () = .
yo(2t — 1) para ; <t<1

de modo que a unidade é dada pelos caminhos constantes, ou seja, 1x = [yx] onde yx(t) = x,
e a inversdo é dada pela prescricio de percorrer o mesmo caminho na direcdo oposta, ou seja,
[y1™' = [y~1] onde y~1(t) = y(1 — t). Este grupoide é chamado o grupoide dos caminhos de M.

FORGER GRUPOIDES E ALGEBROIDES DE LIE



1.1 DEFINICOES E EXEMPLOS 9

Exemplo 1.10 Seja M um espaco topolégico. Defina G como sendo o espaco das classes de homotopia
continua de caminhos continuos em M, com as mesmas operacoes do exemplo anterior. Este grupoide
¢ chamado o grupoide de homotopia de M e denotado por 1, (M).

Claramente, no Exemplo 1.8, as oOrbitas da acdo de grupo sao idénticas as orbitas do grupoide de
acdo, o que motiva a terminologia “Orbita” para os ultimos. Nos ultimos dois exemplos, as orbitas
sdo exatamente as componentes conexas por arcos de M (e se M for localmente conexo por arcos,
estas coincidem com as componentes conexas de M). Finalmente, no ultimo caso, os grupos de vértice
T (M), coincidem com os grupos de homotopia usuais 17, (M, x) e, caso M for conexo, localmente
conexo por arcos e localmente simplesmente conexo, as fibras fonte e as fibras alvo sdo homeomorfas
ao espaco universal de recobrimento M de M.

Para completar a definicdo da categoria dos grupoides, falta especificar os morfismos.

Definicao 1.6 Sejam (G, M, o¢, Tg, Ug) € (H,N, oy, Ty, up) grupoides (abstratos). Um morfismo ou
homomorfismo de grupoidg_s (abstratos) de (G,M, 0, T, Ug) em (H,N, oy, Ty, Ug) é um par (f, f)
de aplicacdes f:G — H e f: M — N tal que cada um dos seguintes diagramas comuta,

G—'-n ¢ L-H
Ucl lUH Tci \LTH (1.39)
f f
M —N M —N
e tal que f preserva a multiplicacdo:
f(g291) = f(g2)f(g1)  para (g2,91) € G*? . (1.40)

Por abuso de linguagem, dirgmos também que Jf é um morﬁsryo ou homomorfismo de grupoides
(abstratos) de G em H sobre f ou que f recobre f. Se M = N e f é aidentidade, diremos que f é um
morfismo ou homomorfismo estrito.

Note que devido a comutatividade dos diagramas na equacao (1.39), os dois lados da equacao (1.40)
sdao bem definidos, pois

(g2,91) € G? = 06(g2) = 16(g1)
= ou(f(g2) = flo6(g2) = f(Tc(g1) = TH(f(g1))
= (f(g2),f(g1)) e H? .

Da nocao de morfismo ou homomorfismo, decorre da forma usual a de isomorfismo entre grupoides e
de automorfismo de um grupoide, estrito ou ndo. No caso ndo estrito, podemos concluir pelo menos
que um isomorfismo f : E — F de grupoides induz um isomorfismo f : M — N dos respectivos
espacos base.

Exemplo 1.11 Seja G um grupoide sobre M com projecao fonte o e projecao alvo T. Entdo a ancora
TX0:G—- MXxXM éum homomorfismo estrito do grupoide G no grupoide dos pares M X M.

GRUPOIDES E ALGEBROIDES DE LIE FORGER



10 GRUPOIDES ABSTRATOS

Observacao 1.2 Na linguagem da teoria das categorias, a definicdo de grupoide e de morfismo entre
grupoides pode ser resumida da seguinte forma concisa: um grupoide é uma categoria pequena?
na qual todos os morfismos sdo isomorfismos, e um morfismo entre grupoides é um funtor entre
tais categorias. (De fato, o conjunto dos objetos de uma categoria pequena constitui o espaco base M e
o conjunto de todos os isomorfismos entre quaisquer dois dos seus objetos constitui o espaco total G
de um grupoide.) Porém, tal interpretacdo nao parece oferecer nenhuma vantagem especifica; em
particular, ela ndao contribui para uma melhor visualizacdo do espaco total G do grupoide, pois costuma
considerar apenas as fibras conjuntas , G,, isoladamente. Ademais, ela ndo se adapta facilmente a
incluir grupoides com alguma estrutura adicional, tais como grupoides topolégicos ou grupoides de Lie.

1.2 Subgrupoides, quocientes, nucleo e imagem

Definicdao 1.7 Um grupoide (abstrato) (H,N, oy, Ty, Mg) é chamado um subgrupoide (abstrato) de
um grupoide (abstrato) (G, M, og, Tg, Ug) Se existem inclusdes i : H — G e i: N — M tais que o par
(i,1) ¢ um homomorfismo de grupoides. Se M = N e i é a identidade, diremos que o subgrupoide é
amplo. Neste caso, por abuso de linguagem, diremos também que H é um subgrupoide amplo de G.

Normalmente, identificamos H com sua imagem sob i e N com sua imagem sob i e assim consideramos
H como subconjunto de G e N como subconjunto de M. Reciprocamente, se G é um grupoide sobre M
com projecao fonte o e projecdo alvo T, e se H é um subconjunto de G e N é um subconjunto de M
com

o(H)=N=1(H) e 1, € H para x N, (1.41)
tal que H é estavel sob multiplicacdo e inversao, i.e., vale
hoh, € H para (hy,h;) € H? | (1.42)
onde
H® = {(ho,hy) eHxH| o) =7(h1)}, (1.43)
e
hleH para heH, (1.44)

entdo (H,N, 0|y, Tlg, M|y ) serda um subgrupoide de (G, M, o, T, 1), e a menos de isomorfismos estri-
tos, todos os subgrupoides de (G, M, o, T, u) sdo obtidos dessa forma.

Um caso especial de um subgrupoide é a restricao de um grupoide a um subconjunto do seu espaco
base.

Definicdao 1.8 Seja (G,M, o0, T,u) um grupoide (abstrato) e seja N um subconjunto de M. Entao
(G|N1N;O-|G\NaT|G\N1“|G|}\?)) com

Gly = o7/ (N) nT H(N), (1.45)
é um subgrupoide (abstrato) de (G,M, o, T, u) chamado a sua restricao a N.
A restricao de grupoides é caracterizada pela seguinte propriedade universal: sempre podemos con-

siderar um subgrupoide (H,N, 0|y, Tlg, 4|g@ ) ndo amplo de um grupoide (G,M, o, T,u),com H C G
e N C M, como subgrupoide amplo da sua restricao (G|n, N, 0'|G\N,T|G|N,H|G‘}\}z)) aN.

3Uma categoria é chamada pequena se a classe dos seus objetos constituir um conjunto.

FORGER GRUPOIDES E ALGEBROIDES DE LIE
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Exemplo 1.12 Sejam M, N conjuntos e ¢ : M — N uma aplicacao fixa. Entdo os grupoides R(¢) do
Exemplo 1.4 sdo subgrupoides amplos do grupoide dos pares M x M do Exemplo 1.3, e reciprocamente,
todos os subgrupoides amplos do grupoide dos pares M x M sao obtidos dessa forma.

Exemplo 1.13 Sejam M, N conjuntos, G, um grupo e ¢ : M — N uma aplicacdo fixa. Entdo os
grupoides G(¢,G,) do Exemplo 1.7 sdo subgrupoides amplos do grupoide trivial M x G, x M do
Exemplo 1.6.

Exemplo 1.14 Sejam Q um conjunto, G, um grupo que age sobre Q (a esquerda) e Hy um subgrupo
de G, que entdo também age sobre Q (a esquerda), por restricdo. Entao o grupoide de acdo H, < Q
¢ um subgrupoide amplo do grupoide de acdo G, < Q. (Observa que entdo cada orbita do ultimo
se decompde na unido disjunta de 6rbitas do primeiro - um fenémeno conhecido como quebra de
simetria.)

Podemos também definir o conceito de subgrupoide normal de um grupoide, que estende o de
subgrupo normal de um grupo:

Definicdao 1.9 Seja G um grupoide sobre M com projecao fonte o e projecao alvo T, e seja H um sub-
grupoide amplo e totalmente intransitivo de G. Diremos que H é normal se conjugacao com elementos
de G preserva os grupos de vértice de H, i.e., se

gGH)g' = H, parax,yeM,gec,G,. (1.46)

Subgrupoides normais permitem a construcao de quocientes que sao grupoides sobre a mesma base.
De fato, seja G um grupoide sobre M com projecao fonte o e projecdo alvo T¢, e seja H um subgrupoide
amplo e totalmente intransitivo de G. Definimos entao o espaco G/H das classes colaterais a esquerda
gH e, do mesmo modo, o espaco H\G das classes colaterais a direita Hg: para g € Gy, gH denota
o subconjunto g(,Hy) = {gh|h € (H,} e Hg denota o subconjunto (,H,)g = {hg|lh € ,H,}
de ,,G. As projecoes fonte e alvo sdo definidas de forma obvia: og,u(gH) = 0(g), Te/u(gH) = T(g)
e og\g(hg) = 0(g), Ta\c(hg) = T(g). Obviamente, se H for normal, vale gH = Hg, e neste caso,
podemos definir uma multiplicacdo em G/H pela formula usual,

(9:H)(g1H) = (g291)H  para (g2,91) € G, (1.47)
de modo que pondo
(lg/H)y = (1g)H para x € M, (1.48)
e
(gH)™' = g'H parageG, (1.49)

podemos verificar que G/H é um grupoide sobre M com projecao fonte o, € projecdo alvo Tg,y tal
que a projecao canénica 1 : G — G/H é um homomorphismo estrito de grupoides sobre M.

Definicdao 1.10 Dados um grupoide G sobre um conjunto M com projecao fonte o e projecao alvo 15 e
um subgrupoide normal H de G, o grupoide G/H sobre M com projecao fonte o¢,n e projecdo alvo T¢/u
assim construido é chamado o quociente de G por H.

Observacao 1.3 Aqui, optamos por incluir a exigéncia de que um subgrupoide normal seja totalmente
intransitivo ja na definicdo, pois tanto a condicdo de estabilidade sob conjugacdo. equacdo (1.46),
como a construcao do quociente (ou seja, a definicao das classes colaterais) envolvem apenas o seu
fibrado de isotropia. Assim, podemos impor essa condicdo sem perda de generalidade, substituindo
um subgrupoide amplo com o6rbitas ndo-triviais por seu fibrado de isotropia se necessario.

GRUPOIDES E ALGEBROIDES DE LIE FORGER



12 GRUPOIDES ABSTRATOS

Teorema 1.1 (Teorema do isomorfismo estrito para grupoides) Sejam G e H grupoides (abstratos)
sobre o mesmo espago base M com projecées fonte o, : G — M e oy : H — M e projecoes alvo
T;:G - M e Ty : H— M, respectivamente, e seja f : G — H um homomorfismo estrito de grupoides
sobre M. Entdo o nucleo ker f de f, definido por

kerf = [J ker, f com ker,f = {g€,G,|flg) =1}, (1.50)

xeM

é um subgrupoide normal de G, enquanto que a imagem de f, definida por

imf = U y(mf), com ,(imf), = {he H,|h=f(g) paraalgum g € ,G.}, (1.51)
X, YyEM

é um subgrupoide amplo de H, e f induz um isomorfismo estrito f : G/ker f — im f de grupoides
sobre M.

Observacao 1.4 Para homomorfismos de grupoides que ndo sao estritos, a situacdo é bem mais
complicada. De fato, se G é um grupoide sobre M, H é um grupoide sobre N e f : G — H é um
homomorfismo de grupoides sobre f :M — N, onde podemos supor sem perda de generalidade que a
aplicacao f seja sobrejetora,* enfrentamos uma série de dificuldades quando f nao é injetora.

- Em geral, a imagem de f deixa de ser um subgrupoide de H, pois nota-se que, para y € N,

WG, = U fGGo,

xef-1(»)
e a uniao de subgrupos de ,, H,, pode muito bem ndo ser um subgrupo de , H,,.
- Em geral, o nucleo de f, que neste caso é definido como a imagem inversa da secdo unidade de H,
kerf = f~'(en(N)),

deixa de medir se f é injetora, pois mesmo quando ele for trivial no sentido de se reduzir a secao
unidade de G,
ker f = €c(M),

ainda assim f ndo é injetora pois, para y € N,

fay) = U L.

xef*l(y)

- Em geral, dividir um grupoide G por um subgrupoide que nao é totalmente intransitivo, tendo
grupoide de base R ¢ M x M (tal que o nucleo do item anterior, cujo grupoide de base é o do
Exemplo 1.4, com ¢ substituido por f), leva a um quociente que ¢ um grupoide nao sobre M, mas
sobre o conjunto de classes de equivaléncia M /R, e cuja construcao requer hipoteses e dados adi-
cionais. Maiores informacdes sobre este tema, que nio abordaremos aqui, podem ser encontradas
em [MK, Chapter 2].

Um método elegante para contornar estes problemas consiste em decompor um homomorfismos que
nao é estrito na composicao de um homomorfismo estrito, ao qual se aplica o teorema anterior, com o
levantamento canonico da sua aplicacdao base, usando para tanto o “pull-back” do grupoide que figura
como codominio.

4Caso contrario, substituimos H por sua restricdo a f (M).
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1.3 “Pull-Back”

Um procedimento basico para construir fibrados a partir de outros fibrados e que se estende natural-
mente a grupoides é o “pull-back” por uma aplicacdo entre os respectivos espacos base.

Seja G um grupoide (abstrato) sobre um conjunto M com projecao fonte o e projecdo alvo T.
Dada uma aplicacdo ¢ : N — M de um outro conjunto N em M, consideremos o conjunto
¢ G = {(7,9,X) ENXGXN | Pp(x) =05(9), ¢(») =759} - (1.52)

Denotando a restricdo da primeira projecdo pr; : NX G XN — N a ¢*G por Tprgr @ da segunda
projecdo pr, : NX G XN — G a ¢*G por 43 e a da terceira projecdo pr3; : N X G XN — N a ¢p*G
pOr 0y, temos entdo os seguintes diagramas comutativos:

o G- Iy
%*Gi loc Tml lTG (1.53)
N— M N—" M
Ademais, temos
(P*G)? = {((2,92,%2), (¥1,91,X1)) € P*G X P*G [ x2 =1}, (1.54)

e como

(2,92, x2), (V1,91,X1)) € (d*G)? = 0c(g2) = p(x2) = p(O1) = Te(g1) = (g2,91) €GP,

podemos definir a multiplicacdo Hgx em ¢*G a partir da multiplicacdo ., em G, conforme

(2,92,7) (>, 91,%) = (2,9291,x) para ((z,92,5), (¥,91,%)) € (¢p*G)?), (1.55)
de modo que pondo
1, = (x,1¢(x),x) para x € N, (1.56)
e
>,9,x)7" = (x,g7Y,y) para (¥,9,x) € *G, (1.57)

podemos verificar que ¢p*G é um grupoide sobre N com projecao fonte O+ € Projecao alvo Tpeg €
que <13 ¢ um homomorfismo de grupoides sobre ¢.
Definicao 1.11 Dados um grupoide G sobre um conjunto M com projecao fonte o e projecao alvo T

e uma aplicacdo ¢ : N — M de um outro conjunto N em M, o grupoide ¢p*G sobre N com projecao
fonte Ty € projecao alvo Ty assim construido é chamado o pull-back de G para N via ¢, e o

homomorfismo de grupoides ¢ sobre ¢ assim construido é chamado o levantamento canénico de ¢.
A maneira mais concisa e intuitiva (se bem que incompleta) de visualizar essa construcao é notar que

os diversos tipos de fibras dos dois grupoides sdo todos idénticos: a mudanca do espaco base significa
apenas um reetiquetamento dessas fibras:

(" C)x = Gpry » x(PTC) = 4G, (P C)x = 4)Gpx) para x,y € N . (1.58)

GRUPOIDES E ALGEBROIDES DE LIE FORGER



14 GRUPOIDES ABSTRATOS

O pull-back de grupoides ¢é caracterizado pela seguinte propriedade universal: dado um homomorfismo
(f, f) nao estrito de um grupoide (G, M, 0g, T, lUg) em um grupoide (H, N, oy, Ty, Ug), podemos sem-
pre fatorizar f, e de maneira tinica, na composicao de um homomorfismo estrito fs de (G, M, o¢, T, Hg)
no pull-back de (H, N, oy, Ty, Uyg) para M via f seguido do levantamento candnico de f conforme os
seguintes diagramas comutativos:

G f*H H G—"> f*H H
l (1.59)
Jg \L FxH O TG \LTf*H Ty
M idy M f N idy f N
Explicitamente, f; é definido por
fs(@) = (16(9),f(g),06(9)) parageG. (1.60)

1.4 Acoes de grupoides e grupoides de acao

Da mesma forma que grupos agem em conjuntos, grupoides agem em fibrados (sobre o mesmo espaco
base).

Definicao 1.12 Um fibrado (abstrato) é uma tripla (E, M, 1), onde E e M sdo conjuntos chamados,
respectivamente, de espaco total e espaco base do fibrado, e ™ : E — M é uma aplicacdo sobreje-
tora chamada de projecao do fibrado. Por abuso de linguagem, diremos também que E é um fibrado
(abstrato) sobre M, com projecao 1r, ou ainda que E — M é um fibrado (abstrato).

Definicdao 1.13 Uma acdo, ou mais exatamente, uma acao a esquerda, de um grupoide (abstrato) G
sobre M, com projecao fonte o e projecao alvo 7, em um fibrado E sobre M, com projecao 1r, é uma
aplicacao

GXqsE — E

(1.61)
(g,e) — g-e
onde G X4 E denota o produto fibrado de G, em relacdo a projecao fonte o, e E sobre M,
GxXecE = {(g,e) eGXE|o(g)=m(e)} (1.62)

tal que

1. Translacao por qualquer elemento g de G (que conforme a equacao (1.62) é definida apenas na
fibra de E sobre o (g)) leva a fibra de E sobre o (g) na fibra de E sobre 7(g):

9-E. =E, para x,y € M, g € ,G . (1.63)

2. A composicao das translacoes por dois elementos de G é igual a translacao pelo produto destes
dois elementos:

h-(g-e) = (hg)-e para x,y,z€ M, g € ,Gy,h € ,G,,e €E,. (1.64)

FORGER GRUPOIDES E ALGEBROIDES DE LIE



1.4 ACOES DE GRUPOIDES E GRUPOIDES DE ACAO 15

3. A translacao pela unidade é a identidade:

l,-e =e para x e M,e € E, . (1.65)

Segue entao que a translacdo por qualquer elemento g de G é um isomorfismo da fibra de E sobre o (g)
na fibra de E sobre T(g), sendo que o seu inverso ¢ a translacdo pelo elemento g~! de G; note que,
tacitamente, ja usamos este fato na equacao (1.63), escrevendo g - E, = E,, aoinvésde g - E, CE,,.

Com isso, podemos generalizar o Exemplo 1.8:

Exemplo 1.15 (Grupoide de acdo) Sejam E um fibrado sobre M e G um grupoide sobre M que age
em E (a esquerda). Considere G = G X4 E com

o(g,e) = e, 7(g,e) = g-e parageG,eckE, (1.66)

e (1 dado por
(h,g-e)(g,e) = (hg,e) para g,he G ,eckE, (1.67)

de modo que, obviamente, 1, = (1(e),e) e (g,e)~' = (g~',g - e). Este grupoide sobre E é chamado o
grupoide de acao e denotado por G < E.
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