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Resumo

Introduzimos uma nova metodologia para a administracao do fluxo de caixa em
contratos de crédito, baseada na subdivisao do saldo devedor em dois sub-saldos:
um saldo capitalizavel e um saldo nao capitalizavel, sendo que o saldo tradicional
passa a ser a soma dos dois, também chamada de saldo total. Os juros devidos
na data de vencimento de cada parcela incidem sobre o saldo capitalizivel da
data de vencimento da parcela imediatamente anterior mas sao incluidos no saldo
nao capitalizavel, sobre o qual nao incide juro nenhum. Finalmente, os dois sub-
saldos sao unificados no momento do encerramento ou da quitacao do contrato.
Mostramos que combinando este método com uma nova ferramenta chamada de
fator de ponderacdo, podemos adaptar qualquer sistema de amortizacao original-
mente desenvolvido para o regime de juros compostos (capitalizagdo exponencial)
ao regime de juros simples (capitalizagao linear), adequando-o assim & proibicao
da capitalizacao dos juros, que ja se encontra bem amparada na legislacao e juris-
prudéncia brasileira mas é amplamente desrespeitada na pratica. Demonstramos
essa adaptac@o no caso de sistemas de prestagao fixa (SPCs), mostrando que con-
verte a tabela Price (SPC a juros compostos) para o método de Gauss (SPC a juros
simples), e no caso de sistemas de amortizacao fixa (SACs).
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1 Introducao

Para o publico geral, a matematica financeira é um grande mistério. O consumidor leigo
que chega no banco porque precisa fazer um empréstimo nao entende como é feito o célculo
das prestacoes e nao tem nenhuma ideia quantitativa do custo real do seu crédito — apenas
um sentimento vago de que, no Brasil, este custo é muito alto e pode facilmente chegar
ao extremo de se transformar em um compromisso impagavel, infernizando a sua vida.

Além das taxas de juros praticadas no Brasil que (ainda) sdo muito altas, apesar
das recentes reducoes, um dos motivos principais do problema ¢é de natureza estrutural.
Trata-se da aplicagao generalizada, quase religiosa, do regime de juros compostos. Outros
termos utilizados para caracterizar este regime — todos efetivamente sinonimos — sao
“juros sobre juros”, “capitalizacao dos juros”, “capitalizacao composta”, “capitalizacao
exponencial” e “anatocismo”.!

Como ¢ ensinado logo no inicio da primeira disciplina sobre matematica financeira
em qualquer curso de graduagao de economia ou de contabilidade no Brasil e como pode
ser facilmente verificado em qualquer um dos livros sobre a drea (veja, por exemplo, [1]),
existem basicamente dois regimes: o de juros simples e o de juros compostos. Do ponto de
vista de um investidor que se compromete a investir um determinado capital C' durante
um determinado tempo, este expresso como multiplo inteiro n7" de um certo periodo
béasico ou perfodo de referéncia T2 e a uma taxa de juros pré-fixada i por perfodo, eles
podem ser caracterizados da seguinte forma.

e Juros Simples (Capitalizacao Simples ou Linear):
Em cada periodo T', o investidor recebe juros sobre o capital investido originalmente.
Portanto, em cada periodo, recebe o valor i C', de modo que apds k periodos, o seu
saldo passa a ser

Sp = (1+ik)C . (1)

Podemos chamar esta equagao de lei de capitaliza¢ao (evolu¢ao do saldo credor)
no regime de juros simples. Observa-se que ela determina Sj como funcao linear
(melhor seria dizer: fungao afim) da varidvel k, a qual representa o tempo (con-
venientemente discretizado em multiplos inteiros do periodo de referéncia), o que
explica o termo “capitalizagao linear”.

'Notamos que, de modo geral, o conceito de capitalizacio de um valor significa sua inclusao em algum
capital sobre o qual, futuramente, incidirao juros. Interpretado assim, o termo “capitalizacao” pode ser
aplicado a qualquer tipo de valor em finangas, nao apenas a juros.

2Qual é esse periodo bésico ou perfodo de referéncia depende do tipo de contrato: pode ser um dia,
como no uso do cheque especial para déficit em conta corrente, ou um meés, como nos contratos de crédito
ao consumidor, ou um ano, como na matematica atuaria. Para o desenvolvimento deste trabalho, o seu
valor serd irrelevante.
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e Juros Compostos (Capitalizagao Composta ou Exponencial):

Em cada periodo T', o investidor recebe juros sobre o capital investido originalmente
e ainda sobre todos os juros acumulados nos periodos anteriores. Portanto, depois
do primeiro periodo, recebe o valor i C' e o capitaliza, de modo que seu capital passa
aser C'+iC = (1+1i)C, depois do segundo periodo, recebe o valor i(1 +1i)C e o
capitaliza, de modo que seu capital passa a ser (1+14)C +i(1+1)C = (1+1i)*C, e
assim em diante. Desta forma, apds k periodos, o seu saldo passa a ser

Sy = (1+49)FC. (2)

Podemos chamar esta equagao de lei de capitaliza¢ao (evolu¢ao do saldo credor)
no regime de juros compostos. Observa-se que ela determina Sy como funcao
exponencial da variavel k, a qual representa o tempo (convenientemente discretizado
em multiplos inteiros do periodo de referéncia), o que explica o termo “capitalizagao
exponencial”.

As mesmas férmulas, com k substituido por n, valem para o capital C,, acumulado quando
se chega ao final do contrato, apds n periodos.

Uma medida de quanto se ganha com um determinado investimento, em cada um dos
dois regimes, é dada por seu lucro, definido como a diferenga entre o valor futuro (final)
e o valor presente (inicial) do capital investido, dividido por este mesmo, e normalmente
expresso na forma de uma porcentagem:

c,—C C,
Lucro = ——— = — — 1. 3
G C (3)
Como (), é proporcional a (', o lucro do investimento nao depende do capital investido,
mas apenas da taxa de juros i e do prazo total nT'. Explicitamente, devido as equagoes (1)
e (2), temos
Lucro = in para capitalizacao simples . (4)

Lucro = (1+14)" -1 para capitalizagao composta . (5)

Para identificar as caracteristicas principais de cada um dos dois regimes, comegamos
por mencionar alguns pontos que eles tém em comum:

e Primeiro, para todo n, o valor C), do capital acumulado apds n periodos é propor-
cional ao valor C' do capital originalmente investido, como deve ser. Assim, o que
importa na comparacao dos dois regimes é apenas o fator que multiplica C'.

e Segundo, para pequenos valores de n, ou seja, a curto prazo, a diferenca entre os dois
regimes nao ¢ muito grande; pode chegar a ser quase imperceptivel. Em particular,
os dois valores de (' sao rigorosamente iguais!
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Por outro lado:

e O valor de (), no regime de juros compostos é sempre maior que o valor de C,
no regime de juros simples.

e E ¢é para grandes valores de n, ou seja, a longo prazo, que a diferenca entre os dois
regimes se torna enorme, até exorbitante!

Para comprovar este fato, nao héa testemunha melhor que o honoravel Reverendo Richard
Price que, além de afirmar no cabegalho de uma das suas proprias tabelas que estas sao
baseadas em “compound interest” (juros compostos),® d4 o seguinte exemplo:

One penny put out at our Saviours’s birth to five per cent, compound interest,
would, in the present year 1781, have increased to a greater sum than would
be contained in TWO HUNDRED MILLION of earths, all solid gold. ...

(Um centavo de libra emprestado na data de nascimento de nosso Salvador
a cinco porcento, juro composto, teria aumentado, no presente ano de 1781,
para um valor maior do que o contido em DUAS CENTENAS DE MILHOES de
terras, todas de ouro macigo. ...)

... But, if put out to simple interest, it would, in the same time, have amounted
to no more than SEVEN SHILLINGS AND SIX PENCE.

(...Porém, se emprestado a juro simples, teria resultado, no mesmo tempo,
num montante nada maior do que SETE XELINS E SEIS CENTAVOS.)

E hoje, no ano de 2009, aonde terfamos chegado? Teria banco para pagar essa conta?

Obviamente, o que Richard Price quis demonstrar é o seguinte: FEste regime de juros
compostos quebra qualquer um; € so uma questao de tempo! Outro indicador da
consciéncia de Richard Price perante a problematica, consciéncia essa que infelizmente
nao é compartilhada pela grande maioria dos agentes financeiros que hoje aplicam a sua
metodologia, é o fato de que, provavelmente no intuito de nao dar subsidio a abusos ex-
cessivos, ele decidiu limitar as suas tabelas a valores de n até 100 e de ¢ até 5%. E ainda
vale observar que o passo de tempo nas tabelas de Price é de um ano, nao de um mes
(e muito menos de um dia), e que estas tabelas foram desenvolvidas como ferramenta
para a matematica atudria (calculos para seguros de vida e aposentadoria).

Podemos apreciar como se forma uma diferenca tao dramatica entre os dois regimes
considerando um exemplo numérico e fazendo um grafico do lucro em funcao de n, com ¢
fixo.

3Neste trabalho, ndo pretendo entrar na polémica sobre a capitalizacdo dos juros na tabela Price e
nos outros sistemas de amortizacao de crédito utilizados no Brasil. Para uma discussao lucida dessas
questoes que a meu ver encerra o assunto, veja [3] e [4].
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Exemplo 1 Considere o crescimento de um capital C' de 10.000 R$ remunerado a uma
taxa mensal de juros de ¢ = 5% = 0,05 durante n méses, com juros simples (JS) e juros
compostos (JC), para valores de n que correspondem a 1 ano, 5 anos e 25 anos:

n C, (JS) | Lucro (JS) C, (JC) Lucro (JC)
12 16.000, 00 60% 17.958, 56 80%
60 40.000, 00 300% 186.791, 86 1.768%
300 | 150.000, 00 1.500% | 22.739.961.290, 00 | 227.399.513%

Lucro: comparando os regimes de juros simples (verde) e de juros compostos (vermelho)
Taxa de juros: 5%

Figura 1: Crescimento do lucro: comparando os regimes de juros simples (crescimento
linear, verde) e de juros compostos (crescimento exponencial, vermelho), com valores
numéricos como no Exemplo 1.

Assim, identificamos o vicio principal do regime de juros compostos: o crescimento explo-
swo do lucro, além de qualquer limite da razao.

Passamos agora ao tema central do presente trabalho — a questao de um algoritmo
iterativo que reproduza a evolucao do saldo credor descrito acima, primeiro no caso de se
tratar de um investimento. Queremos mostrar que tanto a equacao (1) como a equagao (2)
resultam de um algoritmo iterativo que determina, passo a passo, o valor J; dos juros e o
saldo Sj obtido apds sua incorporacao, no instante k, a partir do saldo S;_; no instante
k — 1. No caso da capitalizacao composta, este algoritmo é extremamente simples:

Sp = S+, Iy = 151, (6)

ou equivalentemente

Sk = (14+14)Sk_1 . (7)
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Explicitamente, aplicando este algoritmo com os valores numéricos como no Exemplo 1
acima, obtemos a planilha exibida na Figura 2, na qual as flechas indicam o fluxo dos
juros: como sao calculados e onde sao incluidos.

PLANILHA DE EVOLUCAO DE SALDO CREDOR

_ (EXEMPLO)
CAPITALIZAGAO COMPOSTA (EXPONENCIAL)

VALOR INVESTIDO R$ 10.000,00
PRAZO (MESES) 2
TAXA DE JUROS 5,00%
[ A B [ [ |
[ NO [ SADO | Juros |
0 R 10.000,00
1 R 10.500,00 | R 500,00
2 R 11.025,00 | R 525,00
3 R 11.576,25 | R 551,25
4 R 12, R 578,81
5 R 12%%07,75
6 R 13.400;96 T R$ 638,14
7 R 14.071,00 | R 670,05
8 R 14.774,55 | R 703,55
9 R 15.513,28 | R 738,73
10 R 16.288,95 | R 775,66
11 R 17.103,39 | R 814,45
12 R 17.958,56 | R 855,17

Figura 2: Evolugao do saldo credor no regime de juros compostos, com valores numéricos
como no Exemplo 1 (n = 12)

De modo geral, prova-se por inducao matematica em k que este algoritmo possui como
tnica solugao a equagao (2). Ademais, ele pode facilmente ser generalizado para descrever
a evolugao do saldo na presenca de depdsitos e/ou saques. Contudo, no caso da capita-
lizagao simples, parece nao existir uma regra tao simples — pelo menos ela nao consta da
literatura padrao.

Tendo chegado até este ponto, podemos explicar a meta deste trabalho: mostraremos
que existe sim um algoritmo simples também para este caso. E além de ser eficiente e
de facil implantacao, ele reflete fielmente o principio de que no regime de juros simples,
nao ocorre a capitalizagcao dos juros. Todavia, sua formulacao requer uma mudanca de
paradigma financeiro:

O procedimento adequado para trabalhar em regime de capitalizacao simples, ou juros
simples, € dwidir o saldo — no presente caso, o saldo credor do investidor — em dois sub-
saldos: um saldo capitalizdvel, que denotaremos por S, e um saldo nao capitalizdvel, que
denotaremos por SN, sendo que o saldo tradicional é simplesmente a soma dos dois:

S, = S¢+8Y. (8)

Entao os juros incidem apenas sobre o saldo capitalizavel, mas sao incluidos apenas no
saldo nao capitalizavel:

Sl? = 51?71 ) Sé\/ = Sli\il—i_‘]k ) Jk = 'l'Skal- (9)

Explicitamente, aplicando este algoritmo com os valores numéricos como no Exemplo 1
acima, obtemos a planilha exibida na Figura 3, na qual as flechas indicam o fluxo dos
juros: como sao calculados e onde sao incluidos.
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PLANILHA DE EVOLUGAO DE SALDOS CREDORES (EXEMPLO)
CAPITALIZAGAO SIMPLES (LINEAR)

VALOR INVESTIDO R$ 10.000,00
PRAZO (MESES) 12
TAXA DE JUROS 5,00%
A B C D E
NO SALDO JUROS SALDO NAO SALDO
CAPITALIZAVEL| CAPITALIZAVEL| TOTAL

10.000,00
10.000,00
10.000,00
10.000,00
10:900.00

10

107000,00
10.000,00
10.000,00
10.000,00
10.000,00
10.000,00
10.000,00

10.000,00
10.500,00
11.000,00
11.500,00
12.000,00
12.500,00
13.000,00
13.500,00
14.000,00
14.500,00
15.000,00
15.500,00
16.000,00

500,00
1.000,00
1.500,00
2,000,00
500,00
/000,00
3.500,00
4.000,00
4.500,00
5.000,00
5.500,00
6.000,00

0| 0| 0|0
o
S
=]
(=]
o

|00 0| 0| 0| 0| 0| 0| 0| 0| 0|0

&
h
b
b
b
D0 D0 DBV (W] 2| B| 2| B| 2

0|00 0| 0| 0| 0| 0| 0| 0| 0|0

N E I NE SN RS

0| 0| 0| 0| 0|1
o
S
=]
(=]
o

Figura 3: Evolucao do saldo credor no regime de juros simples, com valores numéricos
como no Exemplo 1 (n = 12)

Obviamente, neste caso, o sub-saldo capitalizavel permanece constante, Skc = C, enquanto
que o sub-saldo nao capitalizdvel cresce linearmente com k, S = ikC, de modo que este
algoritmo possui como unica solu¢do a equagao (1). Novamente, ele pode facilmente ser
generalizado para descrever a evolugao do saldo na presenga de depdsitos e/ou saques
(neste caso, o sub-saldo capitalizavel deixa de ser constante).

A seguir, mostraremos como implementar o mesmo principio na construcao de sistemas
de amortizagao de crédito.

2 Sistemas de amortizacao de crédito

Nesta secao, abordamos a questao de como (a) calcular as prestagoes e (b) demonstrar a
evolucao do financiamento para os sistemas de amortizacao de crédito mais utilizados no
Brasil, que podem ser classificados como

e sistemas de prestagdo constante (SPCs);
e sistemas de amortizagao constante (SACs);

e sistemas de amortizagao mista (SAMs) ou crescente (SACRES).

Na literatura de matematica financeira, este assunto é desenvolvido quase que exclusiva-
mente com base na capitalizacdo composta (veja, a titulo de exemplo, a ultima frase do
Capitulo 4.2 em [1, p. 67]), mas enfatizamos que cada um destes sistemas — assim como
qualquer outro que porventura ainda venha a ser proposto — vem em duas versoes: uma
baseada em juros compostos e outra baseada em juros simples. Em particular, os dois
possiveis sistemas de prestacao constante sao mais amplamente conhecidos sob outros
nomes:
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e Sistema de Prestagao Constante a Juros Compostos (SPC-JC) = Tabela Price.

e Sistema de Prestagao Constante a Juros Simples (SPC-JS) = Método de Gauss.

Correspondentemente, temos o SAC-JC e 0 SAC-JS, assim como o SAM-JC ou SACRE-JC
e 0 SAM-JS ou SACRE-JS, sendo que muito pouco se sabe sobre o SAC-JS e praticamente
nada sobre o SAM-JS ou SACRE-JS.

O primeiro passo no desenvolvimento de qualquer sistema de amortizacao consiste em
calcular o valor das prestacoes em funcao dos dados basicos do contrato, que sao

e 0 capital inicial ou valor do financiamento
e 0 prazo total do financiamento, representado pelo niimero total n de parcelas;
e a taxa de juros i por periodo;

e a prestacao ideal Py, que seria a prestacao a ser paga num mundo ideal sem juros,
como referéncia; obviamente,

No mundo real, com juros, a base para calcular o valor das prestacoes, em qualquer sistema
de amortizacao e qualquer regime de juros, é o preceito do equilibrio das contas no
final do contrato: ele estipula que o capital inicial C, devidamente capitalizado, deve
ser igual a soma de todas as prestagoes, cada uma também devidamente capitalizada.
Como C capitaliza durante n periodos enquanto que a primeira prestacao P, capitaliza
durante n — 1 periodos, a segunda prestacao P, capitaliza durante n — 2 periodos, e assim
em diante, até a penultima prestacao P, ,, que capitaliza durante apenas 1 periodo, e a
ultima prestagao P,, que nao capitaliza, essa condigao assume a seguinte forma:

e No regime de juros compostos,

Cl+)" = P, (144", (11)

e No regime de juros simples,

C(l+in) = Y P (1+i(n—k). (12)

k=1

No caso dos sistemas de prestacao constante, onde P, nao depende de k e portanto pode
simplesmente ser denotado por P, podemos executar estas somatérias usando a formula

binomial

n n_q
D e R ‘ : (13)
k=1

r—1
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(valida para x # 1 e facilmente provada multiplicando os dois lados por x — 1), com
x = 1+ 1, no primeiro caso, e a formula de Gauss para a soma de todos os nimeros
inteiros de 1 até n — 1,

n

-k = m-1)+n—-2)+...+2+1 =
k=1

(14)

no segundo caso, para chegar as seguintes bem conhecidas férmulas para a prestagao P:

e No SPC a juros compostos (tabela Price):

(14"

P = - 1
S - (15)
e No SPC a juros simples (método de Gauss):
1o
poC_tfim (16)
n 1+in—1)/2

O mesmo principio pode ser usado para deduzir formulas explicitas para as prestacoes em
outros sistemas de amortizacao, como sera demonstrado mais adiante no caso dos SACs.

Uma medida de quanto se gasta com um determinado financiamento, em cada um dos
dois regimes, é dada por seu custo, definido como a média das diferengas entre o valor
de cada prestacao e a prestacao ideal, divididas por esta mesmo, e normalmente expresso
na forma de uma porcentagem:

P-P P _ 1 &

0 - — 1 onde P:—ng. (17)
n
k=1

Custo =
usto 7 7

No caso dos sistemas de prestacao constante, P ¢ igual a P, e como P é proporcional a C,
o custo do financiamento nao depende do capital investido, mas apenas da taxa de juros ¢
e do prazo total nT. Explicitamente, devido as equagoes (15) e (16), temos que

e No SPC a juros compostos (tabela Price):

(in—1)(1+i)"—1

Custo = 18
e 1+ —1 (18)
e No SPC a juros simples (método de Gauss):
i(n+1)/2
= . 1
Custo [ Fi(n_1))2 (19)

As férmulas correspondentes para os SACs serao deduzidas mais adiante.
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Para identificar as caracteristicas principais de cada um dos dois regimes, continuamos
considerando o caso dos sistemas de prestagao constante (sendo que as conclusoes para
outros sistemas de amortizagao sao essencialmente as mesmas), comegando por mencionar
alguns pontos que eles tém em comum:

e Primeiro, o valor P da prestagao é proporcional ao valor C' do financiamento, como
deve ser. Assim, o que importa na comparacao dos dois regimes é apenas o fator
que multiplica C.

e Segundo, para pequenos valores de n, ou seja, a curto prazo, a diferenca entre os dois
regimes nao ¢ muito grande; pode chegar a ser quase imperceptivel. Em particular,
os dois valores de P para n = 1 (pagamento em parcela unica) sdo rigorosamente
iguais!

e Terceiro, quando i = 0, os dois valores de P sao iguais a prestagao ideal Py (no caso
da férmula (15), isso se prova considerando o limite ¢ — 0 e aplicando a regra de
L’Hopital).

Por outro lado:

e O valor de P no regime de juros compostos é sempre maior que o valor de P no
regime de juros simples.

e E é para grandes valores de n, ou seja, a longo prazo, que a diferenca entre os dois
regimes se torna enorme, até exorbitante!

Para comprovar este fato, nao podemos citar Richard Price, mas podemos apreciar como
se forma, mais uma vez, uma diferenca dramatica entre os dois regimes considerando um
exemplo numérico e fazendo um grafico do custo em fungao de n, com ¢ fixo.

Exemplo 2 Considere o financiamento de um capital C' emprestado a uma taxa mensal
de juros de i = 5% = 0,05 durante n méses, com prestacao ideal Py = C'/n de 1.000 RS,
com juros simples (JS) e juros compostos (JC), para valores de n que correspondem a
1 ano, 5 anos e 25 anos:

n C P (JS) | Custo (JS) | P (JC) | Custo (JC)
12 12.000 | 1.254,90 25% | 1.353,90 35%
60 60.000 | 1.616, 16 62% | 3.169,69 217%
300 | 300.000 | 1.887,91 89% | 15.000,01 1.400%

Assim, identificamos o vicio principal do regime de juros compostos: o crescimento explo-

swo do custo, além de qualquer limite da razao.
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Custo: comparando os regimes de juros simples (verde) e de juros compostos (vermelho)
Taxa de juros: 5%

14

12

10

{07 o o e e e e e e e

0 50 100 150 200 250 300
n

Figura 4: Crescimento do custo: comparando os regimes de juros simples (verde) e de
juros compostos (vermelho), com valores numéricos como no Exemplo 2.

Observamos, ainda, que no método de Gauss, ha uma limitacao do custo, pois a
prestacao nunca pode ultrapassar o dobro da prestacao ideal, ou seja, o custo nao pode
ultrapassar os 100%, para qualquer valor de i e n. (Na pratica, mesmo em contratos de
longa duracao, o custo nao ultrapassa os 60%; por exemplo, para ¢ = 1% e n = 240,
ele é de 55%). Também observamos que aumentando o prazo n, é possivel diminuir o
valor da prestagao de tal modo que ela fique abaixo de qualquer valor desejado. FEste
tipo de divida é sempre pagdvel. Por outro lado, na tabela Price, existe a no¢ao de uma
prestagao critica P, que também chamamos de prestagcao da divida eterna pois
se a prestacao efetivamente paga for igual ou inferior a este valor, a divida nunca podera
ser paga: torna-se eterna. (Mais exatamente, se a prestacao efetivamente paga for igual a
prestacao critica, a divida se mantém constante, pois a amortizagao ¢ reduzida a zero e s6
se pagam os juros, enquanto que se a prestacao efetivamente paga for inferior a prestacao
critica, a divida ainda cresce, e de forma exponencial: temos uma explosao da divida.)
O valor desta prestacao critica, pela tabela Price, é

P.iw = Ci. (20)

Note que ela independe de n, i.e., nao adianta aumentar o prazo do financiamento, que
nem assim ela abaixa. Este tipo de divida pode facilmente se tornar impagdvel.

Passamos agora a discutir o segundo passo no desenvolvimento de qualquer sistema de
amortizacao, que consiste na definicao do algoritmo que permite construir demonstrativos
de evolugao do financiamento ao longo do tempo. Ocorre que, atualmente, existe um
unico tal algoritmo que ¢é universalmente aceito e utilizado no mercado financeiro, mas
que infelizmente, como veremos, implica em capitalizacao dos juros! Nao parece haver
nada analogo que seja condizente com o regime de capitalizagao simples.

FMF FMF
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Como veremos, a metodologia a ser desenvolvida neste trabalho nos permitira preen-
cher esta lacuna, de maneira natural, logica e coerente.

Para evitar repeticoes desnecessarias e até cansativas, consideraremos a seguir a
situagao geral de um empréstimo cuja devolugao ocorre através de uma série de paga-
mentos com periodicidade constante (esta representada por um periodo basico ou periodo
de referéncia T' que pode ser um dia, um més ou um ano, por exemplo, como antes), porém
nao necessariamente a valores constantes, e a termos vencidos, ou postecipados.* Nossa
meta principal serd nao apenas calcular o valor das prestacoes mas também estabelecer
principios gerais para elaborar planilhas de evolugao do financiamento. Como veremos,
o tratamento adequado desta evolucao no regime de capitalizacao simples requer, desde
o inicio, a subdivisao do saldo devedor, assim como da amortizagao e das prestacoes, em
uma “parte C” e uma “parte N”. Assim, como antes, denotaremos

e por C o capital inicial ou valor do financiamento, emprestado no instante t;
e por n o numero total de parcelas que representa o prazo total nT’ do financiamento;
e por i a taxa de juros por periodo 1" convencionada;

e por Py a prestacao ideal, Py = C'/n;

e ainda,
e por Ji o valor dos juros vencidos no instante to + k7T (k=1,...,n);
e por S, o saldo devedor no instante ¢ty + k7 (k = 1,...,n), ap6s pagamento da

prestacao P, geralmente dividido em duas partes: o saldo devedor capitalizavel
S¢ e o saldo devedor nao capitalizavel S,

S, = S¢+ 8N, (21)

e por A, a amortizagao do saldo devedor efetuada no instante to+k7 (k= 1,...,n),
geralmente dividida em duas partes: a amortizacao do saldo capitalizavel ou
amortizacao do capital A{ e a amortizagao do saldo nao capitalizavel ou
amortizagao dos juros AY,

A, = AV + AN (22)

e ¢, finalmente, por P, o valor da k-ésima prestacao ou parcela, que vence no
instante ty + kT (k = 1,...,n), geralmente dividida em duas partes: a parte da
prestagao destinada 4 amortizacdo do saldo devedor capitalizavel, PS,
e a parte da prestacao destinada a amortizacao do saldo devedor nao
capitalizavel, P},

p, = PC+ PN (23)

4Toda a anélise a seguir se aplica também a séries de pagamentos a termos antecipados: basta substi-
tuir, para qualquer sistema de amortizacao, o prazo n por n — 1 e diminuir o capital inicial C, subtraindo
a primeira parcela que, neste caso, vence juntamento com a liberacao do crédito.
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12 Frank Michael Forger: Saldo Capitalizavel e Saldo Nao Capitalizavel

onde notamos que os valores concretos de ty e de T sao irrelevantes. Pela definicao da
palavra “amortizacao”, temos

Ay = Sk—1— Sk . (24)
De modo semelhante,
A = S8 Ay = S-S0 (25)
Finalmente, vale
P, = A+ Jy . (26)
Ainda estendemos a definigao de Sy, SS e SN ao caso k = 0, o que fixa a condi¢do

inicial e evita a necessidade de fazer distingoes de casos em algumas das férmulas a seguir.
Soma-se a esta uma condi¢ao final, que na pratica ¢ uma meta para a execucao do contrato
ao longo de sua duracao: trata-se de outra expressao do preceito do equilibrio das
contas no final do contrato, estipulando que no momento do encerramento do contrato
(ou seja, no instante to + n1'), todos os saldos devedores devem estar zerados:

S =0, S9=0, SV =o0. (27)

Porém, existem excecoes a essa regra, que fazem com o que pode, no final do contrato,
sobrar um saldo residual ou saldo remanescente, a favor de uma parte ou de outra.
Isso ocorre, por exemplo, em sistemas hibridos de amortizacdo (tais como a versao do
SACRE utilizado por varios bancos brasileiros, entre eles a Caixa Economica Federal,
no financiamento habitacional), onde a primeira prestagao é calculada por um algoritmo
(do SAC, no caso), mas depois a amortizagdo ocorre por uma mistura deste com outro
(do SPC, no caso).> Mas, obviamente, também ocorre quando hd divergéncias entre os
valores das parcelas previamente calculados e as prestagoes efetivamente pagas, seja por
fatores sistémicos tais como a correcao monetaria, cuja evolucao no tempo nao pode ser
prevista a priori mas sé serd completamente conhecida a posteriori, logo apds o encerra-
mento do contrato, seja por circunstancias individuais tais como pagamentos atrasados,
inadimpléncia temporaria do devedor, etc.. Portanto, nao basta construir esquemas sofis-
ticados para calcular valores tedricos de parcelas, como acontece em praticamente todos
os livros de matemadtica financeira. O que é preciso é poder acompanhar a evolucao do
financiamento ao longo do tempo, passo a passo, o que requer um algoritmo iterativo, ou
seja, uma regra ou um conjunto de regras que permita determinar os valores dos diversos
saldos em cada instante to+kT (i.e., S), SS e S}) em termos dos seus valores no instante
imediatamente anterior to+ (k—1)T (i.e., S, ;, SS | e SY ). Ademais, ¢ desejavel que
seja um algoritmo pratico, de facil implementacao, e ao mesmo tempo robusto e flexivel,
no sentido de ser capaz de acomodar os inevitaveis desvios entre a realidade e o plano de
pagamento tedrico originalmente estabelecido, seja qual for o motivo destes desvios.

SObviamente, tal procedimento é pouco razodvel e até reflete falta de profissionalismo, pois gera uma
inconsisténcia matematica, mesmo quando se permanece estritamente dentro do regime de capitalizacao
composta. Sera demonstrado em outro trabalho como construir algoritmos mais corretos para o SACRE,
inclusive para corrigir essa deficiéncia [2].
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3 Algoritmos para a atualizacao do saldo

Os algoritmos principais utilizados na matematica financeira para calcular a evolucao de
saldos devedores sao todos “markovianos”, no mesmo sentido em que o termo “processo de
Markov” é empregado na Fisica Matemaética, mais precisamente na Mecanica Estatistica, a
saber, para descrever “sistemas sem memoria” em que o estado em cada instante depende
apenas do seu estado no instante imediatamente anterior. Neste caso, o algoritmo em
questao é precisamente a regra (ou o conjunto de regras) que determina como o estado do
sistema deve mudar quando passamos de um determinado instante para o préoximo, e é
dessa forma que se constitui a lei basica para a evolugao do sistema no tempo. No contexto
de sistemas de amortizacao de crédito, ele se expressa como “critério de apropriacao” dos
juros (e dos demais encargos).

3.1 Amortizacao no regime de capitalizacao composta

No regime de capitalizacao composta, as subdivisoes do saldo devedor, da amortizagao e
das prestagoes efetuadas nas equagoes (21)—(23) acima tornam-se supérfluas e podem ser
eliminadas, pondo

S¢=8,, S¥=0 , A{=4, , AV=0 , P°=P,, PP=0. (28)

Neste caso, existe um algoritmo bem conhecido e amplamente usado (veja, por exemplo,
[1, p. 321 ff]) que satisfaz a todas as exigéncias ja apontadas:

Critério exponencial de apropriagao: O valor dos juros em cada instante
¢é calculado multiplicando o saldo devedor do instante imediatamente anterior
pela taxa de juros e ¢ acrescido ao saldo devedor, deduzindo-se em seguida o
valor da prestacao para fins de amortizacao.

Formalmente, essa prescri¢ao estd contida nas equagoes (24) e (26), segundo as quais
Sp = Sp1— A = Spa+ I — By, (29)

em conjunto com a condi¢ao

Jp = iSi_1 , (30)

e com a condi¢ao inicial Sy = C. A mesma regra de acréscimo ao saldo devedor costuma
ser aplicada a outros encargos: a titulo de exemplo, veja a discussao de como incluir a
correcao monetaria na Secao 4 deste trabalho.

Podemos motivar o uso do termo “critério exponencial” mostrando que, no caso de
uma série uniforme de pagamentos (onde Py é independente de k), ele leva a um comporta-
mento exponencial do saldo devedor no tempo que ¢ tipico para o regime de capitalizacao
composta. Porém, podemos formular um resultado muito mais geral, que se aplica mesmo
quando a série de pagamentos nao for uniforme:
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Teorema 1 O critério exponencial de apropriagao, inevitavelmente, implica em capi-
talizagao composta, ou seja, na capitaliza¢ao dos juros (assim como de qualquer outro
encargo incorporado ao saldo devedor pelo mesmo algoritmo). Explicitamente, dados o
capital inicial C, o prazo n, a taxa de juros i e a sequéncia de prestagoes Py,..., Py, o
algoritmo leva a sequinte formula para a evolugao do saldo devedor até o instante to+kT':

Spo= (1+)FC =Y (1+i)'p. (31)

=1
Convencao: Somatdrias do tipo
q
> @
l=p
devem ser entendidos como tendo o valor 0 quando p > q.

Demonstracao : Por inducao matematica sobre k. Como ja foi mencionado,
comegamos com a condicdo inicial Sy = C. Apés o primeiro passo (k = 1), temos

Jp =15 =10,
S; = S+ h—P =C+iC—-—P = (1+9)C—-P; .
Apbés o segundo passo (k = 2), vem
Jy = i8S = i(1+1i)C—iPy,
So=8S1+h—FP = 14+ C—-—P+i(1+i)C—iP,— P,
= 1+4)’C—-(1+1)P—P5.
e assim em diante. A induc¢do matemadtica consiste em supor que a férmula (31) seja

verdadeira com k substituido por £ — 1 e entao, usando esta hipdtese e o algoritmo,
provar que ela também é verdadeira para k£ mesmo. Suponha portanto que vale

k—1
Sper = (L4010 =Y 1+ 'R

=1

Entao conforme as equagoes (29) e (30), segue que

Sk = Ske1—Pe+Jpy = (14+4) Sk — By

k—1

= 1+ C =) (1+i)'P - P

= (1+)FC =) (1+)'p.
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Aplicando a equagao (31) com k = n, segue que as duas condigoes de equilibrio das
contas no final do contrato formuladas acima, a saber, as equagoes (11) e (27), sdo equi-
valentes, ou seja: a condicao de saldo final zero podera ser alcancada se, e somente se,
as prestacoes sao calculadas em conformidade com o equagao (11), valida no regime de
capitalizacao composta — independentemente de como for a distribuicao das parcelas ao
longo do contrato!

Para entender melhor como ocorre a capitalizacao dos juros embutida neste algoritmo,
note que ela se evidencia a partir do segundo passo, pois no regime de capitalizacao
simples, o valor de Sy seria (142i) C'—(1+1i) P, — Py, em vez de (1+14)*C —(1+14) P, — P,
sendo que a diferenca, i?C, é o termo provindo da incidéncia, no célculo de .J,, de juro sobre
o juro J; calculado no passo anterior. Uma afirmacao andloga vale para todos os termos
Ji. com k > 2, sendo que a diferenca se torna cada vez mais acentuada, na medida em que
k cresce. De fato a capitalizagao dos juros s6 pode ser percebida quando contemplamos
(pelo menos) dois passos consecutivos: no primeiro passo, usa-se parte da prestagao P4
para pagar o juro Ji_; e nao para diminuir o saldo devedor, o que faz com que no segundo
passo, o juro seguinte Jj serd igual a i(S,_, — A,_y) = i(S,_; — P,_; + J,_,) e ndo a
i(S,_, — P,_;) — uma diferenca no valor de iJ,_, = ¢*S, ;. Isso indica que um dtimo
indicador de que hd capitalizacao de juros é quando a taxa de juros i aparece em poténcias
> 1. Porém, este critério é apenas suficiente mas nao é necessario, pois existem situacoes
em que isso nao acontece e mesmo assim pode se comprovar que ha capitalizacao de juros
(o SAC a juros compostos discutido abaixo é um exemplo).

Um argumento semelhante pode ser utilizado para determinar a evolucao do saldo
devedor em termos de uma sequéncia prescrita Aq, ..., Ar de amortizacoes, ao invés de
uma sequéncia prescrita P, ..., P, de prestagoes. Como precisaremos de apenas um
caso especial deste resultado (amortizagoes constantes), deixaremos a tarefa de formular
o resultado geral para o leitor como exercicio.

Como é bem conhecido, existem, dentro do regime de capitalizacao composta, dois
sistemas de amortizacao amplamente utilizados no mercado financeiro:

e SISTEMA DE PRESTAGAO CONSTANTE (SPC) A JUROS COMPOSTOS:
P, = P independente de k . (32)

Neste caso, que corresponde a aplicacao da “tabela Price”, a equagao (31) assume
a forma

k
Sp = C(1+i)f — P> (14i)!
=1
Usando a férmula binomial (13) com n substituido por &,

k—1 k—2 ab —1
=g Fa 4+l = . (33)
x_

8
T
Il
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e com x =1+ 7, vimos que ela simplifica para

Nk
Sy = C(H—i)’“—P%.

Usando a condicao final (27), chegamos a férmula padrao (15) para P, que implica
a formula (18) para o custo, e obtemos

(L+i)" = (1+40)*

Sy = C 34
g 1+ —1 (34)
Ademais, inserindo a equacao (34) na equacao (30), vem
(14— (14 0)k
Jp = C 35
e, devido a equacao (26),
C(T+a)kt
A, = Ci ———F—— . 36
- "t —1 (36)
SISTEMA DE AMORTIZAGAO CONSTANTE (SAC) A JUROS COMPOSTOS:
A, = A independente de k . (37)

Neste caso, a evolucao do saldo devedor, que depende apenas da equagao (24), se
resolve de forma imediata, pois por defini¢ao, ele deve diminuir de forma linear, do
seu valor inicial Sy = C' ao seu valor final S,, = 0, em passos iguais de tamanho A;
portanto, vale

A= = 38
= (39)
assim como i
S, =012 (39)
n
Ademais, inserindo a equagao (39) na equagao (30), vem
—k+1
Jo = ci =t (40)
n
e, devido a equacao (26),
C .
P, = g(1+z(n—k+1)). (41)
Utilizando a férmula de Gauss (14), obtemos para a prestagao média
_ C
P = g(l—l—i(n—l—l)/Q) :
e portanto para o custo
Custo = i(n+1)/2. (42)
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Vale enfatizar que o fato de que as equagoes (38)—(41) mostrarem apenas uma de-
pendéncia linear no tempo (i.e., da varidvel k) nao significa que estejamos em um
regime de capitalizacao simples: esta propriedade nao tem nada a ver com o regime
de capitalizagao pois provém exclusivamente da exigéncia de que a amortizacao seja
constante.

Finalmente, verificamos que em ambos os casos, a solucao encontrada satisfaz o critério
de equilibrio das contas no final do contrato, que no regime de capitalizacao composta é a
equagcao (11). No caso do sistema de prestagao constante, isso é garantido pelo argumento
que levou ao valor da prestacao dado pela equacao (15), enquanto que no caso do sistema
de amortizacao constante, o calculo é um pouco mais intricado, envolvendo, além da
primeira formula binomial (33), a seqgunda formula binomial

k
D (k—l+1)a" = kb (k- 1DaF P+ 42041
=1 (43)
kPt — (k4 12k 41
- (z —1)?

(valida para = # 1, que segue da primeira, com k substituido por k + 1, tomando a
derivada em relagdo a x), com = = 1 + 4. Juntas, elas implicam

En:Pk (14" " — C(1+i)"

it PP et UM )L S T
1+n(1—|—2’)—(n+1) Z

l

Xn: 1+ "1+ in—k+1) — C(1+4)"
k=1

((

(1+

— C(1+i)"

< BIQBIQ S1Q

3.2 Amortizacao no regime de capitalizacao simples

No regime de capitalizacao simples, as subdivisoes do saldo devedor, da amortizacao e
das prestagoes efetuadas nas equagoes (21)—(23) sdo imprescindiveis para formular o novo
algoritmo a ser apresentado aqui e que constitui o ponto central do presente trabalho:

Critério linear de apropriagao: O valor dos juros em cada instante é
calculado multiplicando o saldo devedor capitalizavel do instante imediata-
mente anterior pela taxa de juros e é acrescido ao saldo devedor nao capita-
lizavel correspondente, deduzindo-se em seguida o valor de cada uma das duas
partes da prestacao do correspondente saldo devedor para fins de amortizacao.
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Formalmente, essa prescricao esta contida nas equagoes
c _ oC c _ oC c N _ gN N _ oN N
Sy =S —A =S —FP0 , Sy = SL -4 =S4t LB, (44)
em conjunto com a condi¢ao

Jk = Z.Skc—la (45)

e com a condic¢ao inicial
S = Cf , S =Cll-f), (46)

onde f é uma fracao (i.e., 0 < f < 1) que chamaremos de fator de ponderagao e
por enquanto trataremos como um parametro livre, a ser determinado posteriormente.
Definimos ainda a taxa de juros ponderada como o produto

iy = if . (47)

A mesma regra de acréscimo ao saldo devedor capitalizavel ou ao saldo devedor nao
capitalizavel deve ser aplicada a outros encargos, conforme especificagao legal se sao
capitalizaveis ou nao: a titulo de exemplo, veja a discussao na Secao 4 deste trabalho
que trata da questao da corre¢ao monetaria.

Novamente, podemos motivar o uso do termo “critério linear” mostrando que, no
caso de uma série uniforme de pagamentos (onde PC e PN sao independentes de k),
ele leva a um comportamento polinomial dos dois tipos de saldo devedor no tempo (um
linear e o outro quadrético) que é tipico para o regime de capitaliza¢ao simples. Porém,
podemos formular um resultado muito mais geral, que se aplica mesmo quando a série de
pagamentos nao for uniforme:

Teorema 2 O critério linear de apropriacao implica em capitalizagcao simples, ou seja,
na auséncia de capitalizacao dos juros (assim como de qualquer outro encargo incorporado
ao saldo devedor pelo mesmo algoritmo). Explicitamente, dados o capital inicial C, o
prazo n, a taxa de juros i, a sequéncia de prestacoes Py, ..., P, e a decomposicao de
cada uma na sua parte PC destinada ¢ amortizacio do saldo devedor capitalizdvel e sua
parte P destinada d amortizagao do saldo devedor nao capitalizivel, o algoritmo leva as
sequintes formulas para a evolu¢ao dos trés tipos de saldo devedor até o instante to+ kT':

S¢ = Cf—iPlC. (48)
Sio= C—f) =iy (k=0P = (B -Cif). (49)
Sp = C — k (L+i(k—1))P° — Ek:(PZN — Cif) . (50)

=1 =1
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Demonstracao: Obviamente, a equacao (50) é obtida somando as equagoes (48) e (49),
as quais provaremos por indu¢ao matematica sobre k, comegando pela condigao inicial (46)
que afirma que elas estdo corretas para k = 0 (inicio da indugao). Aplicando o algoritmo
das equagoes (44) e (45), temos apds o primeiro passo (k = 1)

J, = iS§ = Cif,
St = S§-pPF = Cf-Pf,
SN = SV +J,—-PN =C(-f)+Cif - PN,

Apbs o segundo passo (k = 2), vem

Jy = iS¢ = Cif —iPF,
S¢ = 8¢ —-pP¢ = Cf-PF—Pf,
SN = SN+ J,— PN = C(1— f)+2Cif —iP° — PN — P} |

apos o terceiro (k = 3), vem

Jy = iS¢ = Cif —iPF —iPS
S§ = S§ - P = Cf - PC—P§ - PY,
SN = SN+ J,— PN = C(1— f)+3Cif —2iPF —iP{ — PN — PN — PN |

e assim em diante. A inducdo matemadtica consiste em supor que as férmulas (48) e (49)
sejam verdadeiras com k substituido por £ —1 e entao, usando esta hipdtese e o algoritmo,
provar que elas também sao verdadeiras para k mesmo. Suponha portanto que vale

k—1
S, =Cf =Y P,
=1

k—1 -1

sV, =cC —iy (k—1-1)P, (PN —Cif) .

=1 =1

N

Entao aplicagao do algoritmo das equagoes (44) e (45) implica que

k—1 k
S =Sl —pP =cCf=> B —pP’ =0Cf =) P,
=1

=1
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e
S]i,V:S 1+Jk S 1+ZS]?71—P]£V
k—1
=C(l—f —zz —1-1)P — Cif) +sz—zZPl—
l:l
k—1 k
= C(1=f) =iy (k=DE = > (B - Cif)
=1 =1
k
= Cl-f —'LZ —)PY = > (PN - Cif) .
=1
([
Um argumento semelhante pode ser utilizado para determinar a evolucao dos saldos
devedores em termos de sequéncias prescritas A, ..., AY e AN ... AN de amortizagoes,
ao invés de sequéncias prescritas P, ..., P¢ e PN,..., PN de prestacoes. Como precisa-

remos de apenas um caso especial deste resultado (amortizagoes constantes), deixaremos
a tarefa de formular o resultado geral para o leitor como exercicio.

No regime de capitalizacao simples, assim como no regime de capitalizacao composta,
existem dois sistemas de amortizacao de importancia pratica e que constituem os casos
especiais de nosso interesse a seguir:

e SISTEMA DE PRESTAGAO CONSTANTE (SPC) A JUROS SIMPLES:

P¢=PY | PY=P" independentes de k . (51)

e SISTEMA DE AMORTIZAGAO CONSTANTE (SAC) A JUROS SIMPLES:

AY =AY | AY = AN independentes de k . (52)

Como P¢ = A{ (veja a equagao (44)), a andlise das consequéncias destas hipéteses, na
sua fase inicial, ¢ igual nos dois casos; ela usa repetidamente a férmula de Gauss (14)
com n substituido por k,

k
tk=1) = (k=1 +(k=-2)+...+2+1 =

=1

k(k — 1)

5 (53)

Primeiro, em ambos os casos, a evolucao do saldo devedor capitalizavel, que depende
apenas da equagao (25), se resolve de forma imediata, pois por defini¢ao, ele deve diminuir
de forma linear, do seu valor inicial S = C'f ao seu valor final S¢ = 0, em passos iguais
de tamanho PC A% portanto, vale

PO= =y, (54)
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assim como

e, usando a féormula de Gauss (53) para efetuar a segunda soma na equagao (49),

MED s -aip. (56)

=1

SN = c(1-f) - Ci

Ademais, inserindo a equacao (55) na equacao (45), vem

n—k+1
’1/7

J, = C
F n

[ (57)

Logo, a relacao entre a parte da prestacao destinada a amortizacao do saldo devedor
nao capitalizavel e a amortizagao do saldo nao capitalizéavel, PY = AY + J, (veja a
equagao (44)), assume a forma

E—1
n

PN —Cif = AY — Ci f, (58)

de modo que a equacao (56) pode ser reescrita como

k
SN = C(1—f)—cz'%f—2(f1§v—cz'

=1

[—1

f) -

Aplicando mais uma vez a férmula de Gauss (53) para efetuar a soma no dltimo termo,
vemos que o resultado cancela o segundo termo, e resta apenas

Sy=c—-f =Y AY. (59)

A partir deste ponto, é necessario distinguir entre prestacdo constante e amortizacao
constante.

e SISTEMA DE PRESTAGAO CONSTANTE (SPC) A JUROS SIMPLES:

Simplificamos a equagao (56) para

SN = ca-f —Cik(gi;”f—k:(PN—Cif)

e usamos a condigao final (27) para expressar a constante PY em termos das demais,

sendo igual a

1
S S P s
n 2n

! (60)

FMF FMF



22 Frank Michael Forger: Saldo Capitalizavel e Saldo Nao Capitalizavel

de modo que, devido a equagao (58),

2k —n—1

C
AY = —(1- Ci 61
enquanto que a férmula anterior para S} assume a forma
—k
sy = ol <(1 )+ z’k:f/?) . (62)

e SISTEMA DE AMORTIZAGAO CONSTANTE (SAC) A JUROS SIMPLES:

Simplificamos a equagao (59) para
Sy o= C(1—f) — kAY

e usamos a condicao final (27) para expressar a constante A" em termos das demais,

sendo igual a

a¥ = Yy, (63)

n
de modo que, devido a equagao (58),

C in—k+1

P = —(1-f)+C f (64)

enquanto que a férmula anterior para S} assume a forma

—k
sy = ¢l

(1—=17)- (65)

Existe, ainda, o sistema de amortizagao mista (SAM) a juros simples, que é definido pela
exigéncia de que a prestacao seja a média aritmética da prestacao do SPC e do SAC.
Mais geralmente, podemos considerar um sistema de amortizacao onde a prestacao P, ¢
uma média ponderada da prestacao Py, do SPC e da prestacao Pgyc_;q do SAC, i.e.,

Py = (1= N Pgauss T MPsac—ss)k » (66)

com um parametro A tal que 0 < A < 1: assim,

e no SPC, A =0,

e no SAC, A\ =1,

e no SAM, A\ = %,
sendo que outros valores de A também seriam possiveis mas nunca foram implementados
na pratica. Como a parte destinada a amortizacao do saldo devedor capitalizavel é sempre
a mesma (veja a equacao (54)), isso significa que

B = %“—f) +Ci (1_”(”“)2;%(71—%“)

f- (67)
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Somando as equagoes (54) e (67) e aplicando a férmula de Gauss (14), obtemos para a
prestacao média, em termos da taxa de juros ponderada i, = if,

P = %(1+z’p(n+1)/2) ,

e portanto para o custo
Custo = i,(n+1)/2. (68)

Finalmente, precisamos verificar que em todos os casos, a solucao encontrada satisfaz

o critério de equilibrio das contas no final do contrato, que no regime de capitalizacao
simples é a equagao (12): como veremos, é este o critério que fixa o fator de ponderacao f.
Para tanto, usamos a férmula geral (67), o que permite tratar o SPC, o SAC e o SAM
de uma vez s6, eliminando repeticoes desnecessarias. Também usamos, além da primeira
formula de Gauss (53), a sequnda formula de Gauss

d(n—k+1)(n—k) = nn-1)+Mnm-1)n-2)+...+32+21

k=1 (69)

(n+1)n(n—1)
3

Somando as equagoes (54), (60) (multiplicada por 1 — ) e (64) (multiplicada por \),
obtemos

Zpk +i(n—k)) — C(1+in)

n

:—;1+in— <1+’i(1—)\)nT+1f+M(n—k+1)f>—C(1+in)

Q

3

:0(<1+z"_1 <1+i(1—)\)n;1f>+i/\n;1f_|_l-2/\(”—1)3(n+1)f)
— C(1+1in)
! —1 2(n — 1
:Oin; (_1+<1+in2 )(1—A)f+Af+z'A%f>
n+1

= C1

((1 Fin— DA - N + §A))f _ 1> ,

e para que esta expressao se anule, o fator de ponderacao deve ser dado por

1
= ) 70
/ l+i(n—1)(A+3)/6 (70)
e a taxa de juros ponderada por
i = ! . (71)

1+i(n—1)(A+3)/6

Em particular, temos que
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e 10 SPC, 1
f__1+ﬂn—1ﬂ2’
e no SAC, '
f__1+2un—1v3’
e no SAM,
; 1

1+7i(n—1)/12

| i
YT I i —1)/2

i
P14 2in—1)/3"

, i
YT 14 Tin—1)/12°

(72)

(73)

(74)

e assim todos os parametros da evolucao estao completamente determinados. Observamos
ainda que, no caso do SPC-JS (método de Gauss) e no caso do SAC-JS, o produto da
parcela ideal Py = C/n com a taxa de juros ponderada i, = if, ou seja, a expressao

Cir,
n

é exatamente o respectivo “indice de ponderagdo” considerado na literatura [3,4]; veja,
por exemplo, [4, p. 70, eq. 29 e p. 112, eq. 35]. Porém, gostarfamos de evitar o termo
“indice” neste contexto, porque um “indice” nao deveria depender do capital inicial C'.

3.3 Um resumo das formulas mais importantes

Para melhor visualizagdo, confrontamos os algoritmos para atualizacao do(s) saldo(s)

devedor(es):

Algoritmo para capitalizacao composta:

Jp = Sk
Sp = Sp1— A = S+ Ik — By

para capitalizacao composta

Algoritmo para capitalizacao simples:

T = iS5,
Sk;c = Skc—l_Ag = Skc—l_Pk;C

Sljgv = Sli\il_Afcv - Sljc\i1+Jk_Pl£V

para capitalizagao simples

Também juntamos as férmulas mais importantes dos quatro sistemas de amortizacao mais

importantes:
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3.3.1 Sistema de prestacgao constante a juros compostos = tabela Price

Prestacao:

Amortizacao:

Juros:

Saldo devedor:

Custo:

3.3.2 Sistema de amortizacao constante (SAC) a juros compostos

Prestacao:

Amortizacao:

Juros:

Saldo devedor:

Custo:

o (40)n
P_
S
(1+d)t
A
e =C (I+i)n—1

P, = %(1 +z’(n—k+1)>
Jo = —i(n—k+1)
Sy = %(n—k)

Custo = i(n+1)/2
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3.3.3 Sistema de prestacao constante a juros simples = método de Gauss

Fator de ponderacao:

1

f::1+xn—mm

Prestacao:

Pzg 1+1n
n

1+i(n—1)/2

Parte da prestacao destinada a amortizacao do saldo capitalizavel
e amortizacao do saldo capitalizavel:

P¢ = AY =

¢ 1
n 1+in—1)/2

Parte da prestacao destinada a amortizacao do saldo nao capitalizavel:

C n

pN = =
n 1+in—1)/2

Amortizagao do saldo nao capitalizavel:

vy C k=1
A = — ,
n 1l+in—1)/2
Juros:
7 C iln—k+1)
T on 14i(n—1)/2
Saldo devedor capitalizavel:
F n o 1+i(n—1)/2

Saldo devedor nao capitalizavel:

N oam—kint+k—1)/2
S = 0= 1+i(n—1)/2
Custo:
_i(n+1)/2
Qusto = T i — /2
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3.3.4 Sistema de amortizagao constante (SAC) a juros simples

Fator de ponderacao:

1

;= 1+2i(n—1)/3

Prestacao:

C(l i(n—Fk+1) )

Fe=7 1+2i(n—1)/3

Parte da prestacao destinada a amortizacao do saldo capitalizavel
e amortizacao do saldo capitalizavel:

C 1

P = A¢ = =
n 1+2i(n—1)/3

Parte da prestacao destinada a amortizacao do saldo nao capitalizavel:

Ciln—k+1)+2in—-1)/3

N
Be= 142i(n—1)/3

Amortizacao do saldo nao capitalizavel:

AN C 2i(n—1)/3
~ n 142i(n—1)/3
Juros:
7 = C iln—k+1)
M on 142i(n—1)/3
Saldo devedor capitalizavel:
—k 1
s¢ = ¢’
k n  1+2i(n—1)/3

N n—k 2in-—1)/3
S “ = 142i(n—1)/3
Custo:
Custo = in+1)/2

1+2i(n—1)/3

Notamos que todas essas férmulas podem ser implementadas em planilhas Excel e simu-
ladores baseados nestes algoritmos ja estao sendo desenvolvidos.
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3.4 Um exemplo numérico

Exemplo 3 Como exemplo pratico e ao mesmo tempo computacionalmente simples
considere o financiamento de um capital C' de 120.000 R$ emprestado a uma taxa mensal
de juros de i = 1% = 0,01 durante 10 anos, ou seja, com n = 120, para aquisicao de um
imével. A prestacao ideal Py é de 1.000 R$.

Neste caso, a prestagao fixa conforme a tabela Price é de
Pprice = 1.721,65 RS,
enquanto que a primeira e a tultima prestacao no SAC a juros compostos sao de
PHACTIC =92200,00 R$ ... PC7IC =1.010,00 R$

com decréscimo constante em passos de 10,00 R$ por més. Graficamente, a evolucao do
saldo devedor, da prestagao, dos juros e da amortizacao é mostrada nas Figuras 5 e 6.

Price Price

2500

2000+

B 1500+
b 1000+

500+

Figura 5: Evolugao do saldo devedor (azul), da prestagao (preto), da amortizacao (verde)
e dos juros (vermelho) (valores como no Exemplo 3), conforme a tabela Price.

Por outro lado, a prestacao fixa conforme o método de Gauss é de
Pgauss = 1.379,31 R$ |
enquanto que a primeira e a tltima prestacao no SAC a juros simples sao de
PSACTIS — 1.669,14 R$ ... PSAYT1S =1.005,58 R$

com decréscimo constante em passos de 5,58 R$ por més. Graficamente, a evolugao dos
saldos devedores, da prestacao, dos juros e da amortizagao ¢ mostrada nas Figuras 7 e 8.

FMF FMF



Frank Michael Forger: Saldo Capitalizavel e Saldo Nao Capitalizavel 29

SAC a juros compostos SAC a juros compostos

1200007 25007
100000 2000-
800001 i

B 1500+
600007 ]

] 1000
40000+ ]
20000 5001

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

k
k

Figura 6: Evolugao do saldo devedor (azul), da prestagao (preto), da amortizacao (verde)
e dos juros (vermelho) (valores como no Exemplo 3), conforme o SAC a juros compostos.

Gauss Gauss

©000000004 S~
0000,
Vooo

400007 vl
'O, ~
i oco"\&ov
Oy
200007
0 20 40 60 80 100 120

Figura 7: Evolugao do saldo devedor (azul), do saldo devedor capitalizavel (azul riscado),
do saldo devedor nao capitalizavel (azul pontilhado), da prestagdo (preto), da amor-
tizacdo (verde), da parte da prestagao destinada a amortizagdo do saldo capitalizavel e
amortizagao do saldo capitalizavel (marron riscado), da parte da prestacao destinada a
amortizacao do saldo nao capitalizavel (preto pontilhado), da amortizagao do saldo nao
capitalizavel (verde pontilhado) e dos juros (vermelho) (valores como no Exemplo 3),
conforme o método de Gauss.
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SAC a juros simples SAC ajuros simples

Figura 8: Evolugao do saldo devedor (azul), do saldo devedor capitalizavel (azul riscado),
do saldo devedor nao capitalizavel (azul pontilhado), da prestagao (preto), da amor-
tizagdo (verde), da parte da prestagao destinada a amortizacao do saldo capitalizivel e
amortizacao do saldo capitalizavel (marron riscado), da parte da prestagao destinada a
amortizagdo do saldo nao capitalizavel (preto pontilhado), da amortizagao do saldo nao
capitalizavel (verde pontilhado) e dos juros (vermelho) (valores como no Exemplo 3),
conforme o SAC a juros simples.

3.5 Planilhas de evolugao de financiamento

Para que o novo paradigma financeiro da divisao do saldo devedor em uma “Parte C”
(saldo devedor capitalizdvel) e uma “Parte N” (saldo devedor nao capitalizavel) possa
ter utilidade pratica, precisamos ainda demonstrar como implementd-lo na elaboracgao
de planilhas de evolucao de financiamento. Para isso, trabalharemos com um exemplo
um pouco diferente do anterior, caracterizado por um prazo menor e uma taxa de juros
maior, para evitarmos um nimero excessivo de linhas na planilha e ainda assim podermos
visualizar com clareza as diferencas marcantes entre os regimes de capitalizacao composta
e de capitalizacao simples.

Exemplo 4 Como no Exemplo 2 anterior, considere o financiamento de um capital C'
de 12.000 R$ emprestado a uma taxa mensal de juros de i = 5% = 0,05 durante 1 ano,
ou seja, com n = 12 — valores tipicos de um empréstimo pessoal. Novamente, a prestagao

ideal P, é de 1.000 RS.

Inicialmente, na Figura 9, exibimos a planilha padrao para este financiamento, elabo-
rada conforme a tabela Price.
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PLANILHA PADRAO DE EVOLUCAO DE SALDO DEVEDOR

(EXEMPLO)
TABELA PRICE
VALOR FINANCIADO R$  12.000,00
PRAZO (MESES) 12
TAXA DE JUROS 5,00%

PRESTAGAO IDEAL R$__ 1.000,00

PRESTACAO R$  1.353,90
A B © D E
NO | PRESTACAO SALDO JUROS NO
0 R$_ 12.000,00 0
1T |R$__ 1.353,90 | R 11.246,10 | R$ 600,00 | 1
2 |R$ 1.35390 | R$ 10.454,49 | R$ 562,30 | 2
3 |R$ 1.35390 | R$ _ 9.623,31 | R$ 522,72| 3
4 |R$ 1.35390 | R$ 875058 | R$ 481,17 | 4
5 |R$  1.35390 | R$ \WZ83420 1 Ho—> 43753 5
6 |R$  1.35390 | R$ 6872001 Fs—> 391,71| 6
7 |R$ 1.35390 | R$ _ 5.861,70 | R$ 34360 7
8 |R$ 1.35390 | R$ _ 4.800,88 | R$ 293,08 | 8
9 |R$ 1.35390 | R$ _ 3.687,02 | R$ 240,04 | 9
10 |R$  1.353,90 | R$ _ 2.517,46 | R$ 184,35 | 10
11 |R$  1.353,90 | R$ _ 1.289,43 | R$ 125,87 | 11
2 |R$  1.353,90 | R$ 0,00 | R$ 64,47 12

Figura 9: Exemplo de planilha padrao de evolugao de saldo devedor: tabela Price.

Podemos reescrever esta planilha fazendo uso das novas nocgoes de saldo capitalizavel
e saldo nao capitalizavel, se bem que, neste contexto, esta distincao ainda esta comple-
tamente sem funcao: ela é introduzida apenas para preparar a passagem para o proximo
passo. O resultado pode ser contemplado na Figura 10, onde ainda mostramos o fluxo de
informagao que rege o calculo dos juros e a sua incorporacao no saldo devedor: aqui, no
saldo devedor capitalizavel.

A titulo de contraste, apresentamos na Figura 11 a mesma planilha elaborada conforme
o método de Gauss. Novamente, mostramos ainda o fluxo de informagao que rege o célculo
dos juros e a sua incorporacao no saldo devedor: agora, no saldo devedor nao capitalizavel.

Nas Figuras 12 e 13, mostramos a mesma comparacao entre planilhas elaborados no
SAC, a juros compostos na Figura 12 e a juros simples na Figura 13.

A comparacao entre as tabelas demonstra claramente como acontece a capitalizagao
dos juros pelo algoritmo tradicional: ocorre através da sua incorporacao ao saldo devedor,
na medida em que os juros dos periodos seguintes incidem sobre este saldo indiscrimina-
damente, independente da origem dos recursos que o compoem. Também demonstra
como superar este problema, dentro de um determinado contrato de crédito: pela simples
subdivisao deste saldo em uma parte capitalizavel, sobre a qual incidem novos juros, e
uma parte nao capitalizavel, sobre a qual nao. Obviamente, uma questao de fundamental
importancia é como fazer essa subdivisao no inicio do contrato.
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PLANILHA ESTENDIDA DE EVOLUCAO DE SALDO DEVEDOR (EXEMPLO)

TABELA PRICE
VALOR FINANCIADO R$_ 12.000,00
PRAZO (MESES) 12
TAXA DE JUROS 5,00%
PRESTAGAO IDEAL R$__ 1.000,00
PRESTAGAO R$ _ 1.353,90
A B © D E F E H [
NO | PRESTAGAO | PRESTACAO SALDO JUROS SOBRE | PRESTAGAO | SALDO NAO SALDO NO
PR TOTAL PARTEC |CAPITALIZAVEL| SALDOC PARTEN |CAPITALIZAVEL|  TOTAL PR
0 R$_ 12.000,00 R — [R$ 12.000,00] 0
1 |R$  1.35300 | R$ _ 1.353,90 | R 11.246,10 | R 600,00 | R R ~ [R$ 11.246,10] 1
2 |R$  1.353,90 | R$ _ 1.353,90 | R$ 10.454,49 | R 562,30 | R R ~ [R$ 10454,49] 2
3 |R$ 1.353,90 | R$  1.353,90 | R$ _ 9.623,31 | R 520,72 | R ~ R ~ |[R$ 962331] 3
4 |[R$ 135390 | R$  1.353,90 | R$ ~8.75058 | R 48117 | R — R ~— |R$ 8.75058| 4
5 |R$  1.353,90 | R} 1.353,90 | R 783420 43753 | R R ~— |R$ 7.83420] 5
6 |R$ 135390 | R 135390 | R$ “6872001Rs> 391,71 | R - |R -~ |R$ 687200] 6
7 [R$ 135390 R$ 135390 |R$ 586170 R 343,60 | R - |R ~ |R$ 5861,70] 7
8 |R$ 135390 RS 135390 | R$ _ 4.800,88] R 293,08 | R R — |[R$ 480088] 8
9 |R$ 1.353,90 | R$  1.35390 | R$ _ 3.687,02| R 240,04 | R I ~ [R$ 3687,02] 9
10 |R$  1.35390 | R$ _ 1.353,90 | RS _ 2.517,46 | R 184,35 | R -~ [R — [R$ _ 2517,46] 10
11 |R$  1.35390 | R$ _ 1.353,90 | R} _ 1.289,43 | R 125,87 | R R ~ [R$  1.28943] 11
12 |R$ _ 1.35390 | R$ _ 1.353,90 | R 0,00 | R 64,47 | R R R 0,00 12

Figura 10: Exemplo de planilha estendida de evolucao de saldo devedor: tabela Price.

PLANILHA DE EVOLUGAO DE SALDOS DEVEDORES (EXEMPLO)

METODO DE GAUSS
VALOR FINANCIADO R$ 12.000,00
PRAZO (MESES) 12
TAXA DE JUROS 5,00%
PRESTACAO IDEAL R$  1.000,00
PRESTACAO R$  1.254,90
FATOR DE PONDERACAO 0,784314
A B C D E F G H |
NO | PRESTAGAO | PRESTAGAO SALDO JUROS SOBRE | PRESTAGAO | SALDO NAO SALDO NO
PR TOTAL PARTEC [CAPITALIZAVEL| SALDO C PARTEN |CAPITALIZAVEL TOTAL PR
0 R 9.411,76 R 2.588,24 [ R$ 12.000,00 [ 0
1 |R 1.254,90 | R 784,31 | R 8.627,45 | R 470,59 | R 470,59 | R 258824 |R$ 11.21569 | 1
2 |R 1.254,90 | R 78431 | R 7.84314 | R 431,37 | R 470,59 | R 254902 |R$ 1039216 | 2
3 |R 1.254,90 | R 78431 | R 7.058,82 | R 392,16 | R 470,59 | R 2.470,59 | R 952941 | 3
4 |R 1.254,90 | R 784,31 | R$ —6.27451 [ R 352,94 | R 470,59 [ R$ | 2.352,94 [ R 8.627,45| 4
5 |[R 1.254,90 | R 784,31 | R$ Y—5.490,20 | R$—>—313.73- - R$—— 476,59 R$P_2.196,08 | R 7.68627 | 5
6 |R 1.254.90 | R 78431 | R$ ¥ 4.705,88 | R$—>—274.5H - R$> 2.000,00 | R 6.705.88 | 6
7 |R 1.254.90 | R 78431 | R 3.92157 | R 23529 | R 470,59 | R 1.764,71 | R 568627 | 7
8 |R 1.254.90 | R 78431 | R 3.137,25 | R 196,08 | R 470,59 | R 1.490,20 | R 462745| 8
9 [R 1.254,90 | R 78431 | R 2.352,94 | R 156,86 | R 470,59 | R 1.176,47 | R 352941 9
10 | R 1.254,90 | R 78431 | R 1.568,63 | R 117,65 | R 470,59 | R 823,53 | R 2.392,16] 10
11 | R 1.254,90 | R 78431 | R 784,31 | R 78,43 | R 470,59 | R 43137 | R 121569 | 11
12 |R$  1.254,90 | R$ 784,31 | R$ 0,00 | R$ 39,22 | R§ 470,59 | R 0,00 [ R 0,00 12

Figura 11: Exemplo de planilha de evolucao de saldos devedores: método de Gauss.
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PLANILHA ESTENDIDA DE EVOLUQAO DE SALDO DEVEDOR (EXEMPLO)
SAC A JUROS COMPOSTOS
VALOR FINANCIADO R$__12.000,00
PRAZO (MESES) B
TAXA DE JUROS 5,00%
PRESTAGAO IDEAL R$ 1.000,00
AMORTIZAGAO R$ 1.000,00
A B C D E F G H |
NO PRESTAGCAO PRESTAGCAO SALDO JUROS SOBRE [ PRESTAGAO SALDO NAO SALDO NO
PR TOTAL PARTE C CAPITALIZAVEL SALDO C PARTE N CAPITALIZAVEL TOTAL PR
0 R 12.000,00 R - R 12.000,00 0
1 R 1.600,00 | R 1.600,00 | R 11.000,00 | R 600,00 | R - R - R 11.000,00 1
2 R 1.550,00 | R 1.550,00 | R 10.000,00 | R 550,00 | R - R - R 10.000,00 2
3 R 1.500,00 | R 1.500,00 | R 9.000,00 | R 500,00 | R - R - R 9.000,00 3
2 |R$__1450,00 | RS _ 1450,00 | R$ 800000 | R$ __ 450,00 | R — R ~ [R$__8.000,00] 4
5 | RS 1400,00 | RS 1.400,00 | RS *£000.00] 200,00 | R — R — [R$__7.000,00] 5
6 | R$__ 1350,00 | R$__ 1.350,00 | R$ “6-000.06 [ FS> 350,00 | R R ~ |R$S__6000,00] 6
7 R 1.300,00 | R 1.300,00 | R 5.000,00 [ R 300,00 | R - R - R 5.000,00 7
8 R 1.250,00 | R 1.250,00 | R 4.000,00 [ R 250,00 | R - R - R 4.000,00 8
9 R 1.200,00 | R 1.200,00 | R 3.000,00 [ R 200,00 | R - R - R 3.000,00 9
10 [ R 1.150,00 | R 1.150,00 | R 2.000,00 [ R 150,00 | R - R - R 2.000,00 | 10
11 | R 1.100,00 | R 1.100,00 | R 1.000,00 | R 100,00 | R - R - R 1.000,00 | 11
12 | R 1.050,00 | R 1.050,00 | R - R 50,00 | R - R - R - 12
Figura 12: Exemplo de planilha estendida de evolucao de saldo devedor: SAC-JC.
PLANILHA DE EVOLUQ[\O DE SALDOS DEVEDORES (EXEMPLO)
SAC A JUROS SIMPLES
VALOR FINANCIADO R$ 12.000,00
PRAZO (MESES) B
TAXA DE JUROS 5,00%
PRESTAGAO IDEAL R 1.000,00
AMORTIZAGCAO SALDO C R 731,71
AMORTIZAGCAO SALDO N R 268,29
FATOR DE PONDERACAQO 0,731707
A B C D E F G H |
NO PRESTAGCAO PRESTAGCAO SALDO JUROS SOBRE [ PRESTAGAO SALDO NAO SALDO NO
PR TOTAL PARTE C CAPITALIZAVEL SALDO C PARTE N CAPITALIZAVEL TOTAL PR
0 R 8.780,49 R 3.219,51 [ R 12.000,00 0
1 R 1.439,02 | R 731,71 | R 8.048,78 | R 439,02 | R 707,32 | R 2.951,22 | R 11.000,00 1
2 R 1.402,44 | R 731,71 | R 7.317,07 | R 402,44 | R 670,73 | R 2.682,93 | R 10.000,00 2
3 R 1.365,85 | R 731,71 | R 6.585,37 | R 365,85 | R 634,15 | R 2.414,63 | R 9.000,00 3
4 R 1.329,27 | R 731,71 | R$ —5.853,66 | R 329,27 | R 597,56 | R$ | 2.146,34 | R 8.000,00 4
5 R 1.292,68 | R 731,71 | R Y\S.lﬂLQS "R"\b—EQQTGS——H-&:——SGQ;QG——H‘ﬂT’I 1.878,05 | R 7.000,00 5
6 | RS 125610 | R$___ 731.71 | RS Y 439024 | RS> 25640 | RS 52459 | RS> 160076 | RS __6000,00| 6
7 R 1.219,51 | R 731,71 | R 3.658,54 | R 219,51 | R 487,80 | R 1.341,46 | R 5.000,00 7
8 R 1.182,93 | R 731,71 | R 2.926,83 | R 182,93 | R 451,22 | R 1.073,17 | R 4.000,00 8
9 R 1.146,34 | R 731,71 | R 2.195,12 | R 146,34 | R 414,63 | R 804,88 | R 3.000,00 9
10 [ R 1.109,76 | R 731,71 | R 1.463,41 | R 109,76 | R 378,05 | R 536,59 | R 2.000,00 [ 10
11 | R 1.073,17 | R 731,71 | R 731,71 | R 73,17 | R 341,46 | R 268,29 | R 1.000,00 | 11
12 | R 1.036,59 | R 731,71 | R (0,00)| R 36,59 | R 304,88 | R - R (0,00)| 12
Figura 13: Exemplo de planilha de evolugao de saldos devedores: SAC-JS.
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E exatamente neste ponto que entra a nova ferramenta do fator de ponderacao f: é
o fator que determina como fazer essa subdivisao — realmente algo a ser bem ponderado.
Note que ele nao depende do capital inicial C'; depende apenas da taxa de juros i e do
prazo do financiamento n, além do sistema de amortizacao, é claro. Sua funcao principal
para planilhas de evolucao de financiamento é determinar a divisao do capital inicial C', no
instante do inicio do contrato (valor presente), em sua parte capitalizéavel, que é C'f, e uma
parte nao capitalizavel, que é C(1 — f), e ele é completamente determinado por um tnico
critério: deve ser escolhido de tal forma que se atinja a meta do equilibrio das contas no
final do contrato, ou seja, a igualdade do valor futuro do capital inicial e da soma de todas
as prestagoes, conforme expressa pela equagao (12). E interessante notar que isso implica,
necessaria e inevitavelmente, que f < 1: a atribui¢cdo de uma parte do capital inicial C
ao saldo devedor nao capitalizavel é um aspecto indissocidvel do regime de capitalizacao
simples, e se esta atribuicao nao for efetuada com o fator correto, é impossivel atingir
a meta de que os dois tipos de saldo devedor devem estar zerados mo fim do contrato!
Também percebemos que o saldo devedor capitalizavel sempre decresce linearmente, i.e.,
em passos constantes, de modo que a mesma afirmagao vale para os juros. A diferenca
entre os varios sistemas de amortizacao reside na forma da curva de decréscimo do saldo
devedor nao capitalizavel e da curva de sua derivada, que é a “parte N” da amortizacao:
no SPC (método de Gauss), esta cresce linearmente para compensar o decréscimo linear
dos juros e assim produzir uma prestacao constante, enquanto que no SAC, ela é constante
e assim a queda linear dos juros acarreta uma queda linear correspondente das prestagoes.

4 Correcao monetaria

Uma das varias vantagens do novo algoritmo introduzido neste trabalho é que, assim
como o algoritmo tradicional, ele pode facilmente ser modificado para acomodar uma
eventual corregdo monetéria: basta aplicar a mesma regra (multiplicar o saldo devedor do
instante imediatamente anterior pelo indexador pertinente) a cada um dos trés tipos de
saldo devedor, assim como a prestacao devida e as suas duas partes. A titulo de exemplo,
mostramos nas Figuras 14 e 15 as planilhas que resultam das planilhas das Figuras 11
e 13, respectivamente, apds incorporacao de uma tipica correcao monetaria.

Gostaria de enfatizar aqui que, em qualquer um dos regimes de capitaliza¢ao (simples
ou composto), deve ser respeitado o principio de sempre reajustar a prestagdo junto com
o saldo devedor, e pelo mesmo indice, concomitante e proporcionalmente, sendo que a
pratica de desvincular estes reajustes deve ser condenada, pois € matematicamente incon-
sistente e leva a distor¢oes na evolugao do financiamento. De fato, este tipo de distorcao
ocorreu em grande escala, por interferéncia do estado, no sistema de financiamento habi-
tacional (SFH), mais especificamente no plano de equiparagao salarial (PES), onde esse
principio foi grosseiramente desrespeitado, levando a acumulagao de gigantescos saldos
devedores remanescentes, muitas vezes impagaveis, arruinando mutuarios ainda anos apés
o encerramento dos seus contratos. Portanto, sugere-se fortemente que essa prdtica seja
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PLANILHA DE EVOLUCAO DE SALDOS DEVEDORES COM CORREGAO MONETARIA PELA TR (EXEMPLO):
METODO DE GAUSS

VALOR FINANCIADO R$__12.000,00
PRAZO (MESES) 12
TAXA DE JUROS 5,00%
PRESTAGAO IDEAL R$ __ 1.000,00
PRESTAGAO R$ _ 1.254,90
FATOR DE PONDERAGAQ 0,784314
DATA INICIAL 22/09/2004
A B © D E F G H I J
NO PRESTAGAO | PRESTAGAO SALDO | JUROS SOBRE| PRESTAGAO | SALDO NAO SALDO FATOR DE | CORREGAO
DATA TOTAL PARTEC _|CAPITALIZAVEL| SALDO G PARTEN |CAPITALIZAVELl  TOTAL _ |CORREGAO|ACUMULADA
0 R$  9.411.76 R$ 258824 R$_ 12.000,00
22/10/2004 R$ _ 9.42381 R$  259155| R$ 12.01536| 1,001280 | 1,00128000
1 R$ _ 1.25651 | R$ 78532 | R$ _ 8.638,49 | R$ __ 471,19 | R 471,19| R$__ 2.591,55 | R$ _ 11.230,04
22/11/2004 R$__ 6.646,37 R$ 259391 | R$  11.24028] 1,000912 | 1,00219317]
2 R$ _ 1.257,65| R$ 786,03 | R$ _ 7.860,34 | R$ __ 432,32 | R} __ 471,62 | R$__ 2.554,61 | R$ 10.414,95
22/12/2004 R$ _ 7.876.26 R$ 255979 | R$ 10.436,05| 1,002026 | 1,00422361
3 R$ 126020 | R 787,63 | R$ _ 7.088,64| RS 393,81 | R} 472,58 | R$ _ 2.481,02| R$ _ 9.569,66
22/01/2005 R$ _ 7.106,71 R$ 248735| R$ _ 959405| 1,002549 | 1,00678338
4 R$  1.26341| R$ 789,63 | R$ _ 6.317,07 | R$ 35534 | R} 473,78 | R$ _ 2.368,90 | RS _ 8.68597
22/02/2005 R$  6.326,22 R$ 237233 | R$__ 8.698,55| 1001448 | 100824120
5 R$ 126524 | R$ 79078 | RS 553544 | R$ 316,31 | RS 474,47 | R$ _ 2.214,18 | R$ _ 7.749,62
22/03/2005 R$  5.546,27 R$ 221851 | R 7.764,78| 1,001956 | 101021332
6 R$ 126772 | R$ 79232 | R$ _ 4.75395|R$ 277,31 | R 47539 | R$ _ 2.02043 | R$ _ 6.774,37
22/04/2005 R$ _ 4.765,34 R$ 202527 | R$ _ 6.790,61| 1,002397 | 1,01263480)
7 R$ _ 1.270,76| R$ 79422 |R$  3.971,12| R$ 238,27 | RS __ 47653 | R$__ 1.787,00| R$ _ 5.758,12
22/05/2005 R$ _ 3.980,99 R$ 1791,45|R$ 577244 | 1002487 | 101515322
8 R$ 127392| R$ 79620 | R$ _ 3.184,79| R$ 19905 | R$ 477,72 | R$ _ 1512,78| R$ _ 4.697,57
22/06/2005 R$__ 3.193,02 R$ _ 1.516,68| R$ _ 4.709,70 | 1,002582 | 1,01777435)
9 R$ 127721 |R$ __ 79825|R$ _ 2.394.76 | R$ 159,65 | R$ 478,95 | R$ _ 1.197,388| R$ _ 3.592,14
22/07/2005 R$__ 2.401,99 R$__ 1.200,99 | R$ _ 3.602,98 | 1,008017 | 1,02084497
10 R$  1281,06| RS 800,66 R$ _ 1.601,33 | R$ 12010 |R$ 480,40 | R$ 840,70 | R$  2.442,02
22/08/2005 R$ _ 1.60544 R$ 84286 | R$ 244830 1002570 | 1,02346855
11 R$__ 1.8435| R$ 80272 | R$ 802,72 | R$ 80,27 |R$ 481,63 | RS 44150 | R$ _ 1.244,22
22/09/2005 R$ 805,12 R$ 44282 | R$  1.0247,94| 1,002994 | 1,02653281
12 R$ 128820 | R 80512 | R$ 0,00 R$ 4026 | R$ 483,07 | R$ (0,00)| R$ (0,00)

Figura 14: Exemplo de planilha de evolucao de saldos devedores com correcao monetéaria:
método de Gauss.

terminantemente proibida, através de legislacao especifica. Em particular, isso significa
que nao deveria ser permitido incluir correcao monetaria em contratos baseados em sis-
temas de prestacao constante (tabela Price ou método de Gauss). J& nos sistemas de
amortizacao constante (SAC), tal problema deixa de existir: pelo contrério, a corregao
monetaria tende a ser compensada, pelo menos parcialmente, pela queda natural das
prestacoes ao longo do contrato. Em tempos de inflacao baixa, acarreta apenas uma
queda mais lenta.

5 Séries de pagamentos irregulares

Finalmente, nao podemos deixar de abordar uma questao de eminente importancia
pratica: como lidar, dentro da metodologia aqui proposta, com séries de pagamentos irre-
gulares. Em principio, existem dois tipos de irregularidades: (a) os pagamentos efetuados
pontualmente, nas suas respectivas datas de vencimento, porém com valores diferentes dos
valores devidos, e (b) os pagamentos efetuados em datas diferentes das suas respectivas
datas de vencimento, tipicamente com atraso. Ambos levam a desvios da evolucao “real”
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PLANILHA DE EVOLUCAO DE SALDOS DEVEDORES COM CORRECAO MONETARIA PELA TR (EXEMPLO)
SAC A JUROS SIMPLES

VALOR FINANCIADO R$ 12.000,00
PRAZO (MESES) 12
TAXA DE JUROS 5,00%
PRESTAGAO IDEAL R$__ 1.000,00
AMORTIZACAO SALDO C R$ 731,71
AMORTIZACAO SALDO N R$ 268,29
FATOR DE PONDERACAQ 0,731707
DATA INICIAL 22/09/2004
A B © D E F G H I J
NO PRESTACAO | PRESTACAO SALDO JUROS SOBRE| PRESTAGCAO | SALDO NAO SALDO FATOR DE | CORRECAO
DATA TOTAL PARTE C _ |CAPITALIZAVEL] SALDOC PARTEN [CAPITALIZAVEL]  TOTAL CORREGAO| ACUMULADA
0 R$ _ 8.780,49 R$ 321951 R$  12.000,00
22/10/2004 R$  8.791,73 R$ 3.22363| R$ 12.01536| 1,001280 1,00128000)
1 R$  1.440,87 | R$ 732,64 | R$ _ 8.059,08 | R$ 439,59 | R$ 708,22 [R$ _ 2.955,00 | R$ 11.014,08
22/11/2004 RS  8.066,43 R$ 2957,69| R$ 11.024,12] 1,000912 1,00219317]
2 R$  1.405,51 | R$ 73331 R$__ 7.333,12| R$ 403,32 | R$ 672,20 | R$ _ 2.688,81 | R$ 10.021,93
22/12/2004 R$  7.347.98 R$ 269426 R$ 10.04224 | 1002026 1,00422361
3 R$  1.371,62| R$ 734,80 |R$ __ 6.613,18 | R$ 367,40 | R$ 636,82 | R$ 242483 | R$  9.038,01
22/01/2005 R$  6.630,04 R$ 2431,01|R$  9.061,05| 1,002549 1,00678338
4 R$  1.338,29 | R$ 736,67 | R$ __ 5.893,37 | R$ 331,50 [ R$ 601,61 R$  2.160,90 | R$ _ 8.054,27
22/02/2005 R$  5.901,90 R$ 2.164,03| R$  8.065,93 | 1,001448 1,0082412(
5 R$  1.303,34| R$ 73774 | R$ _ 5.164,16 | R$ 295,09 [ R$ 565,60 | R$  1.89353 | R$  7.057,69
22/03/2005 R$  5.174,26 R$ 1.897,23| R$ _ 7.071,49| 1,001956 1,01021332)
6 R$  1.268,93 | R$ 739,18 [R$ _ 4.435,08 | R$ 258,71 | R$ 52975 |R$ _ 1.626,20 | R$ _ 6.061,28
22/04/2005 RS 4.445,71 R$  1.630,10| R$ _ 6.075,81] 1,002397 1,0126348(
7 RS 1.23492 | R$ 74095 [ R$  3.704,76 | R$ 222,29 [ R$ 493,97 | R$ _ 1.358,41 | R$ _ 5.063,17
22/05/2005 R$  3.713,98 R$ 1.361,79| R$ _ 5.075,77| 1,002487 1,01515322
8 R$ _ 1.200,85| R$ 74280 |R$ _ 2.971,18| R$ 185,70 | R$ 45806 | R$ _ 1.089,43| R$ _ 4.060,61
22/06/2005 R$  2.978,85 R$  1.092,25| R$ _ 4.071,10| 1,002582 1,01777435
9 R$  1.166,72| R$ 74471 | R$ 223414 R$ 148,94 | R$ 422,00 | R$ 819,18 R$  3.053,32
22/07/2005 R$  2.240,88 R$ 821,66 | R$ _ 3.062,53 | 1,003017 1,02084497
10 R$  1.132,89| R$ 74696 | RS 1.493,92| R$ 112,04 | R$ 385,93 | R$ 547,77 | R$ __ 2.041,69
22/08/2005 R$  1.497,76 R$ 54918 R$ _ 2.046,94 | 1,002570 1,02346855
11 R$  1.098,36 | R$ 748,88 | R$ 748,88 | R$ 74,89 | R$ 349,48 | R$ 27459 | R$ _ 1.023,47
22/09/2005 R$ 751,12 R$ 27541 | R$__ 1.026,53 | 1,002994 1,02653281
12 R$  1.064,09 | R$ 751,12 | R$ (0,00) R$ 37,56 | R$ 31297 | R$ - |Rs (0,00)

Figura 15: Exemplo de planilha de evolucao de saldos devedores com correcao monetaria:
SAC-JS.

do financiamento em relacao a sua evolucao “tedrica” que precisam ser tratados de forma
correta, tanto quando se trata de desvios a favor do credor, principalmente em funcao de
atrasos no pagamento, como quando se trata de desvios a favor do devedor, provindos de
cobrancas excessivas, seja pelo calculo do valor da parcela usando juros compostos em vez
de juros simples, seja pela inclusao de encargos nao permitidos pela legislacao vigente.

O método mais simples e eficiente para lidar com tais desvios é inclui-los no saldo,
o que significa que a partir do periodo seguinte, eles geram juros. No regime de juros
simples, o principio correspondente deve ser de inclui-los no saldo capitalizavel e os ju-
ros que geram — como todo e qualquer tipo de juros — no saldo nao capitalizavel. Nos
planos de amortizagdo mais comuns e mais simples (que sdao o SPC e o SAC discutidos
neste trabalho, sem corregao monetdria), onde é facil calcular os valores das prestagoes
devidas em cada instante, o método mais adequado é exibir, na coluna entitulada “saldo
capitalizavel”, apenas as diferencas entre as prestacoes efetivamente pagas e as prestacoes
devidas, em ordem cronoldgica segundo as respectivas datas de pagamento ou vencimento,
e na coluna entituada “saldo nao capitalizavel”, apenas os juros acumulados em func¢ao
destas diferencas. Assim, a primeira destas colunas evidencia a oscila¢do da evolucdo do
financiamento em torno da meta. Ademais, desta forma, é possivel incorporar multas e
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juros de mora, em cada data de vencimento. Segundo o cédigo de defesa do consumidor,
o valor da multa deve ser de, no maximo, 2% sobre o minimo entre (a) o saldo (total),
caso este for negativo, e (b) a diferenga entre valor do pagamento efetuado e valor da
prestagao devida, caso esta for negativa, ambos na data de vencimento anterior, devendo
ser incluido no saldo capitalizavel, enquanto que o valor dos juros de mora deve ser de,
no maximo, 1% sobre o saldo (capitalizavel) na data de vencimento anterior, caso este for
negativo, devendo ser incluido no saldo nao capitalizavel. Somam-se a isso ainda os juros
sobre o saldo capitalizavel, calculados por multiplicacao pela taxa de juros ¢ pactuada
no contrato, que também devem ser incluidos no saldo nao capitalizavel. Prosseguindo
assim, passo a passo, apura-se o saldo capitalizavel e o saldo nao capitalizavel, a favor
do devedor quando forem positivos e do credor quando forem negativos, representando o
estado “real” do contrato em relacao ao seu estado “tedrico”, no momento da analise.

A titulo de exemplo, mostramos na Figura 16 uma planilha que resulta da planilha
da Figura 11 quando o devedor pagou, ao invés do valor devido que consta da coluna B
da Figura 11, o valor que consta da coluna B da Figura 10, mas atrasou o pagamento
da sexta parcela e deixou de pagar a tultima parcela; mesmo assim, permaneceu com um
saldo positivo de 119,14 R$ no final do contrato.

PLANILHA DE EVOLUGAQ DE SALDO DE CONTRATO DE FINANCIAMENTO
VALOR FINANCIADO: R$ 12.000,00, PRAZO: 12 MESES

[ TAXA DE JUROS 5,00% |

A B C D E F G H \ J K

NO | DATADO VALOR DATA DO VALOR SALDO MULTA | JUROS |JUROSDE| SALDONAO SALDO
PR _|VENCIMENTO| DEVIDO |PAGAMENTO| PAGO  |CAPITALIZAVEL| 2% REMUNER | MORA 1% | CAPITALIZAVEL|  TOTAL

1| 22/10/2004 |R$ 1.254,90 | 22/10/2004 | R$ 1.353,90 99,00 0,00 0,00 0,00 0,00 99,00
2 | 22/11/2004 | R$ 1.254,90 | 22/11/2004 | R$ 1.353,90 198,00 0,00 4,95 0,00 4,95 202,95
3 | 22/12/2004 | R$ 1.254,90 | 22/12/2004 | R$ 1.353,90 297,00 0,00 9,90 0,00 14,85 311,85
4 | 22/01/2005 | R$ 1.254,90 | 24/01/2005 | R$ 1.353,90 396,00 0,00 14,85 0,00 29,70 425,70
5 | 22/02/2005 | R$ 1.254,90 | 22/02/2005 | R$ 1.353,90 495,00 0,00 19,80 0,00 49,50 544,50
6 | 22/03/2005 | R$ 1.254,90 759,90 0,00 24,75 0,00 74,25 -685,65

02/04/2005 | R$ 1.394,52 634,62

7 | 22/04/2005 | R$ 1.254,90 | 22/04/2005 | R$ 1.353,90 719,91 -13,71 -38,00 -7,60 28,66 748,56
8 | 22/05/2005 | R$ 1.254,90 | 22/05/2005 | R$ 1.353,90 818,91 0,00 36,00 0,00 64,65 883,56
9 | 22/06/2005 | R$ 1.254,90 | 22/06/2005 | R$ 1.353,90 917,91 0,00 40,95 0,00 105,60 1.023,50
10 | 22/07/2005 | R$ 1.254,90 | 22/07/2005 | R$ 1.353,90 1.016,91 0,00 45,90 0,00 151,49 1.168,40
11 | 22/08/2005 | R$ 1.254,90 | 22/08/2005 | R$ 1.353,90 1.115,91 0,00 50,85 0,00 202,34 1.318,24
12 | 22/09/2005 | R$ 1.254,90 -138,99 0,00 55,80 0,00 258,13 119,14

Figura 16: Exemplo de planilha de evolucao real de saldos devedores.

Obviamente, este esquema pode ainda ser estendido de tal forma a também incorporar
correcao monetaria, conforme o principio explicado na secao anterior, e pode ser adaptado
a incorporar outras regras, conforme mandam a legislacao e normas emitidas pelo Banco
Central, por exemplo.
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6 Demonstrativos de evolucao de financiamento

Tendo em vista a importancia da nova metodologia para o funcionamento de sistemas
de amortizacao de crédito dentro do regime de juros simples, apresentamos a seguir um
roteiro para a construcao de um demonstrativo de evolugao “tedrica” de financiamento
neste ambito que funciona para qualquer sistema de amortizacao e ainda pode ser adap-
tado para acomodar correcao monetaria e pagamentos irregulares.

6.1 As principais novidades

O novo tipo de demonstrativo se caracteriza por dois ingredientes que nao existem na
versao tradicional:

1. a subdivisao do saldo devedor em uma parte chamada de saldo capitalizavel e uma
parte chamada de saldo nao capitalizavel, mantendo-se o saldo total como a soma
dos dois;

2. a introducao do fator de ponderacdo f, um nimero entre 0 e 1 que desempenha um
papel central no esquema e é fixado no inicio do contrato, uma vez por todas, nao
podendo ser alterado de forma alguma, e de tal modo a garantir o cumprimento da
meta do equilibrio das contas — ou seja, a condicao de que ambos os saldos estejam
zerados — no final do contrato,

S¢ =0, S¥=0.

em conjunto com a condi¢ao de igualdade do valor futuro do capital inicial e da
soma de todas as prestacoes, no regime de capitalizacao simples, conforme expressa
pela equacao

C(l+in) = Zn:Pk (1+i(n—k)) .

Usando este critério, o fator de ponderagao é completamente determinado pelo plano
de amortizacao escolhido, através de uma férmula explicita, dependendo apenas da
taxa de juros ¢ e do prazo n, mas nao do capital inicial C.

6.2 A lei de evolucao

As regras basicas que constituem o roteiro para construir demonstrativos da evolucao
“tedrica” do financiamento, passo a passo, sao as seguintes.

1. Como condicao inicial, usa-se o fator de ponderacao f para dividir o saldo total S,
que é igual ao capital C' emprestado, em uma parte capitalizavel S§ e uma parte
nao capitalizavel SJ, conforme a seguinte regra:

S¢ =Cf . S =Cl-f).
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2. A amortizacao do saldo capitalizavel acontece em passos constantes, iguais entre
eles, reservando-se para tanto uma parte fixa P¢ de cada prestagao P

C
STi-Sf =A% =PC = —f = S =¢C

n—=k

f

3. A amortizacao do saldo nao capitalizavel acontece de forma variavel, destinando-se
a parte remanescente PN = P, — PY de cada prestagao P, a esta amortizacio e ao
pagamento dos juros:

4. A cada passo, os juros incidem apenas sobre o saldo capitalizavel imediatamente
anterior e, conforme ja mendionado no item anterior, sao incluidos apenas no saldo
nao capitalizavel:

: n—k+1
J, = i8¢, = Ci———— f .
k k—1
n
Com essa prescricao, quebra-se a “retroagao” dos juros no saldo que gera outros juros, ou
seja, elimina-se o anatocismo, e se o fator f for corretamente escolhido, o resultado serd
que no final do contrato, ambos os saldos serao zerados!

Para a construcao de demonstrativos da evolucao “real” do financiamento, procede-se
da forma indicada nas duas secoes anteriores.

7 Conclusoes

Inicialmente, demonstramos neste trabalho, com rigor matematico, que a metodologia
usual e atualmente praticada pelas instituicoes financeiras no Brasil na administracao
de créditos, que consiste em utilizar as prestagoes para primeiro pagar os juros e depois
aproveitar apenas o restante para a amortizacao do crédito original, implica, necessaria e
inevitavelmente, em capitalizagao de juros, ainda que de forma camuflada. Portanto,
o fato de que este procedimento é tolerado pelos tribunais, apesar da proibicao da
capitalizacao de juros, configura uma das grandes contradi¢oes na jurisprudéncia sobre o
assunto no Brasil.

Como ponto central do trabalho, apresentamos uma nova metodologia que permite
evitar este problema e fazer com que finalmente se cumpra a lei. A ideia béasica é usar
dois tipos de saldo devedor, um capitalizavel e um nao capitalizavel, sendo que juros inci-
dem apenas sobre o primeiro e sao creditados ou debitados apenas no segundo. Sistemas
de amortizacao de crédito como o método de Gauss e o SAC a juros simples se enqua-
dram naturalmente nesta abordagem e assim recebem um novo e mais sélido fundamento
tedrico. Ademais, este fundamento é formulado em termos de um algoritmo iterativo, o
qual permite nao apenas formular planos idealizados que, na realidade, servem mais como
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“metas de pagamento” — de modo semelhante a estrategia das metas de inflacao — do que
como esquemas rigidos, mas também ¢é capaz de acomodar e tratar os inevitaveis desvios
destas metas.

Finalmente, é claro que uma adogao generalizada de um regime de juros simples para
crédito, apesar de ser exigida por preceitos legais, deve ser implementada com muita cau-
tela, devido ao seu profundo impacto na economia. Porém, é facil prever que a médio e
longo prazo, tal transicao trard importantes beneficios para a sociedade em geral, entre
eles uma reducao significativa dos custos do crédito para contratos de longa duragao, uma
reducao nao menos significativa da inadimpléncia, em particular a eliminagao da distor¢ao
sistémica e moralmente inaceitavel da possibilidade da “divida eterna” e, finalmente, uma
maior estabilidade do sistema financeiro como um todo: um sistema que nao permite ex-
plosoes incontrolaveis de dividas certamente trard mais estabilidade do que alguns dos
atuais mecanismos que permitem a formagao de bolhas especulativas, cujas graves con-
sequéncias o mundo acabou de vivenciar. O presente trabalho foi desenvolvido com este
intuito, visando providenciar ferramentas para os profissionais da area para lidar com o
desafio de alcancar o equilibrio.
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SNota-se que a crise atual iniciou-se nos EUA, justamente no setor imobilidrio, que é caracterizado
pelos financiamentos de mais longa duragao, tendo sido desencadeada por um leve aumento da taxa de
juros que, no entanto, acarretou um aumento brusco da inadimpléncia. Trata-se de uma licao exemplar
nao apenas sobre os riscos de uma alavancagem excessiva, mas também sobre a inerente instabilidade do
regime de juros compostos em financiamentos a longo prazo.
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