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Resumo

Neste trabalho, estabelecemos a base mateméatica do sistema de amortizacao cres-
cente (SACRE), que é amplamente utilizado no financiamento imobilidrio no Brasil,
mas que hé décadas vem sendo aplicado de forma incoerente e, a rigor, incorreta,
por falta de uma fundamentacao matemdtica adequada. Formulamos este sistema
nao apenas no regime de juros compostos, mas também no regime de juros simples.
Isso requer a utilizagdo de uma nova metodologia, introduzida em um trabalho
anterior [1], que é baseada na subdivisdo do saldo devedor em dois sub-saldos:
um saldo capitalizavel e um saldo nao capitalizavel, sendo que os juros devidos na
data de vencimento de cada parcela incidem sobre o saldo capitalizavel da data
de vencimento da parcela imediatamente anterior, mas sao incluidos no saldo nao
capitalizavel, sobre o qual nao incide juro nenhum. As férmulas para os valores das
prestagoes sao novas, e demonstra-se que elas satisfazem a condicao de equilibrio, a
qual exige que o(s) saldo(s) devedor(es) deve(m) ser zerado(s) no final do contrato.
Como no caso dos sistemas de prestagao constante (tabela Price / método de Gauss)
e de amortizagao constante (SAC), o esquema permite incorporar, sem dificuldade
alguma, correcao monetaria e desvios do roteiro previamente tracado ocasionados
por atrasos de pagamentos.
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1 Introducao

No mercado de crédito ao consumidor no Brasil, com pagamento em parcelas, existem
hoje varios sistemas de amortiza¢cdo que proporcionam o arcabougo matematico para
calcular as prestacoes e demonstrar a evolucao do financiamento ao longo do tempo.
O mais conhecido entre eles é sem duvida a “tabela Price”, mas ha varios outros, tais
como o “SAC”, por exemplo.! Grosso modo, eles podem ser classificados como

e sistemas de prestagdo constante (SPCs);
e sistemas de amortizagao constante (SACs);

e sistemas de amortizagao mista (SAMs) ou crescente (SACRES).

Aqui, usamos o plural porque cada um deles, assim como qualquer outro, vem em duas
versoes, dependendo do regime de juros empregado: juros compostos, com a capitalizagao
de juros embutida, e juros simples, onde nao ha capitalizagao de juros. Em particular, o
sistema de prestacao constante a juros compostos ¢ exatamente a “tabela Price”, enquanto
que o sistema de prestacao constante a juros simples é conhecido como “método de Gauss”:

e SPC-JC = tabela Price;
e SPC-JS = método de Gauss.

Ressalta-se que na literatura padrao de matematica financeira, o assunto é desenvolvido
quase que exclusivamente com base na capitalizacao composta: ha uma escassez notavel
de trabalhos sobre os esquemas correspondentes com capitalizacao simples, com algumas
poucas excegoes recentes [1-3].

No caso dos SPCs e SACs, a matematica ja se encontra consolidada e razoavelmente
bem documentada, em ambos os regimes de juros. Em particular, em um trabalho recente
deste autor [1], foi desenvolvida uma nova metodologia para a demonstragao da evolugao
do financiamento quando se adota o regime de juros simples, expurgando a capitalizagao
de juros, com validade comprovada, matematicamente, no ambito dos SPCs e dos SACs.

Infelizmente, o mesmo nao vale para o SACRE, nem sequer no ambito do regime de
juros compostos !

O SACRE ¢ um sistema hibrido entre o SPC e o SAC, amplamento utilizado no SFH
(sistema financeiro de habitac¢@o), ou seja, em contratos para a aquisigao de iméveis que,
naturalmente, sao de longa duragao — tipicamente entre 10 e 20 anos. A ideia basica é
atraente: o prazo total do financiamento é dividido em um certo nimero de subperiodos
iguais e a prestacao é mantida constante durante cada um deles, como no SPC, mas
decresce linearmente, em passos iguais, quando se passa de qualquer um deles ao préximo,

O rétulo “tabela Price”, amplamente utilizado no Brasil, é quase que desconhecido no mercado
internacional, onde este sistema é conhecido como “sistema francés de amortizagdo” e o SAC como
“sistema italiano de amortizacao”.
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como no SAC.% Assim, combinam-se as principais vantagens do SAC em relacao ao SPC —
a saber: (i) prestagoes inicialmente mais altas, mas decrescentes ao longo do tempo (em
conformidade com o fator psicologico de que todo ser humano tem a tendéncia de estar
disposto a pagar um valor maior para um bem novo do que para um bem que ja possui ha
anos) e (ii) uma redugao significativa do valor total a ser pago — com a principal vantagem
do SPC — a saber: uma prestacao constante ao longo do tempo, o que para o leigo facilita
o planejamento do or¢amento. O decréscimo das prestacoes que é tipico do SAC ocorre
apenas em ritmo anual, agradando o mutuario que vé sua prestacao cair, ao contrario dos
aumentos anuais de precos e custos, mas também de salarios.

Sendo assim, e tendo em vista a importancia do SACRE na pratica, uma vez que a
Caixa Economica Federal, como a instituicao financeira lider neste segmento, dispoe de
uma carteira de milhoes de contratos baseados no SACRE, e todos de valores altos, seria
de se esperar que este sistema seja baseado em uma modelagem matematica adequada.
Infelizmente, nao é isso que ocorre — muito pelo contrario! Pois quando perguntamos
qual é o método empregado pelas instituicoes financeiras para determinar as prestacgoes
neste sistema, deparamo-nos com o seguinte algoritmo: a primeira prestacao ¢ calculada
simplesmente pela mesma férmula do SAC, porém é mantida constante durante um ano,
e as prestagoes nos anos seguintes sao calculadas, mais uma vez, pela mesma férmula
do SAC, s6 que aplicada ao saldo devedor constatado no final do ano anterior e com
0 prazo remanescente. E facil ver que este procedimento simplista ¢ matematicamente
inconsistente, ferindo o principio mais importante da matemdtica financeira para o cdlculo
das prestacoes em qualquer sistema de amortizacao: o preceito do equilibrio das contas
no final do contrato, segundo o qual as prestacoes devem ser calculadas de tal forma que
o saldo devedor esteja zerado no final do contrato. De fato, basta inspecionar a planilha
de evolucao de financiamento de qualquer contrato baseado neste sistema para ver que a
conta nunca fecha: no final, sempre aparece um saldo remanescente a favor do mutuédrio
que requer um reajuste manual, através de uma reducao no valor da ultima parcela.
(A titulo de exemplo, veja a planilha na Figura 12 abaixo.) Por este motivo, chamaremos
esse algoritmo de SACRE falso. E verdade que a correcao a ser efetuada no final é de
menor porte, mas segundo os principios da matematica financeira — os tinicos que protegem
o devedor da arbitrariedade total por parte do credor na hora de se calcular as prestacoes —
nao deveria haver correcao nenhuma: a sua mera presenca assinala um defeito estrutural
na metodologia adotada, configurando uma gritante falta de profissionalismo por parte
das institui¢oes financeiras que utilizam o SACRE.

O que ¢ mais grave ainda é que a metodologia acima descrita implica, automatica e
imevitavelmente, e de forma camuflada, em capitalizacao dos juros: isso ocorre na medida
em que, no computo das prestacoes, utiliza-se o saldo devedor no final do ano anterior,
no qual foram incluidos os juros pagos nos anos anteriores. (Veja o Teorema 1 em [1].)
Assim, o método é totalmente inadequado para construir um SACRE a juros simples.

2Obviamente, nos contratos de financiamento de iméveis, temos subperiodos de um ano, mas em
principio, o sistema pode ser adaptado a outros subperiodos (por exemplo, semestres, trimestres ou
quadrimestres) para contemplar outras finalidades.
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E como se tudo isso nao bastasse, ainda se comete outra atrocidade contra as leis
da matematica financeira, que sao as mesmas que as do bom senso: no que diz res-
peito a correcao monetaria, permite-se que o saldo devedor seja reajustado mensalmente,
enquanto que a prestacao ¢ reajustada apenas anualmente. Nao se precisa de nenhum
conhecimento de matematica para concluir que tal regra desequilibra qualquer contrato,
e de forma imprevisivel, pois o indice de reajuste (nao importa se for a TR ou qualquer
outro) é apenas conhecido “a posteriori”.

A meta deste trabalho é remediar essa situacao e construir um SACRE livre de todos
esses defeitos e ainda em duas versoes: uma para o regime de juros compostos e uma para
o regime de juros simples. Como veremos, este sistema ¢é bastante geral, pois inclui como
casos especiais tanto o SPC como o SAC!

2 Calculo das prestacoes

Como ja foi mencionado, todo e qualquer calculo em sistemas de amortizagao de crédito
deve ser baseado no preceito do equilibrio das contas no final do contrato: ele
exige que o capital inicial C', devidamente capitalizado, deve ser igual a soma de todas
as prestacoes, cada uma também devidamente capitalizada, e pela mesma regra. Quando
o contrato preve a devolucao do empréstimo em uma série uniforme de n prestagoes
consecutivas, mesmo que nao sejam iguais, temos que C' capitaliza durante n periodos,
enquanto que a primeira prestacao P, capitaliza durante n — 1 periodos, a segunda
prestacao P, capitaliza durante n — 2 periodos, e assim em diante, até a pentltima
prestacao P, ;, que capitaliza durante apenas 1 periodo, e a ultima prestacao P,, que
nao capitaliza. Assim, a referida condi¢ao de equilibrio assume a seguinte forma [1]:

e No regime de juros compostos,

C(l+4d)" = P, (1+d)"". (1)

e No regime de juros simples,
C(l+in) = Y P (1+i(n—Fk). (2)
k=1

No SACRE, dividimos o prazo total do financiamento, que é de n periodos basicos, em r
subperiodos iguais, cada um dos quais consiste de s periodos bésicos; assim, vale

n =rs. (3)

Nesta situacao, é sempre conveniente decompor o indice k (1 < k < n) que aparece nas
somas acima, e nas a seguir, conforme o algoritmo euclideano:

k= @p-1s+tq 1<p<r,1<qg<s). (4)
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Obviamente, no sistema de financiamento habitacional, o periodo basico é de um més e
o subperiodo é de um ano, de modo que s = 12; entao n representa o prazo total do
financiamento em meses enquanto que r representa o mesmo prazo total do financiamento
em anos. Mas podemos ainda recuperar o SPC pondo r =1, s =n e 0 SAC pondo r = n,
s=1.

O preceito fundamental que caracteriza o sistema de amortizacao chamado de SACRE
é que as prestacoes (i) sejam constantes durante cada subperiodo e (ii) decrescam linear-
mente, em passos iguais, quando se passa de qualquer um deles ao proximo. A primeira
condicao significa que P(p—l)s ., depende apenas de p e nao de ¢, de modo que podemos
simplificar a notacgao, escrevendo

o /
Po-vsta = B
ou mais explicitamente,
. . o /
Pop-nysy1=---=PF, = P,
A segunda condicao significa entao que
P(p—l)s-i—q = PI; = RE)(T—p—l—l)—FPO/, (5>

com apenas duas constantes R{, e P, que precisam ser escolhidas de acordo com o principio
do equilibrio das contas no final do contrato, sendo que a primeira delas é chamada de
razao de decréscimo. Claramente, os valores destas constantes dependerao fortemente do
regime de juros aplicado.

2.1 SACRE a juros compostos

Reescrevendo a somatoria sobre k na equagao (1) como soma dupla sobre p e ¢, podemos
usar a primeira formula binomial

" —1
r—1

: (6)

Zm"’k ="ty " 41 =
k=1

(valida para x # 1 e facilmente provada multiplicando os dois lados por x — 1), com
r =1+ i, para executar a soma sobre ¢:

COUFD)" = DD Plpayerg (L) 07070

p=1 ¢g=1

S AR YR
p=1 q=1
(1+4)°—1

1

= > P(a+i))""
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Inserindo a equagao (5) e aplicando novamente a mesma férmula, em conjunto com a
sequnda formula binomial

Z(n—kz—i—l)x”_k =na" 4 (n—1)2" 24+ .. 420 +1

(7

_ona™ —(n+1)a2"+1  na” " —1
(x —1)2 -1 (x—1)2
(vélida para x # 1, que segue da primeira, com n substituido por n + 1, tomando a
derivada em relagao a x), com x = (1 + 7)*, obtemos

(1+i)*—1

crir = S S ey () + B0

7
p=1 p=1

| =

(1+4)*—1

— / 1 \TS /
. {Ror( + 1) Ry, AT =1

+ Py((1+4)" — 1)} ,

~

com solucgao obvia

poC oG
r (1+i)*—1 T
Assim, chegamos ao resultado:
C . 1
P(p—1)8+q = PI; = ?Z<(T_p+1)+(1_'_7/>—8_1) . (8)

Note que esta férmula inclui como casos especiais a da prestacao do SPC a juros compostos
(tabela Price) quando r = p =1, s = n, ¢ = k e também a prestacao do SAC a juros
compostos quando r=n,p=k, s=q=1.

2.2 SACRE a juros simples

Reescrevendo a somatéria sobre k na equagao (2) como soma dupla sobre p e ¢, podemos
usar a primeira formula de Gauss
= n(n —1
Z(n—k)E(n—1)+(n—2)+...+2+1:%, (9)

k=1
para executar a soma sobre q:

C(1+in) = Z Z P(pfl)s+q (1 +i(rs—(p—1)s — q))

= ZPI; Z(l + is(r —p) + i(s — q))

= SZP; (1+is(r—p)+i(s—1)/2) .
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Inserindo a equagao (5) e aplicando novamente a mesma férmula, em conjunto com a
sequnda formula de Gauss

n

n—k+1)(n—k) = nn-1)+Mnm-1)n-2)+...+32+21

k=1 (10)
_ (n+ 1)n(n —1)
3 ;
obtemos
C(1+4irs) = Rjis® Z(r—p+1)(r—p) + Rys(1+i(s—1)/2) Z(r—p—l—l)
+ Pyis® Y (r—p) + Pis(1+i(s —1)/2) r

= iRy (r+1)r(r—1)s*/3 + Ry (r+ )rs (1 +i(s —1)/2) /2
+ iPyr(r—1)s?/2 + Pirs (1 +i(s —1)/2) .

Aqui, a solucao esta longe de ser 6bvia, mas podemos chegar nela considerando a expansao
de Taylor em ¢ dos coeficientes P} e Rj. Primeiro, ambos sao obviamente proporcionais
a C'/n, e quando i = 0 (juro zero), temos que P ¢ igual a prestagao ideal C'/n enquanto
que Rj se anula. Isso constitui parte da motivacdo que nos leva a introduzir um novo
coeficiente f tal que

P, =

S|1Q

(1—if(s—1)/2) , Ry = %ifs, (11)

em termos do qual a equacao anterior, apds cancelamento de um termo C' seguida pela
divisao por um fator C'i, assume a forma

rs = if(r+1)(r—1)s*/3 + f(r+1)s(1+i(s —1)/2)/2
+ (r=1)s/2 —if(r=1s(s—1)/4 + (s—1)/2 = f(s—=1)(L+i(s —1)/2)/2,
ou apds rearranjo dos termos e multiplicagao por 12,
6(1—f)(n+1) = 6(1—f)(1+7rs)
—if (4(r+ )(r —1)s* + 3(r+ )s(s — 1) — 3(r — 1)s(s — 1) — 3(s — 1)2>

=if (47“252 —45% 4 65(s — 1) — 35% + 65 — 3)

= if(4n2—32—3>,
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com solugao

1
— . 12
/ 1+,4n2—32—3 (12)
’L B EEEEEEE———
6(n+1)
Assim, chegamos ao resultado:
C i(s—1)/2 is(r—p+1)
Plo-tys+a = Py = n L= 4n? — s> — 3 4n? — s> — 3 (13)
1 ) 1 )
S LTy

Note que esta férmula inclui como casos especiais a da prestacao do SPC a juros simples
(método de Gauss) quando r = p =1, s = n, ¢ = k e também a prestacao do SAC a
juros simples quando r=n,p=k, s=q=1.

Finalmente, devemos observar que as equagoes (8) e (13) ndo sao as unicas solugoes das
respectivas condigoes de equilibrio (1) e (2): afinal, essa constitui apenas uma equagao,
enquanto que a equagao (5) contém dois parametros livres, de modo que nao ha como
se pode esperar unicidade da solugao. Na proxima secao, aprofundaremos nossa argu-
mentagao para demonstrar que as formulas acima sao realmente as corretas.

3 Evolucao do financiamento no SACRE

Nesta secao, apresentamos a metodologia para construir planilhas de evolucao do finan-
ciamento de um contrato no SACRE. No caso do SACRE a juros compostos, o proce-
dimento é o tradicional, mas para tratar do SACRE a juros simples, é imprescindivel
aplicar a metodologia desenvolvida na Ref. [1], baseada na subdivisao de prestacao, saldo
e amortizacao em uma parte capitalizavel e uma parte nao capitalizavel.

Comecamos por recordar os algoritmos iterativos para a atualizagao do saldo devedor
conforme apresentados na Ref. [1], que s@o gerais no sentido de se aplicarem a séries de
pagamentos uniformes no tempo mas com valores arbitrarios, de modo que valem para
qualquer sistema de amortizacao. Inicialmente, fixamos a notacao: denotaremos

e por C o capital inicial ou valor do financiamento;
e por n o numero total de parcelas que representa o prazo total do financiamento;
e por ¢ a taxa de juros por periodo basico convencionada;

e por Py a prestacgao ideal ou prestagao sem juros, Py = C'/n;
e ainda, para 1 < k < n,

FMF FMF
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e por P, o valor da k-ésima prestagao ou parcela, que para tratar do regime de
juros simples deve ser dividida em duas partes: a parte da prestagao destinada
4 amortizacao do saldo devedor capitalizavel, PC, ¢ a parte da prestagao
destinada a amortizagcao do saldo devedor nao capitalizavel e ao paga-
mento dos juros, PV,

P, = PF+PY; (14)

e por S, o saldo devedor apés k periodos basicos, i.e., apoés pagamento da prestagao
Py, que para tratar do regime de juros simples deve ser dividido em duas partes:
o saldo devedor capitalizavel S e o saldo devedor nao capitalizavel S},

S, = S¢+ 8N, (15)

e por A, a amortizacao do saldo devedor que resulta do pagamento da prestacao
Py, que para tratar do regime de juros simples deve ser dividida em duas partes: a
amortizagao do saldo devedor capitalizavel A{ e a amortizagao do saldo
devedor nao capitalizavel A},

A, = A+ A (16)
e ¢, finalmente, por Ji o valor dos juros vencidos apds k periodos basicos.

Obviamente, pela definicao da palavra “amortizagao”, temos
Ay = Sp1— Sk, (17)
e de modo semelhante, no regime de juros simples,
AC = SO, —50 LAY = §Y, - (18)

Ainda estendemos a definigao de Sy, SS e Si¥ ao caso k = 0, o que fixa a condi¢do
inicial e evita a necessidade de fazer distingoes de casos em algumas das férmulas a seguir.
Soma-se a esta uma condi¢ao final, que na pratica ¢ uma meta para a execucao do contrato
ao longo de sua duracao: trata-se de outra expressao do preceito do equilibrio das
contas no final do contrato, estipulando que no momento do encerramento do contrato,
i.e., apds pagamento da n-ésima e iltima prestacao, todos os saldos devedores devem estar
zerados:

S =0, S9=0, SV =o0. (19)

n

Isso posto, podemos resumir o algoritmo de cada um dos dois regimes de juros da seguinte
forma:

e O regime de juros compostos é regido pelo critério exponencial de apropriagao:
o valor dos juros em cada passo ¢ calculado multiplicando o saldo devedor do passo
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imediatamente anterior pela taxa de juros e é acrescido ao saldo devedor, deduzindo-
se em seguida o valor da prestagao para fins de amortizacao. Formalmente, essa
prescri¢ao estd contida na equagao (17) em conjunto com as equagoes

P, = A+, (20)

Je = iSp_1 , (21)

que ainda devem ser completadas pela condicao inicial

S, = C. (22)

e O regime de juros simples é regido pelo critério linear de apropriagao: o valor
dos juros em cada passo ¢ calculado multiplicando o saldo devedor capitalizdvel
do passo imediatamente anterior pela taxa de juros e é acrescido ao saldo devedor
nao capitalizavel correspondente, deduzindo-se em seguida o valor de cada uma das
duas partes da prestacao do correspondente saldo devedor para fins de amortizacao.
Formalmente, essa prescricao estd contida na equagao (18) em conjunto com as
equacoes

PY = A , PN =AY+, (23)
e
Jk = Z.Skc—la (24>
que ainda devem ser completadas pela condicao inicial
S = Cf , S =Cll-f), (25)

onde f é uma fragao (i.e., 0 < f < 1) chamado de fator de ponderagao que por
enquanto serd tratado como um parametro livre, a ser determinado posteriormente.
Define-se ainda a taxa de juros ponderada como o produto

iy = if . (26)

No caso do SACRE, aplicaremos as decomposicoes (3) e (4) ndo apenas as prestagoes,
como na se¢ao anterior, mas também aos saldos, as amortizacoes e aos juros.

3.1 SACRE a juros compostos

Para calcular a evolucao do saldo devedor, que segundo o Teorema 1 da Ref. [1] é dada

pela formula
k
Sy = C(L+i)f = > P (1+i)F ", (27)
k=1
precisamos fixar a dependéncia da presta¢do e/ou amortizacao em relacdo ao tempo, ou
seja, a variavel k. No caso do SACRE, como hibrido entre SPC (prestagao constante
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durante cada subperiodo) e SAC (soma das amortiza¢oes em cada subperiodo também
constante), as condigdes pertinentes sdo as seguintes:

P

(p—1)s+q

Z Ap-1)stq nao depende de p: Z Ay ysrg = A
= =1

depende apenas de p: P(pfl)s g = PI;

(28)

O valor da constante A" que aparece na segunda condic¢ao segue diretamente da defini¢ao
da palavra “amortizacao” (veja a equacao (17)), conforme a qual o saldo devedor no final
de cada subperiodo é dado por

Sps = S0 — ZZA(ﬁ—1>s+q So = p A,

o que, devido a condigao inicial (22) e a condigao final (19), admite uma tnica solugao:
C C
,

A = ) Sps = " (r—p) . (29)

Por outro lado, a primeira condi¢ao permite reescrever a equacao (27) acima como ?

p—1 s q
Sp-1ysig = C(1+ §)P=sta _ Z Z Py (1+ §)PPlstla=d) _ Z P, (1+i)71
ﬁ—l =1 G=1
_ Dstq _ / -srg L0 =1, (1497 —1
= C(1+i)r D ZP P i Ey i ’

onde a segunda igualdade foi obtida aplicando a primeira férmula binomial (6) para
executar a soma sobre ¢; em particular, tomando g = s, obtém-se para o saldo devedor
no final de cada subperiodo,

S, = C(1+i)" ZP’ p-pe LET 7T (30)

ps 7

Subtraindo esta formula, com p substituido por p — 1, da anterior, vem

Sip-1ystg = Sp-1s + C(1+ )P (1 +4)1 - 1)

S / N (e 1+2)°—1 , (1497 —1
_ ZPﬁ (1+z)(p P 1)5% ((1+2)q—1) _ Pp%
e S(p*l)s + C(l —'—7;)(1)*1)8 ((1 _'_7/>q _ 1)
144721
+ (Sp-ns = CA+)P) (1 +0)7=1) = Py a+ir-1

1

3A soma sobre p, de 1 a p — 1, deve ser entendida como valendo 0 quando p = 1.

FMF FMF
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ou seja

, (1+9)7—1

S(p—1)8+q = S(p—l)s (1 + i)q B Pp (31)

1
Combinando as equagoes (29) e (30), obtemos

S = e+ = S (r=p41) — (r—p+ DA+ 1),

da primeira e
1—(1+14)°

Sy = Sipos (140) = B+

ps

da segunda, o que leva imediatamente a equagao (8) para as prestagoes, desta vez sem
nenhuma ambiguidade. Finalmente, inserindo este resultado na equagao (31), obtemos
como resultado final para a evolucao do saldo

S = 5 (0= +1) = g ) &

Usando as equagoes (17) e (21), obtemos para a amortizacao

C . 1+t

Ap-vsra = T T rae o1 (33)
e para os juros
C . (1+4d)7t -1
J(pfl)erq = 7 1 ((T —p—l— 1) — m . (34)

3.2 SACRE a juros simples

Novamente, queremos calcular a evolucao dos saldos devedores, que segundo o Teorema, 2
da Ref. [1] sdo dadas pelas férmulas

k
=Cof =Y PO (35)
=1

SN = c1—f —ZZPC —1) — Cif) . (36)

||M»

Para calcular a evolucao do saldo devedor capltahzavel, usamos a mesma condicao que
ja vale tanto no SPC a juros simples (método de Gauss) como no SAC a juros simples,
sendo que no SACRE, que é um sistema hibrido entre SPC e SAC, nao pode ser diferente:

P =AY nao depende de k:  PE = P = A® = A¢ . (37)

FMF FMF



12 Frank Michael Forger: Algoritmos para o SACRE

Assim, como sempre, o saldo devedor capitalizavel deve diminuir de forma linear, do seu
valor inicial S§ = C'f ao seu valor final S¢ = 0, em passos iguais de tamanho P¢ = A:

Pe= A= Oy, (38)

6= Srm—h. (39)

Usando a equagao (24), obtemos para os juros
C .
Jk:ng(n—k—l—l). (40)

Para calcular a evolugao do saldo devedor nao capitalizavel, precisamos fixar a depen-
déncia da prestagao e/ou amortizagdo nao capitalizavel em relagdo ao tempo, ou seja, a
variavel k. No caso do SACRE, como hibrido entre SPC (prestacao constante durante cada
subperiodo) e SAC (soma das amortizagoes durante cada subperiodo também constante),
as condigoes pertinentes (que valem igualmente para o valor total e para a parte nao
capitalizdvel), sdo as seguintes:

PN

(p—1)s+q
S S

Z Aé\]/;—l)s—i—q nao depende de p: Z Aé\;_l)sﬂ — AN
q=1 q=1

depende apenas de p: P

__ DN/
(p—1)s+q — Pp

(41)

O valor da constante AY’ que aparece na segunda condicao segue diretamente da definicao
da palavra “amortizacao” (veja a equagao (18)), conforme a qual o saldo devedor nao
capitalizavel no final de cada subperiodo é dado por

p s
i = S0 = DD Afnes = 50— pAY,

p=1 ¢=1

o que, devido a condigao inicial (25) e a condicao final (19), admite uma tnica solucao:

, C C
v =Caop o= Sa-ne-n. (42)
Reescrevendo a equagao (40) na forma
C .
J(p—l)s+q = g Zf ((7’ —p+ 1)8 - (q - 1)) ) (43)

podemos entao usar a primeira condicao para calcular a parte da prestacao destinada a
amortizacao do saldo nao capitalizavel,

1< 1 < 1 <
N _ pNr N _ N
P(p—1)8+q - Pp - g Zp(p—l)erd - g ZA(p—l)erd + g Zj(p—l)erCI
G=1 G=1 =1

Le

s n

if Z((T—p+1)8—(§—1)) ;

=1

:lAN/_’_
S



Frank Michael Forger: Algoritmos para o SACRE 13

e aplicando a primeira férmula de Gauss (9) para executar a soma sobre ¢,

C

PY = PV = 5(1—f)+%z‘f((r—p+1)s—(3—1)/2). (44)

(p—1)s+q
Combinando as equagdes (23), (43) e (44), otemos para a propria amortizagdo do saldo
nao capitalizavel

N N
Ap1ysrq = Pp-vsta = Jp-1)s14

= Ca-n+ S -prns - s-1)/2)

— %if((r—pﬂ)s—(q—l))

ou seja,

A = 0=+ S (1)~ (s 1)/2) (15)

Usando, mais uma vez, a definigdo da palavra “amortizagao” (veja a equagao (18)), con-
clufmos que o saldo devedor nao capitalizavel é dado por?

q

p—1 s
N __ oN N N
S(p—1)5+q =50 — ZZA(ﬁ—l)S-H] - ZA(p—l)s—Hi

p=1 ¢=1 =1

:S(])V_( _1AN/ ZA(p 1)s+q

—ci-p - %(1—f><p—1> - S0
- Sif la-1/2-als - 1/2)

onde, mais uma vez, a ultima igualdade foi obtida aplicando a primeira férmula de
Gauss (9) para executar a soma sobre ¢, ou seja,

v c c

Borg = C ==k + S i ©D

) 5 (46)
Finalmente, falta apenas determinar o fator de ponderacao f. Mas somando as expressoes
nas equagoes (38) e (44), notamos que a pestagao total é exatamente da forma dada pela
equacao (5) com a restri¢do de que as constantes R, e P} sao determinadas a partir de
uma tnica constante f conforme a equagao (11), e como ja foi demonstrado na Secao 2.2,
isso implica que a condic¢@o do equilibrio das contas no final do contrato, equagao (2), sera
satisfeita se (e somente se) f for dado pela equagao (12): nao hé necessidade de repetir
este argumento aqui.

FMF FMF



14 Frank Michael Forger: Algoritmos para o SACRE

3.3 Um resumo das formulas mais importantes

Para melhor visualizagao, juntamos as férmulas mais importantes do SACRE, pondo
n=rs e para 1 <k < n,escrevendo k= (p—1)s+qg com 1 <p<rel<qggs.
Como se vé, a prestacao nao depende de g e a amortizacao nao depende de p, e as férmulas
se reduzem as expressoes conhecidas do SPC (tabela Price ou método de Gauss) quando
r=p=1,s=n,q=k edo SAC quando r=n,p=k, s=q=1.

3.3.1 SACRE a juros compostos

Prestacao:
C . 1
P(p_1)5+q — ? 1 ((T—p+1) + (]_—I—’L)S — 1)
Amortizacao:
C . 1+t
A(pfl)SJrq - r v (1414) —1
Juros:

(1+4) ! — 1)

(1+4)—1

C
Jp-vs+q = P ((T —p+1) -

Saldo devedor:

C (i —1
S(pfl)erq - ? ((T_p+1) - 4 )

3.3.2 SACRE a juros simples

Fator de ponderacao:

1
= - 4An? — 2 —3
Z—
6(n+1)
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Prestacao:

S|1Q

(1= ifts=1)/2+ifs(r—p+1))

P(p,l)erq =

Parte da prestacao destinada a amortizacao do saldo capitalizavel
e amortizagao do saldo capitalizavel:

P¢ = A° = gf
n

Parte da prestacao destinada a amortizacao do saldo nao capitalizavel:

N
P(p,l)erq =

S1Q

(=5 —ifts=1)/2 + ifs(r—p+1)

Amortizacao do saldo nao capitalizavel:

N
A1

p—1)s+q

S1Q

(=5 = ifts=1)/2 + if(a=1)

Juros:

C
Jp-1)stq = n if ((r —p+1)s—(¢— 1))

Saldo devedor capitalizavel:

C
St = 5/ (r=p+1)s—q)

Saldo devedor nao capitalizavel:

q(s —q)
2

¢ C
St-vs+a = g(ﬂ—ﬂ(ﬁ—p+1ﬁ—q)+;zﬁ

Notamos que todas essas férmulas podem ser implementadas em planilhas Excel e simu-
ladores baseados nestes algoritmos ja estao sendo desenvolvidos.
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16 Frank Michael Forger: Algoritmos para o SACRE

3.4 Representacao grafica — um exemplo

A seguir, analisamos graficamente um exemplo com valores tipicos para um contrato de
financiamento de imovel, escolhidos de modo a simplificar os cédlculos: sao os mesmos do
Exemplo 3 da Ref. [1] (na mesma Sec¢ao 3.4), para facilitar a comparagao.

Exemplo 1  Considere o financiamento de um capital C' de 120.000 R$ remunerado a
uma taxa mensal de juros de i = 1% = 0,01 durante 10 anos, e no caso do SACRE, com
parcelas mantidas constantes durante 1 ano, ou seja, com r = 10, s = 12 e n = 120 —
valores tipicos de um financiamento de imdvel. A prestacao ideal Py é de 1.000 RS.
Neste caso, a prestagao fixa conforme a tabela Price é de
Ppiice = 1.721,65 R$ |

enquanto que a primeira e a ultima prestacao no SAC a juros compostos sao de

PSACTIC —9.900,00 RS |

P ~’¢ =1.010,00 RS ,

com razao de decréscimo mensal de 10, 00 R$; finalmente, a primeira e a tltima prestacao
no SACRE a juros compostos sao de

PSACREZIC 1 — pSACREZIC — 9 146,19 RS,

PRACRE=IC — - pSACRE-IC _ 1 066,19 RS ,

com razao de decréscimo anual de 120,00 R$. Por outro lado, a prestacao fixa conforme

o método de Gauss ¢é de
Poauss = 1.379,31 R$ |

enquanto que a primeira e a ultima prestacao no SAC a juros simples sao de

PPACTIS = 1.669,14 RS ,

PSACTIS = 1.005,58 RS ,

com razao de decréscimo mensal de 5,58 R$; finalmente, a primeira e a ultima prestacao
no SACRE a juros simples sao de

PPACREZIC — = pRACRESIC — 1639, 18 RS,

P R0 = = PRI = 1.036,29 RS,
com razao de decréscimo anual de 66,99 RS.

Na Figura 1 abaixo, exibimos a evolucao destas prestacoes em cada sistema de
amortizagao graficamente, comparando os dois regimes: juros compostos (esquerda) e
juros simples (direita).
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25007

b SACRE a juros compostos

=
2000

b Tabela Price
1500+
1000 Parcela Ideal :

4 SAC a juros compostos
500+

[0 e e e e e e e e e e e e e

20 40 60 80 100 120

k

SACRE a juros simples

Metodo de Gauss

Parcela Ideal B -

SAC a juros simples

20 40 60 80 100 120
k

Figura 1: Evolucao das prestagoes nos diversos sistemas de amortizagao, a juros compostos
(esquerda) e a juros simples (direita), com i = 1%, n = 120, r = 10, s = 12.

Nas Figuras 2-4, mostramos os graficos da evolucao do saldo devedor, da amortizacao
e dos juros em cada sistema de amortizacao, sempre comparando os dois regimes: juros
compostos (esquerda) e juros simples (direita).

Tabela Price

SACRE a juros compostos

9 SAC a juros compostos

20 40 60 80 100 120

Metodo de Gauss

SACRE a juros simples

SAC a juros simples

20 40 60 80 100 120

Figura 2: Evolucao do saldo total nos diversos sistemas de amortizacao, a juros compostos
(esquerda) e a juros simples (direita), com i = 1%, n = 120, r = 10, s = 12.
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Tabela Price

1500+ Metodo de Gauss

SACRE a juros compostos SACRE a juros simples

SAC a juros simples

[ e e e e e e e e e e e [ e e e e e e e e e

20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k

Figura 3: Evolucao da amortizacao nos diversos sistemas de amortizagao, a juros com-
postos (esquerda) e a juros simples (direita), com ¢ = 1%, n = 120, r = 10, s = 12.

2500 25007
20007 2000
1500 1500

Tabela Price

SACRE a juros compostos Metodo de Gauss

500 500
1 SAC a juros compostos 4{SACRE a juros simples
: : SAC a juros simples
[0 e e e e e e e e e e e e e e [ e e e e e e e e e e e e e e |
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k

Figura 4: Evolucao dos juros pagos nos diversos sistemas de amortizacao, a juros com-
postos (esquerda) e a juros simples (direita), com i = 1%, n = 120, r = 10, s = 12.

Finalmente, na Figura 5, exibimos, agora exclusivamente para o regime de juros sim-
ples, a evolugao do saldo capitalizavel (esquerda) e do saldo nao capitalizavel (direita) em
cada sistema de amortizagao.
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Metodo de Gauss

Metodo de Gauss

50000 ]
30000+
40000 1
30000 SACRE a juros simples ] SACRE a juros simples
20000+
20000 4
SAC a juros simples 10000+ SAC a juros simples
10000 i
[0 e e e e e B e e e e e [0 e e e o e e e e e s L e e e |
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k

Figura 5: Evolucao do saldo capitalizavel (esquerda) e do saldo nao capitalizavel
(direita), no regime de juros simples, nos diversos sistemas de amortizagao, com i = 1%,
n =120, r =10, s = 12.

Percebe-se que, em varios aspectos, o SACRE e o SAC se comportam quase que iden-
ticamente: algumas das curvas pertinentes se sobrepoem. Diferencas mais pronunciadas
aparecem apenas se mudarmos alguns dos parametros do exemplo anterior: por exemplo,

70007 7000A
1 d
4 5 ) N
. . -
. SACRE a juros compostos Tabela Price 7
6000 6000+
4 \\ |
] _ ]
J N i
] N N
5000 AN 5000
i " d
] ~ ]
] AN .
4000 AN 4000+
] N\ ]
] N .
30007 . 30007
N\
] AN ]
. N T SACRE a juros simples
20007 . 2000—————r— 1 Metodo de Gauss
N = ]
] ] —
1000- Parcela Ideal AN 100 - Parcelaldeal T
] SAC a juros compostos ] SAC ajuros simples
G-IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII G-IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k

Figura 6: Evolucao das prestacoes nos diversos sistemas de amortizagao, a juros compostos
(esquerda) e a juros simples (direita), com i = 5%, n = 120, r = 2, s = 60.
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1200007 1200007

] Tabela Price ]

. AN .
1000001 N 1000001
800001 80000

] ] Metodo de Gauss
600005 60000; SACRE a juros simples
400001 400001
200001 200007

20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k

Figura 7: Evolucao do saldo total nos diversos sistemas de amortizacao, a juros compostos
(esquerda) e a juros simples (direita), com i = 5%, n = 120, r = 2, s = 60.

se escolhermos uma taxa de juros bem mais alta, digamos i = 5% = 0,05, e ainda
considerarmos uma subdivisao do prazo total de 10 anos em apenas dois subperiodos de
5 anos cada um, ou seja, se r = 2 e s = 60. Ressalta-se que para um financiamento

70001 7000~
6000 6000
50007 Tabela Price 50007
4000] 40007
SACRE a juros compostos 1
3000 30007
2000 20007 Metodo de Gauss
] ] SACREW
10007 .
] W(Eompostos 1000:/|/Smwros simples
G-n-----------------------rrrrrr G-l||||||IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k

Figura 8: Evolucao da amortizacao nos diversos sistemas de amortizagao, a juros com-
postos (esquerda) e a juros simples (direita), com i = 5%, n = 120, r = 2, s = 60.
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7000, 70007
60007 Tabela Price 60007
5000; 50007
4000] 40001
30001 3000]
2000 N 2000
1 SAC ajuros compostos\\ b
] - ]
] \ S
1000] \ 10007 \\\\\\llletodo de Gauss
g - -SACRE a juros simples ————x
N ] SAC a juros simples
[0 o e o o e e e e e LI I e e e e e e e o e | [0 o e e e e e e e e e e e e
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k

Figura 9: Evolucao dos juros pagos nos diversos sistemas de amortizacao, a juros com-
postos (esquerda) e a juros simples (direita), com i = 5%, n = 120, r = 2, s = 60.

habitacional, estes valores nao sao realisticos e portanto as Figuras 6-10, que sao, respecti-
vamente, os exatos andlogos das Figuras 1-5 anteriores com essa alteracao de parametros,
servem meramente para fins de ilustragao.

30000 3
] 1 Metodo de Gauss
25000 80000
] Metodo de Gauss ]
20000 1
: 60000-
15000 .
] 40000
10000 1
] 20000
5000 1
e o
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
k k

Figura 10: Evolugao do saldo capitalizdvel (esquerda) e do saldo nao capitalizdvel
(direita), no regime de juros simples, nos diversos sistemas de amortizagao, com i = 5%,
n =120, r =2, s = 60.
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3.5 Planilhas de evolugao de financiamento — um exemplo

Finalmente, queremos demonstrar as diferencas entres os varios sistemas de amortizacao
e entre os dois regimes de juros — composto e simples — de um modo mais quantitativo,
através de planilhas de evolucao de financiamento. Para isso, trabalharemos com um
exemplo um pouco diferente do anterior, caracterizado por um prazo menor e uma taxa
de juros maior, para evitar a necessidade de considerar um grande ntimero de linhas na
planilha e ainda assim poder visualizar as diferencas com clareza.

Exemplo 2 Considere o financiamento de um capital C' de 12.000 R$ remunerado a
uma taxa mensal de juros de ¢ = 5% = 0,05 durante 1 ano, e no caso do SACRE, com
parcelas mantidas constantes durante 3 meses, ou seja, com r =4, s =3 e n = 12 -
valores tipicos de um empréstimo pessoal. Novamente, a prestacao ideal Py é de 1.000 RS.

Inicialmente, na Figura 11, exibimos a planilha padrao para este financiamento,
elaborada conforme a tabela Price (esquerda) e o SAC a juros compostos (direita).

[ TABELA PRICE | | SAC A JUROS COMPOSTOS |

[ RAZAO DE DECRESCIMO MENSAL | R$ 50,00 |

A B C D A B © D
NO | PRESTAGAO SALDO JUROS NO | PRESTAGAO SALDO JUROS

0 R$ 12.000,00 0 R$ 12.000,00

1 | R$ 1.353,90 | R$ 11.246,10 | R 600,00 1 | R$ 1.600,00 | R$ 11.000,00 | R$ 600,00
2 |R$ 1.353,90 [ R$ 10.454,49 [ R$ 562,30 2 | R$ 1.550,00 | R$ 10.000,00 [ R$ 550,00
3 |R$ 1.353,90 | R$ 9.623,31 [ R$ 522,72 3 | R$ 1.500,00 [ R$  9.000,00 | R$ 500,00
4 |R$ 1.353,90 [ R$ 875058 [ R$ 481,17 4 | R$ 1.450,00 [ R$ -8.000,00 | R$ 450,00
5 | R$ 1.353,90 | R$ 834,201 37,53 5 | R$ 1.400,00 [ R$ +000:66011 00,00
6 [ R$ 1.353,90 [ R$ 6-872:00 1 R$—»391,71 6 | R$ 1.350,00 | R{ 6-060;060+7$—350,00
7 | R$ 1.353,90 [ R$ 5.861,70 | R$ 343,60 7 | R$ 1.300,00 [ R$ 5.000,00 | R$ 300,00
8 |R$ 1.353,90 | R$ 4.800,88 [ R$ 293,08 8 | R$ 1.250,00 [ R$  4.000,00 | R$ 250,00
9 [R$ 1.353,90 [ R$ 3.687,02 | R$ 240,04 9 | R$ 1.200,00 [ R$ 3.000,00 | R$ 200,00
10 | R$ 1.353,90 | R$ 2.517,46 | R§ 184,35 10 | R$ 1.150,00 | R$ 2.000,00 | R$ 150,00
11 | R$ 1.353,90 [ R$ 1.289,43 [ R 125,87 11 [ R$ 1.100,00 | R¢ 1.000,00 [ R$ 100,00
12 | R$ 1.353,90 [ R$ 0,00 | R$ 64,47 12 | R$ 1.050,00 | R$ 0,00 | R$ 50,00

Figura 11: Exemplo de planilha padrao de evolugao de saldo devedor no regime de juros
compostos: tabela Price (esquerda) e SAC (direita). As flechas indicam o fluxo do célculo
e da incorporagao dos juros, como na Ref. [1].

Passando ao SACRE, recordamos primeiro que, como ja foi mencionado na Introdugao, o
método atualmente empregado pelas instituicoes financeiras para determinar as prestagoes
e que noés chamamos de “SACRE falso”, adaptado ao presente caso, equivale a seguinte
regra: a primeira prestacao é calculada simplesmente pela mesma férmula do SAC, porém
mantida constante durante um trimestre, e as prestacoes nos trimestres seguintes sao
calculadas, mais uma vez, pela mesma férmula do SAC, s6 que aplicada ao saldo devedor
constatado no final do trimestre anterior e com o prazo remanescente. Na Figura 12,
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exibimos a planilha padrao do “SACRE falso” (esquerda), que resulta desse algoritmo,
para fins de comparagao com a planilha padrao do “SACRE correto” (direita), que resulta
das formulas da Segao 3.3.1, em particular da equagao (8).

SACRE FALSO [ SACRE A JUROS COMPOSTOS |

[ RAZAO DE DECRESCIMO TRIMESTRAL[ R$ 150,00 |

A B C D A B C D
NO | PRESTAGAO SALDO JUROS NO | PRESTAGAO SALDO JUROS

0 R$ 12.000,00 0 R$ 12.000,00

1 | R$ 1.600,00 [ R$ 11.000,00 | R$ 600,00 1 |R$ 1.551,63 [ R$ 11.048,37 | R$ 600,00
2 |R$ 1.600,00 | R$  9.950,00 [ R$ 550,00 2 |R$ 1.551,63 | R$ 10.049,17 [ R$ 552,42
3 | R$ 1.600,00 | R$  8.847,50 | R$ 497,50 3 [R$ 1.551,63 | R$  9.000,00 [ R$ 502,46
4 |R$ 1.42543 [ R$ 786444 | R$ 44238 4 [R$ 1.401,63 [ R$ -8.04837|R$ 450,00
5 | R$ 1.42543 | R} 832241 H5—»393,22 5 | R$ 1.401,63 | R$ T«Z040 471 R5=—+402,42
6 | R$ 1.42543 | R$ 45748421 R$—>341,61 6 | R$ 1.401,63 | R$ <6:006,001Hs—*352,46
7 |R$ 124549 | R$ 4.790,35| R$ 287,42 7 |R$ 1.251,63 | R$  5.048,37 [ R$ 300,00
8 |R$ 1.24549 | R$  3.784,37 | R$ 239,52 8 |R$ 1.251,63 | R$  4.049,17 [ R$ 252,42
9 [R$ 1.24549 | R$ 2.728,10 | R$ 189,22 9 [R$ 1.251,63 | R$  3.000,00 [ R$ 202,46
10 | R$ 1.045,77 | R$ 1.818,74 | R$ 136,41 10 | R$ 1.101,63 | R$  2.048,37 | R$ 150,00
11 [ R$ 1.045,77 | R$ 863,90 | R$ 90,94 11 | R$ 1.101,63 | R$ 1.049,17 | R$ 102,42
12 | R$ 1.045,77 | R$ (138,68)[ R$ 43,19 12 [ R$ 1.101,63 | R$ 0,00 | R$ 52,46

Figura 12: Exemplo de planilha padrao de evolucao de saldo devedor no regime de juros
compostos: SACRE falso (esquerda) e SACRE correto (direita). As flechas indicam o
fluxo do célculo e da incorporagao dos juros, como na Ref. [1].

METODO DE GAUSS

[ FATOR DE PONDERAGAO |

A B © D E F G H

NO | PRESTAGAQO | PRESTAGCAO SALDO JUROS SOBRE| PRESTAGAQ SALDO NAO SALDO
PR TOTAL PARTEC | CAPITALIZAVEL | SALDO C PARTEN | CAPITALIZAVEL TOTAL

0 R$ 9.411,76 R$ 2.588,24 | R$ 12.000,00
1 [R$ 1.25490 | R$ 784,31 |R$ 8.627,45[R$ 47059 |R$ 470,59 |R$ 2.588,24 [ R$ 11.215,69
2 |R$ 125490 | R$ 784,31 |R$ 7.84314|R$ 431,37 |R$ 47059 [R$ 2.549,02[R$ 10.392,16
3 [R$ 1.254,90 [R 784,31 | R 7.058,82 [ R 392,16 | R$ 470,59 | R 2.470,59 [ R 9.529,41
4 [R$ 1.254,90 [R 784,31 | R$ —627451 | R 352,94 | R$ 470,59 [R$ ;| 2.352,94 | R 8.627,45
5 |R$ 1.254,90 | R 784,31 | R$ 1—5.490.20 | R$—>-313;73 1 R$——476,59 R$»_2.196,08 | R 7.686,27
6 |R$ 1.254,90 | R$ 784,31 |R$ Y 4.705,88 2745+ R$—470,59TR$> 2.000,00 | R$ 6.705,88
7 |R$ 125490 | R$ 784,31 |R$ 3.92157|R$ 23529 |R$ 47059 |R$ 1.764,71|R$  5.686,27
8 [R$ 1.254,90 [R 784,31 | R 3.137,25[ R 196,08 | R 470,59 [ R 1.490,20 | R 4.627,45
9 |R$ 1.254,90 | R 784,31 | R 2.352,94 [ R 156,86 | R$ 470,59 [ R 1.176,47 | R 3.529,41
10 | R$ 1.254,90 | R 784,31 | R 1.568,63 | R 117,65 | R$ 470,59 [ R 823,53 | R 2.392,16
11 [ R$ 1.254,90 | R$ 784,31 | R$ 784,31 | R$ 78,43 | R$ 470,59 | R$ 431,37 | R$  1.215,69
12 [ R$ 1.25490 | R$ 784,31 | R$ 0,00 [ R$ 39,22 | R§ 470,59 | R$ 0,00 | R$ 0,00

Figura 13: Exemplo de planilha estendida de evolugao de saldo devedor no regime de
juros simples, conforme desenvolvida na Ref. [1]: método de Gauss. As flechas indicam o
fluxo do calculo e da incorporacao dos juros.
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Nota-se que no primeiro caso, o saldo devedor final realmente nao é zerado: ha um saldo
remanescente a favor do tomador do empréstimo. Além disso, a evolucao das prestacoes
é irregular, pois a razao de decréscimo trimestral nao é constante. Assim, conclui-se que
o “SACRE falso” é falso mesmo — deficiente em relacao a praticamente todos os quesitos
razoaveis da matemadtica financeira.

Finalmente, exibimos também as correspondentes planilhas de evolucao de saldo para
o regime de juros simples, que chamamos de planilhas estendidas pois mostram, além da
prestacao total, do saldo total e dos juros, como antes, a divisao da prestacao e do saldo
em parte capitalizavel e parte nao capitalizavel, como proposto na Ref. [1]. O resultado
pode ser contemplado nas Figuras 13-15.

SAC A JUROS SIMPLES

[ RAZAO DE DECRESCIMO MENSAL | R$ 36,59

[ FATOR DE PONDERAGAO |
A B © D E F G H
NO | PRESTAGCAQO | PRESTAGCAO SALDO JUROS SOBRE| PRESTAGAQO SALDO NAO SALDO
PR TOTAL PARTE C | CAPITALIZAVEL | SALDO C PARTEN | CAPITALIZAVEL TOTAL
0 R$  8.780,49 R$ 3.219,51 | R$ 12.000,00
1 [R$ 1.439,02|R$ 731,71 [R$ 8.048,78 [ R$ 439,02| R$ 707,32 |R$ 2.951,22 [ R$ 11.000,00
2 |R$ 1.402,44|R$ 731,71 |R$ 731707 |R$ 40244 |R$ 670,73|R$ 2.682,93 [ R$ 10.000,00
3 |R$ 1.365,85|R$ 731,71 [R 6.585,37 [ R$ 365,85 | R$ 634,15 | R 2.414,63 [ R 9.000,00
4 |R$ 1.32927 |R$ 731,71 | R$ 585366 |R$ 32927 |R$ 597,56 [ R$ ;| 2.146,34 [ R 8.000,00
5 |R$ 1.292,68| R$ 731,71 | R$ T—5.121,95 | R$—> 292,681 R$— 566,961 R$P» _1.878,05| R 7.000,00
6 | R$ 1.256,10 | R$ 731,71 [R$ ¥ 4.390,24 | R$>256,161 R$—524,391R$> 1.609,76 | R$ _ 6.000,00
7 |R$ 121951 [R$ 731,71 |R$ 3.65854|R$ 21951 |R$ 48780 |R$ 1.341,46|R$  5.000,00
8 |R$ 1.182,93|R$ 731,71 R 2.926,83 [ R 182,93 | R$ 451,22 [ R 1.073,17 | R 4.000,00
9 |R$ 114634 |R$ 731,71 R 219512 [ R 146,34 |R$ 41463 [ R 804,88 | R 3.000,00
10 [R$ 1.109,76 |R$ 731,71 | R 1.463,41 | R 109,76 | R$ 378,05 [ R 536,59 | R 2.000,00
11 |[R$ 1.073,17|R$ 731,71 | R$ 731,71|R$ 73,17 | R$ 341,46 | R$ 268,29 [ R$  1.000,00
12 [ R$ 1.036,59 | R$ 731,71 | R$ 0,00 [ R$ 36,59 [ R§ 304,88 | R$ 0,00 | R$ 0,00

Figura 14: Exemplo de planilha estendida de evolucao de saldo devedor no regime de juros
simples, conforme desenvolvida na Ref. [1]: SAC. As flechas indicam o fluxo do célculo e
da incorporacao dos juros.

Parece pertinente enfatizar, mais uma vez, o papel crucial desempenhado pela ferramenta
do fator de ponderacdo f, cuja funcao principal para planilhas de evolucao de financia-
mento no regime de juros simples é determinar a divisao do capital inicial C', no instante
do inicio do contrato (valor presente), em sua parte capitalizavel, que é C'f, e uma parte
nao capitalizavel, que é C'(1 — f). Este fator, um ntimero entre 0 e 1, depende apenas
da taxa de juros i e do prazo do financiamento n, assim como, no caso do SACRE, de
sua divisao em subperiodos durante os quais a prestagao ¢ mantida constante, mas nao
depende do capital inicial C, e ele é completamente determinado por um tnico critério:
deve ser escolhido de tal forma que se atinja a meta do equilibrio das contas no final
do contrato, ou seja, a igualdade do valor futuro do capital inicial e da soma de todas
as prestagoes, conforme expressa pela equacao (2). Como ja foi constatado no trabalho
anterior [1], esse critério, por si s6, implica, necessaria e inevitavelmente, que f < 1.
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SACRE A JUROS SIMPLES

[ RAZAO DE DECRESCIMO TRIMESTRAL | R$ 110,17
FATOR DE PONDERAGAO | 0,734463
A B g D E F G H
NO | PRESTAGAO | PRESTAGAO SALDO JUROS SOBRE| PRESTAGAO | SALDO NAO SALDO
PR TOTAL PARTEC | CAPITALIZAVEL | SALDOC PARTEN | CAPITALIZAVEL TOTAL
R$  8.813,56 R$  3.186,44 [ R$ 12.000,00

R$ 1.403,95| R$ 734,46 | R$ _ 8.079,10 | RS 440,68 | R$ 669,49 | R$ _ 2.957,63 | R 11.036,72
R$ 1.403,95| R$ 734,46 | R$ _ 7.34463 | R$ 403,95 | R$ 669,49 | R$ _ 2.692,09 | R 10.036,72
R$ 1.403,95| R$ 734,46 | R$__ 6.610,17 | R$ 367,23 | R 669,49 | R$ _ 2.389,83 | R$__ 9.000,00
R$ 1.293,79 | R$ 73446 | R$ 587571 | R$ 330,51 | R$ 559,32 | R$ , 2.161,02 | R$ _ 8.036,72
R$ 1.293,79 | R$ 734,46 | R$ —5.141.24 | R$—> 293791 R$—559.32 | R$»_1.89548 | R$ _ 7.036,72
R$ 1.293,79 | R$__ 734,46 | R$ Y_4.406,78 | R$ > 257,06 R$ 559,32 | R$>_1.593,22 | R$__ 6.000,00
R$ 1.183,62| R$ 734,46 | R$ _ 3.672,32 | R$ 220,34 | R$ 449,15 | R$ _ 1.364,41 | R$ __ 5.036,72
R$ 1.183,62| R$ 73446 | R$ _ 2937,85| R$ 183,62 | R$ 44915 | R$ _ 1.098,87 | R _ 4.036,72
R$ 1.183,62| R$ 73446 | R$  2.203,39 | R$ 146,89 | R$ 449,15 | R$ 796,61 | R$__ 3.000,00
R$ 1.073,45| R$ 734,46 | R$ 146893 |R$ 110,17 | R$__ 338,98 | R$ 567,80 | R$  2.036,72
R$ 1.073,45 | R$__ 734,46 | R$ 734,46 | R$ 73,45 | R$__ 338,98 | R$ 302,26 [ R 1.036,72
R$ 1.073,45| R$ 734,46 | R$ 0,00 |[R$__ 36,72 | R$__ 338,98 | R$ 0,00 | R$ 0,00

alal=
o|2|ole|e|N|jo|u|~wvd=|o

Figura 15: Exemplo de planilha estendida de evolugao de saldo devedor no regime de
juros simples, conforme desenvolvida na Ref. [1]: SACRE. As flechas indicam o fluxo do
calculo e da incorporacao dos juros.

Assim, a atribuicao de uma parte do capital inicial C' ao saldo devedor nao capitalizdvel é
um aspecto indissocidavel do regime de juros simples, e se esta atribuicao nao for efetuada
com o fator correto, € impossivel atingir a meta de que os dois tipos de saldo devedor
devem estar zerados no fim do contrato!

4 Correcao monetaria e pagamentos irregulares

Uma das varias vantagens do novo algoritmo para o SACRE introduzido neste trabalho
é que ele pode facilmente ser adaptado para acomodar uma eventual correcdo monetaria:
basta aplicar a regra de multiplicar todos os valores pertinentes pelo indexador pertinente
para garantir a manutencao do equilibrio até o final do contrato. Este preceito se aplica
ao saldo devedor e a prestacao, no regime de juros compostos, assim como aos trés tipos
de saldo devedor e de prestagao (capitalizavel, nao capitalizével e total) no regime de juros
simples. Infelizmente, nao é isso o que se observa. Muito pelo contrario: os contratos
de financiamento habitacional da Caixa Economica Federal, que ¢ a instituigao financeira
lider neste segmento, prevéem o reajuste mensal do saldo devedor mas apenas um reajuste
anual da prestacao. E preciso enfatizar que essa pratica de desvincular os reajustes de
saldos e de prestacoes é matematicamente inconsistente e leva a distorcoes na evolucao
do financiamento. Cabe lembrar que tais distorgoes ja ocorreram no Brasil em grande
escala, no sistema de financiamento habitacional, como resultado do “plano de equiparacao
salarial” (PES). As consequéncias desastrosas sao bem conhecidas: devido as altas taxas
de inflacao da época, acumularam-se enormes saldos devedores residuais, muitas vezes
maiores do que o valor original do imével, atormentando os mutudrios ainda anos apds o
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encerramento dos seus contratos — tanto que o governo se viu obrigado a assumir o 6nus
e proteger a populagao pelo “fundo de compensagao de variacao salarial” (FCVS), que
hoje estd altamente deficitario.* A simples exigéncia legal de sincronia nos reajustes teria
evitado esse problema, inclusive o disperdicio de recursos publicos bilionéarios pelo FCVS.

Sendo assim, sugere-se fortemente que essa desvinculagao seja terminantemente
protbida, através de legislagao ou jurisprudéncia especifica, o que poderia ser feito com
base no Cddigo de Defesa do Consumidor. Felizmente, a forma concreta de implementar
tal proibicao ¢ muito simples, tendo em vista a caracteristica basica de cada sistema de
amortizagao:

e Proibe-se aplicar corregao monetaria ao(s) saldo(s) devedor(es) em contratos de
financiamento com prestacao constante: isso vale tanto para a tabela Price (juros
compostos) como para o método de Gauss (juros simples).?

e Nao hé restrigdo quanto a aplica¢ao de corregao monetaria ao(s) saldo(s) devedor(es)
em contratos de financiamento pelo SAC.

e Proibe-se aplicar corre¢ao monetédria mensal ao(s) saldo(s) devedor(es) em contra-
tos de financiamento pelo SACRE, permitindo-se apenas sua corre¢do monetaria
concomitante com o reajuste da prestagao (com coeficiente acumulado).

Do mesmo modo, é facil adaptar o novo algoritmo para o SACRE introduzido neste
trabalho a lidar com irregularidades nos pagamentos, que podem ocorrer em fungao de
(a) pagamentos efetuados pontualmente, nas suas respectivas datas de vencimento, porém
com valores diferentes dos valores devidos, e (b) pagamentos efetuados em datas diferentes
das suas respectivas datas de vencimento, tipicamente com atraso. Tais irregularidades
levam a desvios da evolucao “real” do financiamento em relacao a sua evolucao “tedrica”
que precisam ser tratados de forma correta; isso vale tanto para desvios a favor do credor,
principalmente em funcao de atrasos no pagamento, como para desvios a favor do devedor,
provindos de cobrancas indevidas — seja pelo calculo do valor da parcela usando juros
compostos em vez de juros simples, seja pela inclusao de encargos incompativeis com a
legislacao ou jurisprudéncia vigente.

O método mais simples e direto para lidar com tais desvios seria inclui-los no saldo,
o que significa que a partir do periodo seguinte, eles geram juros. Mais precisamente, no
regime de juros simples, o procedimento correto seria inclui-los no saldo capitalizavel e os
juros que geram — como todo e qualquer tipo de juros — no saldo nao capitalizavel. Porém,
na elaboracao da planilha demonstrando a evolugao real de um financiamento, tem-se
mostrado mais transparente apresentar apenas a diferenca entre o saldo devedor real e
o saldo devedor tedrico correspondente, uma vez que este iltimo é facilmente calculado:

4Veja http://www.tesouro.fazenda.gov.br/divida_publica/downloads/FCVS__historico.pdf.

®Observa-se que, na realidade brasileira atual, contratos de financiamento com base em prestacoes fixas
ja costumam nao incluir corregao monetaria, de modo que tal proibicao apenas serviria para consolidar
uma pratica salutar e nao deve causar transtornos nem gerar polémica.
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isso ja vale para os planos de amortiza¢ao mais comuns, que sao o SPC e o SAC discutidos
em [1], e com os resultados deste trabalho, passa a valer também para o SACRE. Assim, a
planilha resultante evidencia a oscilacao da evolugcao do financiamento em torno da meta.

No entanto, a mera exibi¢ao de saldos ainda nao ¢é suficiente para subsidiar processos de
disputa judicial de contratos de financiamento, pois tendo em vista o disposto no Cédigo
de Defesa do Consumidor (Art. 42, Pardgrafo Unico), segundo o qual “o consumidor
cobrado em quantia indevida tem direito a repeticao do indébito, por valor igual ao dobro
do que pagou em excesso, acrescido de correcao monetaria e juros legais, salvo hipdtese de
engano justificavel”, torna-se necessario discriminar tanto o valor pago em excesso como o
valor devido em excesso (i.e., além do saldo devedor tedrico), sendo que o método descrito
acima, de inclusao direta e imediata de todos os desvios no(s respectivos) saldo(s), permite
determinar apenas a diferenca entre esses dois valores.

A necessidade de viabilizar tal discriminacao levou o autor a desenvolver um tipo
de planilha mais complexa, cuja descricao detalhada foge do escopo deste trabalho e
portanto nao serda dada aqui, até porque a base de sua construcao independe do sistema
de amortizagao (este afeta apenas a planilha de evolugao tedrica, mas nao o tratamento
dos desvios).

5 Conclusoes

No presente trabalho, desenvolvemos a base tedrica do sistema de amortizacao crescente
(SACRE), tanto para o regime de juros compostos como para o regime de juros simples.
Trata-se de um sistema hibrido entre o sistema de prestacdo constante (SPC) — mais
conhecido sob a sigla “tabela Price” (juros compostos) ou “método de Gauss” (juros
simples) — e o sistema de amortizacao constante (SAC). Sua caracteristica principal é
que permite dividir o prazo total do financiamento em um certo nimero de subperiodos
iguais, durante os quais a prestacao permanece constante, como no SPC, enquanto que
ela decresce linearmente, em passos iguais, quando se passa de qualquer um deles ao
préximo, como no SAC. Ocorre que este sistema hibrido, apesar de amplamente utilizado
no financiamento imobilidrio no Brasil ha décadas, vem sendo aplicado pelas instituicoes
financeiras de forma matematicamente incorreta e inconsistente, ferindo o dogma central
da matematica financeira que exige o equilibrio das contas no final do contrato, sem
manipulacoes — um grave defeito estrutural que mostramos como corrigir, além de formular
uma versao do sistema que se adequa ao preceito da proibicao da capitalizagao dos juros.
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