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Vorwort

Das vorliegende Buch bildet den Auftakt der Reihe ,,Konzepte der Theoretischen
Physik“; weitere Titel sind in Vorbereitung.

Ausgangspunkt dieser Reihe sind Vorlesungen, die die Autoren iiber mehr als
zehn Jahre hinweg im Rahmen des Diplomstudiengangs Physik an der Univer-
sitdt Freiburg gehalten haben. Leitend war dabei das Bestreben, die wesentlichen
Grundlagen der jeweiligen Gebiete in kohdrenter und begrifflich sauberer Form so-
wie unter Verwendung der angemessenen mathematischen Hilfsmittel darzubieten
— mit dem Ziel, ein tragfihiges Fundament fiir die spétere berufliche Tétigkeit zu
schaffen, gleichzeitig aber den stets prasenten Tendenzen zu einer iiberméfligen bzw.
vorzeitigen Spezialisierung entgegenzuwirken. In Verfolgung dieses Ziels schien es
uns geboten, einerseits die wesentlichen Punkte méglichst prézise herauszuarbei-
ten, andererseits aber die Stoffiille durch weitgehenden Verzicht auf Details bzw.
eine Vielzahl von Beispielen auf ein représentatives und im Laufe eines normalen
Studiums tatséichlich zu bewiltigendes Maf} zu beschranken.

Der hiermit vorliegende erste Band der Reihe ist vornehmlich einer einfithrenden
Darstellung des Feldbegriffes gewidmet, der zu den wichtigsten und grundlegend-
sten Konzepten der modernen Physik {iberhaupt zu zéhlen ist.

Kapitel 1 macht es sich zum Anliegen, die historische Entwicklung dieses Begrif-
fes, dessen Aufkommen im letzten Jahrhundert geradezu den Ubergang zur neueren
Physik markiert, in ihren wichtigsten Stationen nachzuzeichnen.

Kapitel 2 bietet eine Einfiihrung in die elementaren Grundlagen der Hydrody-
namik, die wegen der unmittelbaren Anschaulichkeit von Stromungsfeldern hier als
das am leichtesten fabare Beispiel einer Feldtheorie dienen soll; eine herausragende
Rolle spielt dabei die Aufstellung von Bilanzgleichungen.

Die Kapitel 3 bis 6 haben die Elektrodynamik im Vakuum zum Gegenstand;
dabei haben wir im Interesse einer moglichst 6konomischen und iibersichtlichen
Darstellung einen deduktiven Zugang bevorzugt. Kapitel 3 ist einer ausfiihrlichen
Darstellung der Maxwellschen Gleichungen gewidmet, einschliefSlich einer Diskus-
sion der Problematik verschiedener Maflsysteme sowie der Energie-Impuls-Bilanz
des elektromagnetischen Feldes. In Kapitel 4 behandeln wir — unter konsequen-
ter Verwendung des Konzeptes der Greenschen Funktionen — die Elektrostatik, in
Kapitel 5 die Magnetostatik sowie die Theorie quasistationérer Felder und schlief3-
lich in Kapitel 6 die Theorie elektromagnetischer Wellen und ihrer Erzeugung. Die
Elektrodynamik der Medien dagegen wird ihren Platz in einem gesonderten Band
,» Theoretische Optik®“ finden.



vi Vorwort

Den Abschlufl dieses Bandes bildet ein ausfiihrliches Kapitel 7 iiber spezielle Re-
lativitéitstheorie, die ja bekanntlich aus der Auflosung des Widerspruchs zwischen
der Newtonschen Mechanik und der Maxwellschen Elektrodynamik entstanden ist
und sich deshalb an dieser Stelle in natiirlicher Weise anschlieft. Ausgehend von
einer griindlichen Analyse des Relativitdtsprinzips werden die relativistische Me-
chanik und die relativistische Formulierung der Elektrodynamik dargestellt.

In einem Anhang sind die wichtigsten mathematischen Konzepte aus dem Be-

reich der Tensoralgebra und der Tensoranalysis (im flachen Raum) zusammenge-
fafit.

Ein weiterer Band ,,Geometrische Feldtheorie“, ebenfalls in Vorbereitung, wird
die Grundlagen der modernen klassischen Feldtheorie zum Inhalt haben: Lagran-
gescher und Hamiltonscher Formalismus, allgemeine Relativitéitstheorie und Eich-
theorien, einschliefflich der zugehorigen mathematischen Hilfsmittel.

Wir danken allen, die am Zustandekommen dieses Buches in der einen oder der
anderen Form beteiligt waren: Kollegen, Ubungsgruppenleitern und Studenten fiir
fruchtbare Kritik und mannigfache Anregungen, und den Mitarbeitern der VCH
Verlagsgesellschaft fiir die angenehme und vertrauensvolle Zusammenarbeit.

Freiburg, im Juli 1993

Hartmann Romer
Michael Forger
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1 Der Begriff des Feldes und
seine Entstehung

1.1 Punktmechanik und Kontinuumsphysik

Der Begriff des Feldes hat sich weitgehend im 19. Jahrhundert entwickelt und ist
in engem Zusammenhang mit der Entstehung der Elektrodynamik zur Klirung
gelangt. Einige Meilensteine in der Entwicklung der Feldtheorie seit ca. 1780 sind

in der folgenden Tabelle zusammengestellt.

Tab. 1.1: Meilensteine in der Entwicklung der Feldtheorie

1780
1785
1799
um 1800
1820
1822

1826
1831
1856
1862

1870
1888
1890

1905
1915

Galvanis Entdeckung

Coulombsches Gesetz

Voltasche Saule

Elektrochemische Versuche von J.W. Ritter
Oerstedsches Gesetz

Amperes Deutung des Magnetismus

als bewegte Elektrizitét

Ohmsches Gesetz

Faradaysches Induktionsgesetz

Versuch von W.E. Weber und R. Kohlrausch
Maxwellsche Gleichungen:

Anschlufl der Optik an den Elektromagnetismus
Bestitigung der Relation n = /e durch L. Boltzmann
Nachweis elektromagnetischer Wellen durch H. Hertz
Heutige Formulierung der Maxwellschen Gleichungen
durch H. Hertz

Spezielle Relativitiatstheorie

Allgemeine Relativitétstheorie




2 1 Der Begriff des Feldes und seine Entstehung

Der Stand der Physik um das Jahr 1800 148t sich in groben Ziigen durch die folgende
Gegeniiberstellung charakterisieren:

Tab. 1.2: Stand der Vorstellungen der Physik um 1800

PUNKTMECHANIK KONTINUUMSERSCHEINUNGEN
(Atomismus) (Dynamismus)

Hydrostatik und Hydrodynamik

Mechanik der starren und
elastischen Kontinua
und Gase (Akustik)

Ngwtgnsches Wiérmelehre
Gravitationsgesetz

Coulombsches Gesetz Optik

Elektrizitat

Magnetismus

Galvanismus
Leben

Instantane Fernwirkung Verzogerte Nahwirkung

Die Newtonsche Punktmechanik war ein wohlgeordnetes, festgefiigtes Lehr-
gebdude. Mit triumphalem Erfolg hatte sie die Bahnen der Himmelskorper ebenso
richtig beschrieben wie die Bewegung eines geworfenen Steines. Die Differential-
und Integralrechnung waren zusammen mit der Mechanik zu einem scharf geschlif-
fenen, vielfiltig verwendbaren Werkzeug entwickelt worden. Newtons Nachfolger
hatten die von ihm selbst schon begonnene Erweiterung auf die Mechanik der star-
ren und elastischen Korper und der Gase sowie auf die Hydrostatik und Hydro-
dynamik auf das Uberzeugendste geleistet. Im Jahre 1788 schlieflich erschien die
»Mécanique Analytique“ von Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), eine bis heute
giiltige geschlossene Darstellung der Mechanik, die auf wenigen Prinzipien beruht
und die Kontinuumsmechanik einschlief3t.

Die Mechanik hatte als wissenschaftliche Disziplin Beispielfunktion; andere
Zweige der Physik strebten ihr nach. Insbesondere konnte das Newtonsche Gra-
vitationsgesetz F' = —ymymox/|z|? als Muster eines einfachen Kraftgesetzes mit
weitem Anwendungsbereich gelten. Was zu Newtons Zeiten Befremden und auch
bei ihm selbst ein gewisses Unbehagen hervorgerufen hatte, da§ ndmlich die Gra-
vitationskraft nach dem Newtonschen Gesetz ohne Zeitverzégerung iiber beliebige
Raumabstédnde hinweg wirksam wird, das erschien vielen nunmehr — nach mehr als
einem Jahrhundert der Gewthnung — als ganz natiirlich, ja geradezu als Kennzei-
chen einer wirklich wissenschaftlichen Beschreibung. Spekulationen {iber die Natur
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der Schwerkraft dagegen wurden weithin als unprofessionell und miiflig angesehen;
vielmehr durfte man hoffen, auch andere Bereiche der physikalischen Welt nach
dem Muster der Gravitationstheorie beschreiben zu kénnen.

Die Entdeckung des vollig analogen Coulombschen Gesetzes fiir die Kraft zwi-
schen zwei Ladungen wurde allgemein als ein wichtiger Schritt in diese Richtung
betrachtet. Sehr gut zur Newtonschen Punktmechanik pafite auch die Vorstellung
von der Existenz kleinster unteilbarer Teilchen, der Atome, aus denen sich alles
Materielle zusammensetzen sollte.

AuBlerhalb des wohlgesicherten Bereiches der Mechanik gab es noch eine Reihe
von anderen, zum groflen Teil seit langem bekannten Gebieten der Kontinuums-
physik, die noch lingst nicht das Entwicklungsniveau dieses bewunderten Vorbildes
einer Wissenschaft erreicht hatten. Zu nennen sind hier besonders Wérmelehre, Op-
tik, Elektrizitit, Magnetismus und der damals so genannte Galvanismus. Es fehlte
freilich nicht an Bemiihungen, auch diese Disziplinen an die Punktmechanik anzu-
schlieen oder doch wenigstens nach ihrem Vorbild zu formulieren:

Fiir die Wérmelehre waren diese Bestrebungen mit der Aufstellung der kineti-
schen Gastheorie und der statistischen Mechanik letztlich erfolgreich.

In der Optik konnte sich eine Korpuskulartheorie der optischen Erscheinungen
solange behaupten, bis die Interferenzversuche von Augustin Jean Fresnel (1788—
1827) die Wellennatur des Lichtes unzweifelhaft machten. Allerdings wurde die
Korpuskulartheorie des Lichtes im Jahre 1905 durch Albert Einstein (1879-1955)
im Zusammenhang mit seiner Deutung des Photoeffektes wiederbelebt, und der
daraus hervorgegangene sog. Welle-Teilchen-Dualismus gab den Anstofl zur Ent-
wicklung der Quantentheorie, die den Gegensatz zwischen den beiden scheinbar
unvereinbaren Betrachtungsweisen in subtiler Weise aufkldrt und iiberwindet.

In der Elektrizititslehre war der Fortschritt verbunden mit einer technischen
Entwicklung, die es erlaubte, schrittweise immer groflere Ladungen und Strome
unter immer besser reproduzierbaren Bedingungen herzustellen und nachzuweisen.
Meilensteine auf diesem Wege sind die Entwicklung des Elektroskops, des Konden-
sators (Kleistsche oder Leidener Flasche), der duflerst beliebten und in zahllosen
physikalischen Kabinetten zu findenden Elektrisiermaschine und ganz besonders,
im Jahre 1799, der Voltaschen Séule durch Alessandro Volta (1745-1827), mit der
die erste stabile stationdre Strom- und Spannungsquelle zur Verfiigung stand und
ohne die die weitere Entwicklung der Elektrodynamik undenkbar gewesen wére.

In der Magnetostatik waren die grundlegenden Tatsachen wegen der leichteren
experimentellen Zugénglichkeit und praktischen Niitzlichkeit magnetischer Phéno-
mene (Kompaf) schon linger bekannt als in der Elektrostatik. Auflerdem erfreuten
sich die Phéanomene des Magnetismus bereits im 18. Jahrhundert eines besonderen
philosophischen Interesses — spitestens nachdem Franz Mesmer (1734-1815) mit
seinen magnetischen Krankenheilungen und Hypnosevorfithrungen viel Aufsehen
erregt und Argumente fiir eine ganz besondere Lebens- und Geistverwandtschaft
der magnetischen Erscheinungen geliefert hatte.

Vor diesem Hintergrund ist auch die grofle Erregung zu verstehen, die die Ent-
deckung von Luigi Galvani (1737-1798) aus dem Jahre 1780 hervorgerufen hatte:
Durch Beriihrung mit zwei verschiedenen Metallen, die iiber einen Elektrolyten
verbunden waren, konnte man einen Froschschenkel zum Zucken bringen. Ein Weg
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zum Versténdnis des Lebendigen und seiner Beziehung zum Unbelebten schien of-
fenzustehen. Erst Volta hat 1792 argumentiert, daf§ der Froschschenkel nur zum
Nachweis einer Spannung dient, die ein einfaches Stromelement aus zwei Metal-
len erzeugt, und hat 1799 mit seiner Sdule aus abwechselnden Metallscheiben und
dazwischengeschobenen durchfeuchteten Papplagen den Effekt zielbewuf3t verviel-
facht.

1.2 ,,Dynamismus“ und Feldvorstellung

Neben den Versuchen, neue Phinomenbereiche auf die Punktmechanik zuriickzu-
fithren, gab es eine Gegenbewegung:

Seit Jahrhunderten schon waren Anstrengungen unternommen worden, etwa
die Himmelsmechanik mit hydrodynamischen Vorstellungen zu verstehen. In der
Tat entsprechen ja das Coulombsche Gesetz und das Newtonsche Gravitations-
gesetz dem Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen Fliissigkeit, die aus einer
punktformigen Quelle stromt. Dieselbe 1/r2~Abhingigkeit vom Abstand findet
man fiir die scheinbare Helligkeit einer punktformigen Lichtquelle. Auch verschie-
dene andere Griinde machten es plausibel, kalorische, optische, elektrische, magne-
tische und galvanische Erscheinungen dadurch zu erklédren, dafl man gewisse jeweils
verschiedene ,Fluida“, stromende Quantititen, annahm, die von warmen, hellen,
geladenen, magnetisierten oder galvanischen Kérpern ausgingen und Einfliisse auf
andere Korper ausiibten. Eine solche Nahwirkungserklarung durch Vermittlung
stromender Fluida erschien unmittelbar einleuchtend.

Solche Uberlegungen finden sich auch in einem Komplex von Gedanken und
Vorstellungen, der schon damals oft als ,,Dynamismus® bezeichnet wurde. Insbe-
sondere beruhte die sog. romantische Naturphilosophie des deutschen Idealismus
weitgehend auf dynamistischen Ideen. Thr Exponent auf philosophischer Seite war
Friedrich Schelling (1775-1854). In bewufitem Gegensatz zum Weltentwurf des Ato-
mismus und der Punktmechanik, der als grob materialistisch und geistfern, eben
mechanisch, abgelehnt wurde, dachte man sich die Welt als ein Wechselspiel, ein
Gegen- und Miteinanderwirken verschiedener , Krifte“. Es gab eine optische Kraft,
eine Warmekraft, eine chemische, eine elektrische, eine magnetische, eine galva-
nische Kraft und weitere Krifte im Bereich des Lebendigen und des Geistigen.
Diese Krifte wurden als verschiedene Erscheinungsformen einer universellen Kraft
angesehen; ein Ubergang von einer Erscheinungsform in eine andere, also eine Um-
wandlung verschiedener Kréfte ineinander, war Ausdruck und zugleich Antrieb des
physikalischen Geschehens.

Der Begriff der Kraft war in der Physik und in der Philosophie schon lan-
ge verbreitet, war aber, auler in der Newtonschen Mechanik, noch nicht zu einer
vollen Klidrung gelangt. Das dynamistische Verstéindnis des Kraftbegriffes dhnelt
eher dem, was wir heute mit Energie bezeichnen. (Aber noch heute sprechen wir
auch von Kernkraft im Sinne von Kernenergie.) Die Spekulation lag nahe, daf die
universelle Kraft weder vermehrt noch vermindert werden kénne, sondern nur ihre
Erscheinungsform wandle. In der Tat ist das Prinzip von der Erhaltung der Energie
dynamistischen Vorstellungen entsprungen. Ein Schliisselerlebnis fiir Robert Mayer
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(1814-1878), der im Jahre 1841 sein Prinzip von der , Erhaltung der Kraft* formu-
lierte, war eine Beobachtung, die er als Schiffsarzt in den Tropen gemacht hatte:
Das venotse Blut beim Aderlafl war heller als in den geméfigten Breiten. Da in den
Tropen zur Aufrechterhaltung der Korperwiarme und der Lebensfunktionen weniger
Energie benotigt wird, wurde dort offenbar auch weniger chemische Kraft aus dem
Blut entnommen. Um allerdings ein Ma# fiir die universelle Kraft zu finden, mufite
man die Umwandlungsfaktoren der verschiedenen Krifte ineinander kennen. Auf
rein theoretischem Wege, ndmlich durch Vergleich der spezifischen Wéarmen eines
Gases bei festem Volumen und bei fester Temperatur, gelangte Mayer so zu einem
anndhernd richtigen Wert fiir das mechanische Warmeédquivalent.

Eine weitere Frucht dynamistischer Vorstellungen ist, wie wir noch sehen wer-
den, der Feldbegriff.

Schellings eigener Beitrag zur Physik ist nicht sehr hoch zu veranschlagen.
In seinem Jenenser Umkreis wirkte aber Johann Wilhelm Ritter (1776-1810),
dem bei der Umsetzung dynamistischer Vorstellungen eine Schliisselrolle zuféllt.
Ritter war eine mitreiflende Personlichkeit und ein ideenreicher Experimentator.
Er entdeckte u.a., dal die Stromerzeugung in einem galvanischen Element aus
Metallen und Elektrolyt stets mit einer chemischen Umsetzung verbunden ist.
Es fand also eine Umwandlung von chemischer in galvanische Kraft statt. In der
Verfolgung dieses Gedankens wurde Ritter zu einem Begriinder der Elektrochemie.
[Spiiter, in Miinchen, bemiihte er sich auch um das Verstindnis der ,rhabdoman-
tischen Kraft“ (Wiinschelrutenkraft).]

Als direkter Schiiler Ritters ist Hans Christian Oersted (1777-1851) anzusehen.
Er verbrachte das Jahr 1802 in engem Austausch mit Ritter in Jena und stand
bis zu dessen Tod in regem Briefwechsel mit ihm. Im Jahre 1820 gelang Oersted
seine beriihmte Entdeckung, die sofort in ganz Europa gewaltiges Aufsehen erregte:
Eine Magnetnadel erfihrt unter dem Einfluf} eines elektrischen Stromes in einem
geraden Draht eine Ablenkung quer zu dem Draht.

Aufschlufireich ist der Gedankengang Oersteds: Die (heute so genannte) Joule-
sche Wirme in einem stromdurchflossenen Leiter deutete er so, daf} in einem ,,elek-
trischen Konflikt“ zwischen aufeinanderprallenden positiven und negativen Ladun-
gen elektrische Kraft in Warmekraft umgesetzt wiirde. Von der Umwandelbarkeit
verschiedener Krifte ineinander {iberzeugt, untersuchte er, ob bei dem elektrischen
Konflikt auch ein wenig magnetische Kraft abfiele. Die Grofle des Effektes {iber-
raschte ihn.

Nach Oersteds bahnbrechender Entdeckung dauerte es nicht lange, bis im Jahre
1822 André Marie Ampere (1775-1836) ganz allgemein Magnetismus als Wirkung
bewegter Ladungen deutete und insbesondere zur Erkldrung des Ferromagnetismus
im Innern des Eisens permanent flieBende Kreisstrome vermutete.

Die grofite Forscherpersonlichkeit der dynamistischen Richtung war zweifellos
Michael Faraday (1791-1867). Zur Entdeckung des Induktionsgesetzes im Jahre
1831 fiihrte ihn die Suche nach dem Umkehreffekt zur Oerstedschen Beobachtung;:
Magnetische Kraft sollte in elektrische Kraft umgewandelt werden. Faraday war
es auch, der mit seinem Feldbegriff die richtige begriffliche und quantitative Fas-
sung dynamistischer Vorstellungen einleitete. Er dachte sich den Raum ganz kon-
kret von Feldern elektrischer und magnetischer Kraftlinien durchsetzt, wobei ein
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vager Zusammenhang zwischen den Kraftlinien und den Strémungslinien der ent-
sprechenden Fluida gedacht werden kann. Faraday war nicht in der Lage, eine
mathematische Beschreibung der Kraftlinien zu geben, aber er entwickelte doch
genaue Vorstellungen {iber den Verlauf und die Wechselwirkung elektrischer und
magnetischer Kraftlinien, die ihm ein intuitives, halb-quantitatives Verstdndnis der
elektromagnetischen Phdnomene erlaubten. In seinen spéateren Jahren arbeitete er,
seiner Zeit um viele Jahrzehnte voraus, an einer vereinheitlichten Feldvorstellung
unter Einbeziehung der Gravitation. Ganz konsequent suchte er beispielsweise nach
Induktionswirkungen der Gravitation und war {iberzeugt davon, dafl seine Suche
nur aus quantitativen Griinden erfolglos geblieben war.

Faradays ganz grofles Verdienst besteht in der Einfiihrung des vollig neuartigen
und der Punktmechanik fremden Feldbegriffes. Der Raum wurde nicht mehr ein-
fach durch Fernwirkung tiberbriickt, sondern ihm wurde als Tréger von Kraftlinien
und Feldern eine aktive Rolle zugewiesen. Damit erméoglichte Faraday die genaue
Fassung eines bis dahin als mystisch-verworren und unwissenschaftlich angesehenen
Begriffes und ebnete so den Weg zu einer neuen Denkweise, deren Fruchtbarkeit
sich in der Folge iiberdeutlich erweisen sollte.

1.3 Die Entdeckung der
Maxwellschen Gleichungen

Nach Vorarbeiten von William Thomson (1824-1907), des spéteren Lord Kelvin,
im Jahre 1845 war es dann James Clerk Maxwell (1831-1879), der — wie er selbst
betonte — den Faradayschen Ideen ihre mathematische Formulierung gab. Mit der
Einfithrung des Maxwellschen Verschiebungsstromes ging er dabei allerdings in
einem entscheidenden Punkt {iber Faraday hinaus. Seine im Jahre 1862 verdcffent-
lichten und nach ihm benannten Gleichungen des elektromagnetischen Feldes fas-
sen nicht nur elektrische und magnetische Krifte in einer einheitlichen Theorie
des Elektromagnetismus zusammen, sondern sie lassen gerade wegen des Maxwell-
schen Verschiebungsstromtermes auch Wellenldsungen zu, deren Ausbreitungsge-
schwindigkeit, wie Maxwell erkannte, mit der Lichtgeschwindigkeit iibereinstimmt.
Somit war zu vermuten, daf} sich auch die Optik als Spezialgebiet des Elektroma-
gnetismus erweisen wiirde. Einen deutlichen, schon von Maxwell aufgenommenen
Hinweis auf die Verwandtschaft elektromagnetischer und optischer Erscheinungen
hatte {ibrigens schon 1856 das Experiment von Wilhelm Weber (1804-1891) und
Rudolf Kohlrausch (1809-1858) gegeben: Beim Vergleich elektrostatischer und ma-
gnetostatischer Kréfte hatte sich ein Proportionalitdtsfaktor ergeben, der nume-
risch gleich dem Quadrat der Lichtgeschwindigkeit war.

In der Tat haben sich die Maxwellschen Gleichungen seither als die vollstéindige
Theorie aller klassischen elektromagnetischen und optischen Erscheinungen erwie-
sen. Sie waren als Feldtheorie eine Theorie von ganz neuer Art, und als physikali-
sche Errungenschaft sind sie nur mit der Newtonschen Mechanik einschliefllich der
Gravitationstheorie zu vergleichen.

In den folgenden Jahrzehnten bewéhrten sich die Maxwellschen Gleichungen in
vielfacher Weise. Hier sind besonders zu nennen die experimentelle Bestétigung der
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vorhergesagten Relation n = /e zwischen Brechungsindex und Dielektrizitéitskon-
stante durch Ludwig Boltzmann (1844-1906) im Jahre 1870 sowie — gewissermaflen
als Schlufistein — die Erzeugung und der Nachweis transversaler elektromagnetischer
Wellen durch Heinrich Hertz (1837-1894) im Jahre 1888.

Welch gewaltigen Fortschritt die Maxwellschen Gleichungen darstellten und in
welchem Mafle sie an die Grenzen der damals verfiigharen mathematischen Me-
thoden stieflen, zeigt auch die Schwierigkeit ihrer Rezeption. Obwohl man sofort
von ihrer groflen Bedeutung iiberzeugt war, bereitete ihr Verstdndnis fast allen
Physikern lange Zeit enorme Probleme. Anekdotisch mag dies der Fall des hochan-
gesehenen Miinsteraner Ordinarius Johann Wilhelm Hittorf (1824-1914) belegen,
der sich grofle Verdienste um die Physik der Gasentladungen erworben hatte. (Der
Hittorfsche Dunkelraum vor der Kathode ist nach ihm benannt.) Nach langen ver-
geblichen Bemiihungen um das Verstédndnis der Maxwellschen Theorie legte Hittorf
im Jahre 1889 resigniert sein Lehramt nieder, da er sich den Anforderungen sei-
nes Faches nicht mehr gewachsen fiihlte. In diesem Sinne sind die Verdienste von
Ludwig Boltzmann und von Heinrich Hertz um eine einfachere Formulierung der
Maxwellschen Gleichungen sehr hoch einzuschétzen: Hertz gab ihnen im Jahre 1890
ihre bis heute giiltige elegante Form.

1.4 Uberlegungen zum Begriff des Feldes

Es zeigt sich, dafl die elektromagnetischen Erscheinungen durch zwei Felder, das
elektrische Feld E und das magnetische Feld B, beschrieben werden kénnen. Die
elektromagnetische Kraft auf ein Punktteilchen der Ladung ¢, das sich zur Zeit ¢
am Ort x befindet und mit der Geschwindigkeit v bewegt, ist die Lorentz-Kraft!

F(t,z,v) = q(E(t,z) + v x B(t,x)) . (1.1)

Die Moglichkeit, die Kraftwirkung in dieser Art durch nur zwei Felder zu erfassen,
stellt eine ganz ungeheure Vereinfachung dar; man muf sich nur einmal vor Augen
fithren, daf8 a priori die Kraft auf eine Ladung von unzihligen Faktoren abhéngen
konnte, etwa von der gesamten Vorgeschichte der Versuchsanordnung statt nur von
ihrem gegenwértigen Zustand.

Auch angesichts der durch Gl. (1.1) ausgedriickten Einsicht in die Struktur
elektromagnetischer Krifte kann und mufl man sich die Frage nach dem Realitéits-
gehalt der Felder E und B stellen. Denn formal kann man natiirlich eine Funktion
F einfiihren, die gerade so definiert wird, daf ihr Wert F(x,v) die Kraft angibt,
die ein Punktteilchen erfahrt, welches sich am Ort x befindet und mit der Ge-
schwindigkeit v bewegt. Beispielsweise hétte eine solche Funktion fiir ein ruhendes
Punktteilchen mit Masse m bzw. Ladung ¢ (unter dem Einfluf} eines anderen, im
Ursprung ruhenden Punktteilchens mit Masse M bzw. Ladung @), entsprechend
dem Newtonschen Gravitationsgesetz bzw. dem Coulombschen Gesetz, die Form

x Qq =

F® = — yMm — . F° = — . 1.2
(x) v m|w|3 bzw (x) Irey [P (1.2)

n diesem einfiihrenden Kapitel arbeiten wir in SI-Einheiten; mehr dazu in Kap. 3.2.
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Man koénnte aber einwenden, dafl z.B. F°(x) nur die Kraft beschreibt, die eine
ruhende Punktladung ¢ im Orte x erfahren wiirde, wenn sie sich dort befande. Das
Kraftfeld F° = gE selbst, also auch das elektrische Feld E, wire demnach eine
vielleicht niitzliche, aber doch entbehrliche Gréfie — ohne eigenstéindige, d.h. von
der Anwesenheit der Testladung unabhéngige Realitédt. Das eigentlich Vorliegende
wéren nach dieser Auffassung immer noch Fernkrifte zwischen Punktteilchen.

Gegen die Richtigkeit dieser Auffassung, oder jedenfalls gegen ihre Zweckméafig-
keit, lassen sich zwei Argumente anfiihren:

a) Nach den Maxwellschen Gleichungen ist die von einer bewegten Punktladung
g1 am Ort 1 mit Geschwindigkeit v; und Beschleunigung a; auf eine bewegte
Punktladung g2 am Ort s mit Geschwindigkeit v, und Beschleunigung as
ausgeiibte Kraft F' gegeben durch

4192
F = dree (Bl +v2 x Bry) (1.3)
wobei
- 179 x ((ro —v1/c) X a1/c)
B o= (1-v?)c) - Te=v/e 2T 1.4
(1-vi/c) r2(1 —rg-v1/c)? + c r(l—rg-v1/c)3 (14)
und
B = rox E (1.5)
mit
r=xy—x , v =|r, rg = 71/r. (1.6)

Der Index ,ret“ bedeutet, dafl alle kinematischen Groflien des Teilchens 1
(Ort, Geschwindigkeit, Beschleunigung) nicht zur Zeit ¢, sondern zur sog.
retardierten Zeit

tet =t —1/C, (1.7)

also um die Laufzeit eines Lichtsignals zwischen Teilchen 1 und Teilchen 2
verfriiht, zu nehmen sind.

Dieses punktmechanische Gesetz ist sicher zu kompliziert, um fundamentalen
Charakter beanspruchen zu kénnen. Auch legt die Notwendigkeit der Retar-
dierung nahe, daf} sich die elektromagnetische Wirkung mit einer endlichen
Geschwindigkeit ausbreitet, die mit der Lichtgeschwindigkeit tibereinstimmt.

b) Die Maxwellschen Gleichungen haben Wellenlésungen im Vakuum, d.h. ohne
dafl Ladungen oder Strome vorhanden wiren. Das elektromagnetische Feld
beschreibt also nicht nur Kraftwirkungen zwischen Punktladungen, sondern
kann sich in der Form von Wellen gewissermafien selbstdndig machen.

Wenn man sich durch derartige Argumente davon iiberzeugt hat, dafl das elek-
tromagnetische Feld als ebenso ,real angesehen werden kann wie etwa ein Punkt-
teilchen, dann stellt sich sofort die Frage nach dem materiellen Trager des elektro-
magnetischen Feldes. Alle anderen ,realen“ Felder sind ja an einen Triger gebun-
den, wie z.B. Stromungsfelder oder Schallwellenfelder an eine Fliissigkeit oder ein
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Gas. Der Triiger des elektromagnetischen Feldes, den man Ather nannte, miifite die
Ausbreitung von Lichtwellen ermdglichen, also eine Art elastisches Medium sein,
allerdings von ganz besonderer Art: viel feiner als jedes Gas, da er die Bewegung
irgendwelcher Korper in keiner Weise behindert und da sich eventuelle Stromungen
im Ather durch keinerlei mechanische Wirkungen bemerkbar machen.

Maxwell selbst legte bei der Herleitung seiner Gleichungen ein mechanisches
Modell zugrunde, das uns heute wegen seiner Kompliziertheit geradezu abwegig
erscheint, das aber zeigt, wie unentbehrlich ein Trager fiir ein Kraftfeld damals zu
sein schien. DaB Maxwell ein mechanisches Athermodell als notwendig empfand,
bedeutet ein gewisses Zuriickfallen hinter den von Faraday gewonnenen begrifflichen
Stand. Auch die Geschichte der Rezeption der speziellen Relativitidtstheorie erweist,
zum Teil bis auf den heutigen Tag, die Zihlebigkeit der Athervorstellung.

Maxwells mechanisches Athermodell it sich wie folgt beschreiben (vgl. Abb.
1.1): Der Raum ist mit Elementarwirbeln gefiillt, in Abb. 1.1 als grofile Sechsecke
dargestellt. Die Winkelgeschwindigkeit der Drehbewegung der Wirbel bestimmt
Grofle und Richtung des magnetischen Feldes in jedem Punkt. Zwischen den Ele-
mentarwirbeln befinden sich, Kugellagern &hnlich, Ladungsteilchen, deren Bewe-
gung einem elektrischen Strom entspricht.

Abb. 1.1: Maxwells mechanisches Modell des Athers

Man kann sich anhand des Maxwellschen Modells klarmachen, wie ein fadenférmi-
ger Strom von Ladungsteilchen durch das Medium eine Drehbewegung von Ele-
mentarwirbeln gerade so anwirft, wie es dem Oerstedschen Gesetz entspricht. Um-
gekehrt fithrt eine unterschiedliche Rotationsgeschwindigkeit benachbarter Wirbel
zu einem Strom gemé&f dem Induktionsgesetz.

Wir werden spiter sehen, wie der Athervorstellung durch Einsteins spezielle
Relativititstheorie (1905) der Boden entzogen wurde. In der allgemeinen Relati-
vitétstheorie (1915) schliefllich erhielt auch das Gravitationsfeld einen Status, der
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dem des elektromagnetischen Feldes vergleichbar ist. In der Tat geht die Einstein-
sche Theorie noch einen Schritt weiter: Das Gravitationsfeld ist nicht auf einer
vorbestimmten Raum- (und Zeit-) Struktur gegeben, sondern wirkt dynamisch auf
die Ma$- und Zusammenhangsverhéltnisse der Raum-Zeit zuriick.

1.5 Der Feldbegriff in der heutigen Physik

Es ist ein Kennzeichen der neueren Physik, dal der Begriff des Feldes ganz in
den Vordergrund getreten ist, wihrend das Punktteilchenkonzept teils in den Rang
einer — unter gewissen Umstédnden zweckmifligen — Naherung zuriickgefallen ist,
teils in der Quantentheorie der Felder im Sinne eines Welle-Teilchen-Dualismus
eine gewisse Berechtigung behalten hat.

Heute kennt man neben den elektromagnetischen und den gravitativen Kriften
noch zwei weitere fundamentale Arten der Wechselwirkung, nimlich die sog. starke
Wechselwirkung, die u.a. fiir den Zusammenhalt der Atomkerne sorgt, und die sog.
schwache Wechselwirkung, die u.a. fiir das Phéinomen der Beta-Radioaktivitét ver-
antwortlich ist und aufgrund derer beispielsweise gewisse Zerfille von Elementar-
teilchen erst moglich sind. Gemeinsam regeln die starke und die schwache Wech-
selwirkung auch die Energiefreisetzung in den Sternen, insbesondere in der Sonne.

In Tab. 1.3 sind die vier fundamentalen Wechselwirkungen aufgefiihrt, zusam-
men mit ungefiihren Angaben {iber ihre relative Stéirke in den fiir die Kernphysik
und Hochenergiephysik typischen Lingenbereichen von etwa 107! m bzw. Ener-
giebereichen um 1 GeV, und iiber ihre Reichweite.

Tab. 1.3: Die vier fundamentalen Wechselwirkungen

WECHSELWIRKUNG | RELATIVE STARKE | REICHWEITE

Starke 1 107" m
Elektromagnetische 1072 o0
Schwache 107° 107® m
Gravitation 10740 00

Alle diese Wechselwirkungen werden durch Feldtheorien beschrieben. Nur die elek-
tromagnetische und die gravitative Wechselwirkung sind allerdings so langreich-
weitig, daf} sie sich makroskopisch bemerkbar machen und in diesem Bereich durch
klassische Feldtheorien erfafit werden kénnen. Die starke und die schwache Wechsel-
wirkung dagegen sind auf so kleine Absténde beschriankt, dafl nur eine Beschreibung
im Rahmen quantisierter Feldtheorien sinnvoll ist.

Man beachte auch, daf} die elektromagnetische Kraft um einen ungeheuren Fak-
tor stirker ist als die Gravitationskraft: So betrigt beispielsweise das Verhéltnis
von elektrostatischer Abstoflung zu gravitationeller Anziehung fiir zwei Protonen
bzw. zwei Elektronen etwa 1036 bzw. 4 - 10#2. Dies sei noch anhand eines anderen
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Zahlenbeispiels verdeutlicht: Man denke sich zwei Korper von jeweils einem Mol
Substanz, z.B. zwei Eisenkugeln mit einer Masse von jeweils 56 g, und gebe bei-
den Koérpern positive Ladung, indem man jedem tausendsten Atom ein Elektron
entzieht. Bei einem Abstand von einem Meter betrigt dann die elektrostatische
AbstoBung der beiden Kérper rund 10'* Newton, was etwa dem Gewicht eines
Eisenwiirfels von 1 km Kantenldnge entspricht.

Daf sich elektrische Kréfte in unserer alltdglichen Welt trotz ihrer Stéarke und
ihrer langen Reichweite recht wenig bemerkbar machen und historisch gesehen erst
spit entdeckt wurden, beruht auf der Existenz von Ladungen beiderlei Vorzeichens
und darauf, daf sich gleichsinnige Ladungen abstoflen, gegensinnige Ladungen aber
anziehen. Makroskopisch gesehen bildet dadurch alle Materie eine im wesentlichen
gleichméBig fein verteilte Mischung aus positiven und negativen Ladungen, deren
elektrische Kraftwirkungen sich praktisch vollstéindig aufheben. Im Gegensatz dazu
sind Massen stets positiv, und Gravitationskréfte sind stets anziehend, kénnen also
nicht kompensiert werden. Nur so ist es moglich, daf§ in unserer Umwelt die um so
viele GroBlenordnungen schwicheren, aber ebenfalls langreichweitigen Gravitations-
kréfte unter normalen Umstédnden gegeniiber den elektrischen Kréften iiberwiegen.

Die Feldtheorien der elektromagnetischen, der schwachen und der starken Wech-
selwirkung weisen nach heutiger Kenntnis eine enge strukturelle Verwandschaft auf:
Sie sind Beispiele fiir Fichtheorien. Auch die allgemeine Relativitéitstheorie zeigt
Ziige einer Eichtheorie. Solche Ahnlichkeiten lassen die Frage nach einer grundsiitz-
lichen Einheit aller fundamentalen Wechselwirkungen aufkommen.

In diesem Punkt sind in den letzten Jahren Fortschritte erzielt worden, denn
es gelang, eine vereinheitlichte Eichtheorie der sog. elektroschwachen Wechselwir-
kungen zu schaffen, in der die elektromagnetische und die schwache Wechselwir-
kung zusammengefafit sind und fiir die Sheldon Glashow, Abdus Salam und Steven
Weinberg im Jahre 1979 der Nobelpreis fiir Physik verliechen wurde. Diese Theorie
steht ganz in der Tradition Maxwells, der seinerzeit elektrische und magnetische
Krifte sowie die Optik zu einer umfassenden Theorie des Elektromagnetismus ver-
einigt hatte. Allerdings zeigt sich die enge Verwandtschaft von elektromagnetischen
und schwachen Wechselwirkungen erst bei sehr hohen Energien. Die Vereinigung
aller Wechselwirkungen einschlieflich der Gravitation, wie sie schon Faraday vor-
schwebte, ist dagegen auch heute noch ein ungelostes Problem und in der Tat ein
Hauptanliegen der Elementarteilchenphysik.

Zu erwahnen ist noch, daf} sich aus der Sicht der Quantenfeldtheorie der Begriff
des Elementarteilchens dem des Quantenfeldes unterordnet: Zu jedem Elementar-
teilchen (wie z.B. einem Elektron) gehort ein Quantenfeld, zu dem sich das Teilchen
so verhilt wie das Lichtquant (Photon) zum elektromagnetischen Feld. Der funda-
mentale Unterschied zwischen Teilchen und Kriften ist also insofern aufgehoben,
als beide durch entsprechende Felder beschrieben werden.

Zu betonen ist schliefllich, dafl die Feldtheorie keineswegs nur fiir die genann-
ten fundamentalen Felder und die Elementarteilchentheorie bedeutsam ist. Ganz
im Gegenteil ist in der uns umgebenden makroskopischen Welt die klassische Feld-
theorie das einzige brauchbare Mittel zur Beschreibung kontinuierlicher Systeme.
Die Stromung von Fliissigkeiten und Gasen, der Transport von Wérme, die Op-
tik, die mannigfachen Vorgénge bei Mischungen und chemischen Umsetzungen, das
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Verhalten von Plasmen und Elektrolyten, kurz, die ganze Fiille makroskopischer
Erscheinungen, von Laborexperimenten bis zur Meteorologie und zur Astrophysik,
wird erst mit den Begriffen und Methoden der Feldtheorie zugénglich.

1.6 Vorlidufiges zur mathematischen Fassung
des Feldbegriffes

Wie schon mehrfach erwéhnt, entspricht der Feldbegriff der Vorstellung, dafl jeder
Punkt des Raumes zum Tréger zusétzlicher Qualitdten wie Druck, Temperatur,
Dichte, Stromungsgeschwindigkeit oder elektrischer und magnetischer Feldstirke
wird.

In mathematischer Sprache ist ein Feld, oder genauer eine Feldkonfiguration,
einfach eine Abbildung des Raumes — oder allgemeiner bei zeitabhéngigen Feldern
und besonders im Rahmen der Relativitdtstheorie der Raum-Zeit — in eine Menge
F, die die moglichen Werte des Feldes beschreibt. Die Struktur dieses Wertebe-
reichs F' ist dabei nicht von vornherein festgelegt, sondern hidngt von der Natur
des Feldes ab. Fiir ein Druck-, Temperatur- oder Dichtefeld beispielsweise ist F' die
Menge RT der nicht-negativen reellen Zahlen, fiir ein Strémungsfeld ist F' ein drei-
dimensionaler Vektorraum. Die Feldtheorie beschéftigt sich nun, ganz allgemein
gesprochen, mit dem Problem, die physikalisch méglichen Feldkonfigurationen zu
charakterisieren und ihre zeitliche Entwicklung zu berechnen. Schon hieraus geht
hervor, dal Felder — im Gegensatz zu Systemen von Punktteilchen — Systeme mit
unendlich vielen Freiheitsgraden sind, da ja der Zustand eines Feldsystems erst
durch die Gesamtheit der Werte des Feldes in jedem Raumpunkt bestimmt ist.

Wir wollen dies etwas konkreter fassen, und zwar zunichst im Rahmen der
klassischen Physik, also ohne Beriicksichtigung der (speziellen oder allgemeinen)
Relativitdtstheorie. Dann 148t sich der physikalische Raum mathematisch durch
einen dreidimensionalen affinen Raum E? iiber einem dreidimensionalen Euklidi-
schen Vektorraum V? beschreiben. Ein Feld A ist in diesem Fall eine Abbildung

A:E>—F, (1.8)

mit der Zuordnung
xeB®— Alx)ecF . (1.9)

Natiirlich kénnen Felder zeitlich verdnderlich sein. Das 148t sich einmal dadurch be-
schreiben, dafl die Feldabbildung A von der Zeit ¢ abhéngt, dafl also die Zuordnung
der Feldwerte zu den Raumpunkten zu verschiedenen Zeitpunkten unterschiedlich
ist. Eine andere, aber offensichtlich dquivalente Beschreibung dieser Zeitabhéngig-
keit besteht darin, Felder nicht als Abbildungen des Raumes, sondern als Abbil-
dungen von Raum und Zeit in den Wertebereich F' aufzufassen. Ein zeitabhangiges
Feld A ist demnach eine Abbildung

A:RxE} —F, (1.10)

mit der Zuordnung
(t,x)eR x E3 — A(t,x)e F . (1.11)
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Welche Beschreibung der Zeitabhéngigkeit man bevorzugt, ist weitgehend Ge-
schmackssache; die zweite dréngt sich allerdings in der speziellen und allgemeinen
Relativitatstheorie auf, bei denen Raum und Zeit eng miteinander verkniipft sind.

Druck-, Temperatur- oder Dichtefelder sind Beispiele fiir Skalarfelder, bei de-
nen definitionsgeméfl der Wertebereich der Korper R der reellen Zahlen oder eine
geeignete Teilmenge davon ist; Stromungsfelder sowie elektrische und magnetische
Felder hingegen sind Beispiele fiir Vektorfelder A, bei denen definitionsgeméaf der
Wertebereich F ein reeller Vektorraum ist.? Genauer gesagt ist hierbei F' der Vek-
torraum V3, zu dem E? als affiner Raum gehért. Die Richtung der Feldstirke in
jedem Punkt ist ndmlich in allen Féllen eine Richtung im wirklichen Raum. Man
erkennt das auch am Verhalten dieser Felder unter Drehungen: Wenn man ein sol-
ches Feldsystem, z.B. einen geladenen Kondensator (samt dem von ihm erzeugten
elektrischen Feld) oder eine stromdurchflossene Spule (samt dem von ihr erzeugten
magnetischen Feld), einer rdumlichen Drehung R unterwirft, so geht die Feldab-
bildung A in eine neue Feldabbildung A® iiber, die gerade dadurch gegeben ist,
daf sie dem gedrehten Raumpunkt den gedrehten Feldwert zuordnet. In Formeln
bedeutet das

A% (Rx) = RA(x),

oder mit x anstelle von Rz
Af(x) = RA(R 'z) . (1.12)
Man erhilt also die Abbildung A” aus der Abbildung A wie folgt:
A% = RoAoR™', (1.13)

d.h. AT entsteht aus A durch Komposition mit R~ von rechts und R von links.
Dies ist das normale Transformationsverhalten von Abbildungen, wenn Transfor-
mationen sowohl im Urbildraum als auch im Bildraum wirken; es kann — was in
der modernen Mathematik weit verbreitet ist — auch durch ein kommutatives Dia-
gramm ausgedriickt werden:

E3 V3
R\ Il R
R
B Ay

Anders ist das Verhalten von Vektorfeldern unter Translationen: Wenn man Kon-
densator oder Spule um einen Vektor a verschiebt, so ordnet das neue Feld dem
verschobenen Raumpunkt den alten Feldwert zu, d.h.

AT (x4 a) = Ax), (1.14)
oder mit x anstelle von x + a

AT@ () = Az —a) . (1.15)

2In vielen Bereichen der Physik, vor allem in der Quantentheorie, kommen auch Felder vor, bei
denen anstelle des Korpers der reellen Zahlen als Grundkorper der Kérper der komplexen Zahlen
tritt.
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Man erhélt also die Abbildung AT@) aus der Abbildung A wie folgt:
AT@ — AoT(a)™". (1.16)

Die Translationen wirken zwar im Urbildraum E?, aber nicht im Bildraum F = V3.
Der Wertebereich F ist eben nicht der affine Raum E3, sondern der zugehorige Vek-
torraum V3. Das hingt damit zusammen, daf8 fiir Geschwindigkeiten und Kréfte
der Koordinatenursprung herausfllt.

Wir werden auch Anlafl haben, Felder zu benutzen, bei denen der Wertebereich
F nicht der Vektorraum V3, sondern ein (ggf. geeignet symmetrisiertes oder an-
tisymmetrisiertes) Tensorprodukt iiber V2 ist. Solche Felder heiflen Tensorfelder
und werden ausfiihrlicher im Anhang beschrieben.

In der Relativitdtstheorie stehen, wie schon zuvor angedeutet, Raum und Zeit
nicht mehr beziehungslos nebeneinander, sondern sind zur Raum-Zeit zusammen-
gefafit. In der speziellen Relativitatstheorie 1483t sich die physikalische Raum-Zeit
mathematisch durch einen vierdimensionalen affinen Raum E* iiber einem vierdi-
mensionalen pseudo-Euklidischen Vektorraum V* beschreiben, der als Minkowski-
Raum bekannt geworden ist. Die zuvor angestellten grundsitzlichen Uberlegungen
zur Natur von Feldern im allgemeinen und von Vektorfeldern und Tensorfeldern
im besonderen gelten, mutatis mutandis, auch in diesem Fall, sofern man E3 bzw.
R x E3 durch E* sowie V3 durch V* ersetzt. In der allgemeinen Relativitiitstheo-
rie dagegen hat die Raum-Zeit eine sehr viel flexiblere Struktur, und wir werden
dort einem noch allgemeineren Feldtyp begegnen, bei dem — grob gesagt — der
Wertebereich des Feldes an jedem Raum-Zeit-Punkt ein anderer Vektorraum ist;
allerdings héngen diese Vektorrdume in einem geeigneten Sinne differenzierbar von
den Raum-Zeit-Punkten ab, denen sie zugeordnet sind. Als vorldufiges Beispiel
mag ein Tangentialvektorfeld T" an die zweidimensionale Sphire S? dienen, das
z.B. ein Feld von Windstérken auf der Erdkugel (unter Vernachldssigung vertika-
ler Stromungen) darstellt: Jedem Punkt & der Sphére wird ein Vektor T'(x) aus
dem zweidimensionalen Tangentialraum der Sphére im Punkt @ zugeordnet. Diese
Tangentialrdume sind natiirlich fiir verschiedene Fufipunkte verschieden, hingen
aber, anschaulich gesehen, differenzierbar von ihren Fufipunkten ab.

Schliefflich sind auch Felder denkbar, bei denen der Wertebereich F' ein Vek-
torraum ist, dessen Richtungen nichts mit rdumlichen Richtungen zu tun haben,
auf den also, mit anderen Worten, die rdumlichen Drehungen nicht wirken. In der
klassischen Physik lassen sich zwar keine ungekiinstelten Beispiele solcher Felder
angeben, sie spielen aber eine Rolle in der Theorie der Supraleitung oder in der
Elementarteilchenphysik. Die Richtung im Feldraum entspricht dabei z.B. einer ge-
wissen Phase oder einer Richtung in einem sog. inneren Raum, gelegentlich auch
Isoraum genannt. Im Feldraum koénnen dann sog. innere Transformationen oder
innere Symmetrien wirken, die nichts mit Transformationen von Raum oder Zeit
zu tun haben.
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In diesem Kapitel wollen wir einige Grundbegriffe aus der Theorie der Fluide dar-
stellen. ,,Fluide“ ist der physikalische Oberbegriff fiir Fliissigkeiten und Gase. Wir
haben es hier mit einer besonders einfachen und anschaulichen Feldtheorie zu tun,
bei der das fundamentale Feld das Strémungsfeld ist, also das Vektorfeld v(t, x),
das die Stromungsgeschwindigkeit zur Zeit ¢ am Punkt @ angibt. Stromlinien sind
Kurven, deren Tangente in jedem Punkt durch den dortigen Wert des Stromungs-
feldes gegeben ist. Sie sind also Kurven x(7), die der Differentialgleichung

dx
E(T) = v(t,z(7)) (2.1)

geniigen (dabei ist 7 ein zunichst nicht niher spezifizierter Bahnparameter). Fiir
ein zeitunabhiingiges Stromungsfeld v(x) sind die Stromlinien identisch mit den
Bahnkurven der strémenden Fluidteilchen.

Auch fiir andere Vektorfelder lassen sich Stromlinien auf ganz analoge Weise de-
finieren; sie werden gewthnlich Feldlinien genannt. Ganz allgemein gesprochen sind
die Begriffsbildungen der Fluiddynamik, besonders die in diesem Zusammenhang zu
besprechenden Bilanzgleichungen, auch fiir andere Feldtheorien von grundlegender
Bedeutung.

2.1 Bilanzgleichungen

In einem strémenden Fluid sei p(t,x) die Massendichte und j(t,x) die Massen-
stromdichte zur Zeit t am Punkt x; p ist also ein Skalarfeld, und j ist ein Vektorfeld,
welches die durch eine Flache mit Normale in Richtung von j stromende Masse pro
Zeiteinheit und pro Flidcheneinheit angibt. Genauer flieft von der Zeit t; bis zur
Zeit to durch eine Flache F' die Masse

to

m(ts, t1) = / dt pm(t) | (2.2)
t1

mit

pr(t) = /F af - j(t @) . (2.3)
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Massendichte und Massenstromdichte sind durch die Beziehung
Jj = pv (2.4)

miteinander verkniipft.
Wir betrachten nun ein festes Volumen V mit Rand OV. Die zur Zeit ¢t in V
enthaltene Gesamtmasse ist

my(t) = /Vd?’x p(t,x) .

Wenn im Innern von V keine Quellen oder Senken vorhanden sind, die Masse
nachliefern oder verschlingen, dann kann sich die in V' vorhandene Masse nur durch
Ein- oder Ausstromen von Masse durch den Rand 9V von V &ndern. Orientiert
man die Normale von dV nach auflen, so ist also

‘%‘/(t) = /Vdgz %(t,m) = ffavdf'j(t,a:) = */Vdsx (V-3)(t, ),

wobei wir im letzten Schritt den GauBschen Satz benutzt haben. Da diese Uber-
legung fiir beliebige Volumina V' gilt, erhalten wir als Bilanzgleichung oder Konti-
nuitdtsgleichung fiir die Masse

% v.i-o. (2.5)

Diese Gleichung ist der mathematische Ausdruck fiir das Gesetz von der Erhaltung
der Masse.

Genau wie die Masse lassen sich auch andere kontinuierlich verteilte mengenar-
tige Groflen bilanzieren. Mengenartig oder auch extensiv heiflen diejenigen physi-
kalischen Groflen, deren Wert sich bei Verdopplung, Verdreifachung, ... des physi-
kalischen Systems verdoppelt, verdreifacht, ... . Beispiele sind elektrische Ladung,
Teilchenzahl, Masse, Energie, Impuls, Drehimpuls, Entropie, freie Energie usw.;
Gegenbeispiele sind etwa Temperatur und Druck. Bei der Aufstellung einer Bilanz
fiir eine beliebige extensive Grofle a ist allerdings die Moglichkeit der Existenz von
— im Raum kontinuierlich verteilten — Quellen und Senken zu berticksichtigen. Die
allgemeine Form der Bilanzgleichung oder Kontinuitdtsgleichung fir die Grofle a
lautet daher

a

9p

ot
wobei p® die Dichte, 3% die Stromdichte und ¢® die Quelldichte fiir die GroBe a
bezeichnet; letztere beschreibt also die pro Zeiteinheit und Volumeneinheit durch
Quellen nachgelieferte (¢* > 0) bzw. durch Senken verschlungene (¢* < 0) Menge
der Grofle a. In Differentialformenschreibweise (siehe Anhang) wird Gl. (2.6) zu

+ V-5t =q", (2.6)

A

dp

¢ = §° 2.
5 T Y q*, (2.7)

mit den 3-Formen p® = %p® und ¢* = %¢® sowie der 2-Form g = %je.
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Die Existenz von Quellen und Senken (¢ #0) deutet im allgemeinen darauf hin,
dafl entweder die Grofle a nicht erhalten oder aber das betrachtete physikalische Sy-
stem nicht abgeschlossen ist. In der Tat nennt man eine extensive Grofle a erhalten
und bezeichnet die entsprechende Bilanzgleichung als einen FErhaltungssatz, wenn
in abgeschlossenen Systemen die entsprechende Quelldichte ¢® stets verschwindet,

d.h. wenn
a

dp

ot
Abgeschlossene Systeme sind diejenigen physikalischen Systeme, die keine extensi-
ven Groflen mit anderen physikalischen Systemen austauschen. Dabei sollte man
sich vergegenwiirtigen, dafl Austausch einer extensiven Grofle a zwischen zwei phy-
sikalischen Systemen 1 und 2 sowohl zur Stromdichte 7{ und j5 als auch zur
Quelldichte ¢f und ¢ in jedem der beiden Systeme beitragen kann: Der erste
Fall liegt vor, wenn die beiden Systeme rdaumlich getrennt sind und der Austausch
durch Stromung tiber die Grenzflache erfolgt, wihrend der zweite Fall eintreten
kann, wenn sich beide Systeme rdumlich iiberlappen oder sogar vollig iiberlagern.
Insbesondere kann also in einem offenen System auch eine erhaltene Gréfle a eine
Quelldichte ¢* # 0 besitzen, doch lassen sich derartige Quellen und Senken stets
eindeutig identifizieren und einem anderen offenen System zuordnen, das mit dem
ersten in Wechselwirkung steht.

+ V=0, (2.8)

Als Beispiel moge der Austausch von Energie und Impuls zwischen sich be-
wegenden elektrischen Ladungen (1) und dem von ihnen erzeugten und auf
sie zuriickwirkenden elektromagnetischen Feld (2) dienen: Energie und Im-
puls der Teilchen allein oder des Feldes allein sind natiirlich nicht erhalten,
wohl aber ihre Summe, denn nur das Gesamtsystem Teilchen + Feld ist
abgeschlossen.

Im Gegensatz dazu ist z.B. die Entropie S keine erhaltene Gréfle — wenn sie auch ei-
ne merkwiirdige Zwitterstellung einnimmt: Nach dem zweiten Hauptsatz der Ther-
modynamik gilt némlich in abgeschlossenen Systemen die Ungleichung ¢° >0, d.h.
Entropie kann erzeugt, aber nicht vernichtet werden.

Fiir allgemeine extensive Grofen a in Fluiden kann — im Gegensatz zur Masse
(vgl. Gl. (2.4)) — der Zusammenhang zwischen Dichte p®, Stromdichte j* und
Stromungsgeschwindigkeit v sehr kompliziert sein. Der Transport der Grofle a kann
némlich auf zwei verschiedene Weisen zustandekommen:

a) Durch Konvektion (Mitfithrung mit der Stréomung):
Das fiihrt zum konvektiven Anteil jy.,, der Stromdichte, wobei

Jkonw = PO (2.9)

b) Durch Konduktion (Leitung):
Das fiihrt zum konduktiven Anteil jy .q der Stromdichte, der auch bei v=0
oder p®=0 vorhanden sein kann — z.B. bei der Warmeleitung oder der elek-
trischen Leitung in einem insgesamt neutralen Draht.

Der Gesamtstrom ist also gegeben durch

-

J = jﬁonv + jllzond = pa,v + jﬁond . (210)
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2.2 Impulsbilanz und Drehimpulsbilanz

Die Impulsbilanz stellt einen besonders interessanten und wichtigen Fall dar. Da
der Impuls eine vektorielle Grofle ist, haben wir drei Impulskomponenten getrennt
zu bilanzieren. Wir schreiben pf(¢,z) fiir die Dichte der i-ten Impulskomponente
und ji(t, @) fiir die k-Komponente der Stromdichte der i-ten Impulskomponente.
In diesem Fall ist also das Dichtefeld bereits ein Vektorfeld und das Stromdichtefeld
folglich ein Tensorfeld zweiter Stufe.

Als Quellen des Impulses kommen nur duflere Kriifte in Frage, die in das System
hineingreifen, d.h. die Quelldichte fiir den Impuls ist eine Kraftdichte, die wir mit
f(t, x) bezeichnen. Dann lautet die Bilanzgleichung fiir den Impuls (im Indexkalkiil
geschrieben)

opP
ot

Ein dufleres Schwerefeld g fiihrt beispielsweise zu einer Kraftdichte f =pg.

+ V. ik = fi. (2.11)

Die Impulsstromdichte hat noch eine weitere duflerst wichtige Interpretation,
da der pro Zeiteinheit durch eine Fliche stromende Impuls als Druckkraft auf diese
Fliche angesehen werden kann: Genauer beschreibt jZ die i-te Komponente der
Kraft pro Fliche auf ein Fliachenelement mit Normale in k-Richtung und

F; = /dfk Jin (2.12)
F

demzufolge die i-te Komponente der gesamten durch den Impulsstrom zustande-
kommenden Druckkraft auf eine Fliche F'. Ist insbesondere F' die Oberfliche 0V
eines Volumens V, so lafit sich Gl. (2.12) in die Form

F;, = / dfy, il = /dsx Vi Jin (2.13)
av v

umschreiben; dies ist die i-te Komponente der Druckkraft, die das Volumen V' auf
seine Umgebung ausiibt.

In einem Fluid gilt offenbar
pf = py, (2.14)
und
ik = pvu, + oy, (2.15)

wobei p die Massendichte und o der (zunichst nicht weiter bestimmte) konduk-
tive Anteil der Impulsstromdichte ist. Gemé&fl obiger Interpretation beschreibt o
denjenigen Anteil der Druckkrifte, der nicht durch die Strémung der Fluidteilchen
zustandekommt, weshalb man o auch als Drucktensor bezeichnet.

Ganz analog zur Impulsbilanz &8t sich die Drehimpulsbilanz formulieren; wie-
der sind drei Komponenten zu bilanzieren: Es sei pl(¢,x) die Dichte der i-ten
Drehimpulskomponente und j% (¢, «) die k-Komponente der Stromdichte der i-ten
Drehimpulskomponente.
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Als Quellen des Drehimpulses kommen #uflere Drehmomente in Frage, die in
das System hineingreifen, d.h. die Quelldichte fiir den Drehimpuls ist eine Dreh-
momentdichte, die wir mit d(¢, ) bezeichnen. Dann lautet die Bilanzgleichung fiir
den Drehimpuls (im Indexkalkiil geschrieben)

dpf
ot

+ Veik = d; . (2.16)

Fiir normal stromende Fluide sind folgende Annahmen berechtigt:

a) Es gibt keinen ,inneren® Drehimpuls, d.h. fiir geniigend kleine Volumina ist
der Drehimpuls gemédfl L = @ X p schon durch den Impuls bestimmt. Die
Drehimpulsdichte und die Drehimpulsstromdichte lassen sich dann durch die
Impulsdichte und die Impulsstromdichte wie folgt ausdriicken:!

pi = €iji T o (2.17)
L, .p
Jik = €%k - (2.18)

b) Es gibt keine ,inneren“ Drehmomente, d.h. fiir geniigend kleine Volumina ist
das Drehmoment geméfl D = x x F' schon durch die Kraft bestimmt. Die
Drehmomentdichte 148t sich dann durch die Kraftdichte wie folgt ausdriicken:

di = ez fi - (2.19)

Insbesondere ist d=0 fiir f=0.

Die Annahmen a) und b) sind fiir sehr viele wichtige kontinuierliche Systeme wie
Fluide und elastische Kontinua erfiillt. Sie sind aber beispielsweise verletzt fiir
Systeme von Teilchen mit Spin (und dementsprechend mit magnetischem Moment)
in einem #ufleren Magnetfeld.

Unter den Annahmen a) und b) folgt aus der Drehimpulsbilanz (2.16):

P

5pl .p
ST o + Vi (Gijl »Tj]zk) = €% fi,

d.h. .
ap, ) .
€ij1 T (8tl + Vk]li) + € din = €ij1 L J1 -

Aus der Impulsbilanz (2.11) ergibt sich daher
€ din = 0,

d.h.
Jin = Ji - (2.20)

Die Impulsstromdichte ist also ein symmetrisches Tensorfeld.

1Zur Definition des total antisymmetrischen e-Tensors siche Anhang.
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2.3 Die Navier-Stokesschen Gleichungen
Fiir ein Fluid ist gem&f den Gleichungen (2.15) und (2.20)
i = pvv, + oy

mit einem symmetrischen Drucktensor o. Ein Anteil von o 148t sich leicht identi-
fizieren: Der skalare Druck p triagt zum Drucktensor o;; einen isotropen Teil pd;x
bei; es ist also
Ok = DOy + Tip - (2.21)
Der spurfreie Anteil ¢’ des Drucktensors o wird innere Reibung in dem Fluid be-
schreiben. Wir werden auf diesen Term noch zuriickkommen.
Mit den bisher gewonnenen Ansiitzen lautet die Impulsbilanzgleichung (2.11)
im Fluid nun

0
= (pv;) + Vi, (pvjvy, + 0oy +0i1) = fi,

ot
oder
0 Ov;
a*?”i + paijt +v; Vie(pvi) + pvy, Vv, + Vip + Vo, = f;
Mit der Bilanzgleichung
Ip
— . = 2.22
9 (v) = 0 (2.22)
fiir die Masse (vgl. Gleichungen (2.4) und (2.5)) vereinfacht sich dies zu
8’1& ’
P\ T 0 Vv | + Vip + Vyoy, = i (2.23)

Fiir ein ideales Fluid ist definitionsgemifl ¢’ = 0 (keine innere Reibung). In
diesem Fall erhalten wir aus Gl. (2.23) die Fulersche Stromungsgleichung, die in
vektorieller Schreibweise wie folgt lautet:

p (g‘t’ + (v-V) 'v> +Vp = f. (2.24)

Die Terme in dieser Gleichung haben eine einfache Deutung: Zunéchst definieren
wir fiir jedes Feld A ein neues Feld DA/Dt durch

DA 0A
E(t,m) = (675 + (v-V) A) (t, )
—  lim At + Atz + v(t, ) At) — A(t, x) ' (2.25)
At—0 At

Man nennt DA/Dt die substantielle Ableitung von A; sie beschreibt die zeitliche
Anderung von A bei Mitbewegung léings der Stromlinien — im Gegensatz zur parti-
ellen Ableitung OA/dt von A, welche die zeitliche Anderung von A an einem festen
Raumpunkt angibt. Insbesondere ist also Dwv/Dt die zeitliche Anderung von w,
d.h. die Beschleunigung, die ein Massenelement auf seiner Bahn erfihrt. Weiter ist
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—Vp die auf ein Massenelement ausgeiibte Druckkraft; die Richtung zeigt dabei
in Richtung des Druckabfalls. Damit erhélt die Eulersche Stromungsgleichung die

Gestalt
Dv

"Dt
in der sie als die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir ein ideales Fluid erkennbar
wird. Mit der Identitét

- f-Vp, (2.26)

vx (Vxv) = V(@) - (v-V)v (2.27)

schreibt sich die Eulersche Gleichung auch

p(?;-i—%V(vQ)—vx(va))—i—Vp: f. (2.28)

Wir machen nun einige zusétzliche Annahmen:

a) Das Fluid ist inkompressibel:

p(t,xz) = p, = const. . (2.29)
(Dies stellt natiirlich nur fiir Fliissigkeiten eine gute Niherung dar, nicht fiir
Gase).
b) Die Stromung ist stationdr:
88—1; =0. (2.30)
¢) Die Strémung ist wirbelfrei:
Vxv =0. (2.31)
d) Die #uflere Kraft besitzt ein Potential:
f=-Vo. (2.32)
Dann wird Gl. (2.28) zu
V(3ppv®+p+¢) = 0, (2.33)
d.h.
1pgv® +p+¢ = const. . (2.34)

Das ist das bekannte Gesetz von Bernoulli, das den Energiesatz fiir ideale inkom-
pressible Fluide zum Ausdruck bringt. (Wenn wir Gl. (2.31) fallenlassen, ist der
Ausdruck auf der linken Seite von Gl. (2.34) nur lings jeder Stromlinie konstant.)
Der allereinfachste Fall ist durch die Hydrostatik gegeben:

v=0. (2.35)
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Die Eulersche Stromungsgleichung reduziert sich dann auf die Gleichgewichtsbe-
dingung
Vp = f. (2.36)

Im homogenen Schwerefeld ist f = p g. Fiir inkompressible Fluide (vgl. Gl. (2.29))
finden wir

V(p—pog-z) =0, (2.37)
mit der Losung

p(®) = pog . (2.38)

Das ist die bekannte lineare Zunahme des Druckes mit der Tiefe. Schlielich ist
die i-te Komponente F; der gesamten Druckkraft auf einen eingebrachten Korper
gemif Gl. (2.13)

Fo= = [ dnilf = - [ e (2.39)
ov 174

Natiirlich ist die Druckverteilung im Innern eines eingebrachten Korpers nicht die-
selbe wie diejenige, die in Abwesenheit des Korpers herrschen wiirde. Der obige
Ausdruck zeigt aber, daf§ es nur auf die Randwerte der Impulsstromdichte auf der
Oberflache OV von V' ankommt; man darf also zur Berechnung des Integrals in GI.
(2.39) irgendein Tensorfeld verwenden, solange es nur die richtigen Randwerte hat.
Im vorliegenden Fall kann man j5 = pd;; benutzen und erhilt

Vit = Vip = pog; -

Damit ergibt sich
F = —plVig, (2.40)

wobei |V| das Volumen von V ist. Wir finden also das bekannte Auftriebsgesetz von
Archimedes.

Schliellich wollen wir noch den Effekt der Reibung beriicksichtigen, die sich
als spurfreier Anteil ¢/ des Drucktensors ¢ bemerkbar macht. Reibung kommt
durch Relativbewegung von Fluidteilchen zustande, ist also nur vorhanden, wenn
Vi Vi 75 0.

Die einfachste Annahme ist die eines linearen Zusammenhangs zwischen Rei-
bungsdruck o, und Geschwindigkeitsgradient V;vj. Das allgemeinste symmetrische
Tensorfeld, das in rotationssymmetrischer Weise linear von Vv abhéngt, ist von
der Form

ok = — 1 (Vv + Vi, — 365, V,0,) = (65, V0, (2.41)

Bei diesem Ansatz haben wir gleich die volumenindernden Deformationen V, v,
eines Elementes des Fluids abgetrennt. n heifit Zdhigkeit oder Viskositdt und ¢
Volumenzihigkeit oder Volumenviskositit. Fluide, die dem einfachen Gesetz (2.41)
geniigen, nennt man Newtonsche Fluide. Fiir nicht-Newtonsche Fluide (wie Blut,
Honig, nasser Sand usw.) kann der Zusammenhang zwischen o/, und V,v;, dagegen
sehr kompliziert sein.
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Wenn wir Gl. (2.41) in die Impulsbilanzgleichung (2.23) einsetzen und aulerdem
n und ¢ als konstant annehmen, erhalten wir die Navier-Stokesschen Gleichungen,
die in vektorieller Schreibweise wie folgt lauten:

p (861; + (v-V) v) +Vp —nlv — (3n+¢)V(V-w) = f. (2.42)

Zusammen mit der Kontinuitéitsgleichung (2.22) fiir die Masse ergeben sich vier
Gleichungen fiir fiinf gesuchte Groflen v, p, p. Das System ist also noch unterbe-
stimmt, solange nicht eine fiinfte Gleichung angegeben werden kann, z.B. in Form
eines Zusammenhangs

p = p(T’p)v (243)

der den Status einer Materialgleichung hat. Allerdings ist das Gleichungssy-
stem auch dann noch unterbestimmt — es sei denn, dafl Temperaturinderungen
vernachlissigbar sind. Andernfalls hat man auch noch Wirmeleitungseffekte zu
beriicksichtigen.

Die Navier-Stokesschen Gleichungen sind die fundamentalen Gleichungen der
Hydrodynamik. Aufgrund ihres nichtlinearen Charakters ist ihre Losung aufleror-
dentlich schwierig und in allgemeinen Situationen unméglich. Schon das Verstédnd-
nis spezieller Effekte, vor allem der Turbulenz, ist ein aktuelles Forschungsthema.
Eine Diskussion solcher Fragestellungen wiirde den Rahmen eines einfiithrenden
Lehrbuches sprengen und mufl daher der weiterfithrenden Literatur iiberlassen blei-
ben.
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3 Die Maxwellschen (Gleichungen

3.1 Einfiihrung der Maxwellschen Gleichungen

Die gesammelte Erfahrung aus beinahe zwei Jahrhunderten zeigt, daf alle elektro-
magnetischen Phénomene mit der Existenz einer neuen extensiven Groéfle verbun-
den sind, die elektrische Ladung oder auch einfach Ladung genannt wird. Sie ist eine
Erhaltungsgréfie und 148t sich nach der in Kapitel 2 beschriebenen Methode bilan-
zieren. Dichte bzw. Stromdichte der Ladung wollen wir mit p bzw. j bezeichnen,
so daf} der Erhaltungssatz fiir die elektrische Ladung die Form

dp
ot
annimmt. Ferner zeigt sich, daf alle elektromagnetischen Erscheinungen durch zwei
Vektorfelder, das elektrische Feld E und das magnetische Feld B, erfafit werden
konnen; B wird oft auch magnetische Induktion genannt. Genauer gilt:
Die elektromagnetische Kraft F(t,x,v), die eine punktférmige Ladung g¢
erfahrt, welche sich zur Zeit ¢t im Punkt @ befindet und mit der Geschwindigkeit v
bewegt, ist die Lorentz-Kraft

+Vji=0 (3.1)

F(t,xz,v) = qE(t,x) + kqv x B(t,x) ;
wir schreiben — wie allgemein iiblich — diese Gleichung abkiirzend in der Form
F = qF + kqu x B . (3.2)

Die Konstante « wird erst durch die Festlegung von Mafleinheiten fiir die Ladung
sowie fiir die elektrische und magnetische Feldstirke bestimmt; dazu spater mehr.

Das Kraftgesetz (3.2) erlaubt eine operationale Definition der Felder E und B
— allerdings nur unter der Voraussetzung, dafl die Riickwirkung der Ladung ¢ auf
die Felder FE und B vernachlissigt werden darf. Erfahrungsgeméif ist dies fiir kleine
Ladungen — sog. Testladungen — tatséchlich der Fall, so dafi E und B, jedenfalls
im Prinzip, durch Ubergang zum Grenzwert
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und anschlieflende Trennung des geschwindigkeitsunabhéngigen vom geschwindig-
keitsabhéngigen Beitrag bestimmt werden kénnen.

Hat man es statt mit einer Punktladung ¢ mit einer allgemeinen Ladungs- und
Stromverteilung zu tun, die durch eine Ladungsdichte p und eine Stromdichte j
charakterisiert ist, so ist die von einem gegebenen elektrischen Feld E und einem
gegebenen magnetischen Feld B ausgeiibte Lorentz-Kraftdichte f gegeben durch

f =pE+rjxB. (3.3)

Die Kraftgesetze (3.2) und (3.3) bestimmen die Wirkung elektromagnetischer
Felder auf Ladungen und Strome, besagen aber nichts iiber die Dynamik der Fel-
der selbst, also iiber die Gesetze, nach denen sich ihre Erzeugung und Ausbreitung
vollzieht. Genau dies nun ist Aufgabe und Inhalt der Maxwellschen Gleichungen.
Dabei handelt es sich um ein System partieller Differentialgleichungen, in denen
Divergenz und Rotation von E und von B durch die ersten zeitlichen Ableitungen
von E und von B sowie durch eine gegebene Ladungsdichte p und eine gegebene
Stromdichte j ausgedriickt werden. Ein solches Gleichungssystem legt E und B
eindeutig fest, da ein beliebiges Vektorfeld A — geniigend schneller Abfall im Un-
endlichen vorausgesetzt — durch Vorgabe seiner Divergenz D = V-A und seiner
Rotation R =V x A (mit der Nebenbedingung V-R = 0) eindeutig bestimmt
ist.

Sind nidmlich A7 und As zwei Vektorfelder mit V-A; =D =V-As und
V x A1 = R=YV X Ay, so erfiillt ihre Differenz A = A; — Ay die Bedin-
gungen V-A =0 und V X A = 0; also kénnen wir A = —V ¢ schreiben,
wobei A¢p =V-V¢o=0 gilt. Wie in Kapitel 4 gezeigt wird, ist aber die
einzige liberall regulidre und im Unendlichen nicht ansteigende Losung der
homogenen Laplace-Gleichung A¢ = 0 die konstante Losung ¢ = ¢o, also
folgt A=0 und A;=A,.

Ferner sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl — in genauer Umkehrung der Si-
tuation bei den Kraftgesetzen — die Ladungs- und Stromverteilung in den Maxwell-
schen Gleichungen als Quelle des elektromagnetischen Feldes zu interpretieren ist,
und nicht als Objekt seiner Kraftwirkungen.

Die Maxwellschen Gleichungen lauten — mit noch festzulegenden Konstanten
kl, kg, k‘3 und ]{742

V-E = kip, (3.4-a)
0B
V X E - - kz E 5 (34-b)
V-B =0, (3.4-c)
E
VxB = k3j+k4%—t. (3.4-d)

Im folgenden wollen wir diese Differentialgleichungen zunéchst in Integralform um-
schreiben und dabei ihre physikalische Bedeutung veranschaulichen. Dabei wird
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sich insbesondere zeigen, daff aus Griinden der Konsistenz mit dem Lorentz-
Kraftgesetz (3.2) bzw. (3.3) und dem Erhaltungssatz (3.1) fiir die Ladung

ks

ke = K und k4:k
1

sein muf}. Zudem ist es iiblich, fiir die Konstanten k; und k3 die Bezeichnungen
ki = — und ks = kuo

einzufiithren; damit lauten die Mazwellschen Gleichungen:

v-E-=-2, (3.5-a)
€0
OB

E = — r= 5-
V x Ko (3.5-b)
V-B = 0, (3.5-¢)

E

V x B = kugp <] + €o %t) . (3.5-d)

Festlegung von €y bestimmt die Mafleinheiten von E und p und somit auch von j;
Festlegung von p oder x bestimmt die Mafleinheit von B; dazu mehr im n#chsten
Abschnitt.

3.1.1 Gauflsches Gesetz

Der physikalische Gehalt der ersten Maxwellschen Gleichung (3.5-a) ist der Flufsatz
fiir das elektrische Feld:

Der Flufl des elektrischen Feldes durch eine geschlossene Fléche ist proportional
zur gesamten von dieser eingeschlossenen Ladung, d.h. fiir ein beliebiges Volumen
V' mit Oberfliche OV gilt:

e
oV

1
/ df-E:—/d%qu—V. (3.6)
v € Jv €0

Mit dem Gaufischen Satz wird Gl. (3.6) ndmlich dquivalent zu

1
/d%V-E = —/d?’xp,
\% € Jv

und da dies fiir beliebige Volumina V' gelten soll, zu Gl. (3.5-a). Anschaulich besagt
der Flufisatz, dafl die Quellen bzw. Senken des elektrischen Feldes gerade die elektri-
schen Ladungen sind: An ihnen und nur an ihnen beginnen bzw. enden elektrische
Feldlinien.
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Fiir statische Felder folgt der FluBsatz unmittelbar aus dem Coulomb-Gesetz.
Diesem Gesetz zufolge ist ndmlich das elektrostatische Feld einer Punktladung ¢

im Ursprung durch
q x

E - Y
C(m) 47'('60 ‘(E‘d

(3.7)

gegeben. Daraus berechnet man durch explizite Integration iiber die Oberfliche
einer Kugel K mit Radius 7 um den Ursprung

/ if -Be = L,
oK €0

unabhéngig von r. In der Tat gilt sogar fiir jedes Volumen V um den Ursprung

[ dfpe = L.
oV €0
denn es ist (V- E¢)(x) =0 fiir £#0 und daher

/df~Ec—/ df~Ec:/ df-Ec:/d3xV~Ec:0.
ov 0K ow w

(Vgl. Abb. 3.1.)

Abb. 3.1: Unabhéngigkeit des elektrischen Flusses einer Punktladung durch eine
Oberflache von deren spezieller Form

Ersetzt man den Ursprung durch einen beliebigen anderen Punkt im Raum (was
aufgrund der Translationsinvarianz zuléssig ist) und geht zu einer kontinuierlichen
Ladungsverteilung iiber, so erhélt man den Fluisatz der Elektrostatik.

Umgekehrt 148t sich das Coulomb-Gesetz aus dem Flufisatz der Elektrostatik
herleiten: Man nutzt zunéchst die Invarianz der Grundgleichungen der Elektrosta-
tik unter Drehungen im Raum aus, um die sphérische Symmetrie des von einer
Punktladung erzeugten Feldes zu beweisen, und leitet dann durch Integration iiber
Kugeln vom Radius r das 1/r?~Abstandsgesetz her; wir wollen dies hier nicht im
Detail ausfiithren.

Die Maxwellsche Gleichung (3.5-a) jedenfalls fordert die Giiltigkeit des Fluf-
satzes auch fiir zeitabhingige Felder; sie wird, ebenso wie der Flufisatz selbst, oft
auch als Gaufsches Gesetz bezeichnet.
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3.1.2 Abwesenheit magnetischer Ladungen

Der physikalische Gehalt der dritten Maxwellschen Gleichung (3.5-¢) ist der Flufs-
satz fiir das magnetische Feld:

Der Fluf3 des magnetischen Feldes durch eine geschlossene Flidche verschwindet,
d.h. fiir ein beliebiges Volumen V mit Oberfliche OV gilt:

mo= df -B = 0. (3.8)
ov

Mit dem Gaufischen Satz wird Gl. (3.8) ndmlich dquivalent zu
/ d®zV-B = 0,
v

und da dies fiir beliebige Volumina V' gelten soll, zu Gl. (3.5-c). Anschaulich besagt
der Flufisatz, dafl das magnetische Feld keine Quellen bzw. Senken hat: Es gibt keine
magnetischen Ladungen, und magnetische Feldlinien sind stets geschlossen.

3.1.3 Faradaysches Induktionsgesetz

Die physikalische Aussage der zweiten Maxwellschen Gleichung (3.5-b) ist das
Faradaysche Induktionsgesetz:

Die Zirkulation des elektrischen Feldes um eine geschlossene Kurve ist proportional
zur totalen zeitlichen Ableitung des sie durchsetzenden magnetischen Flusses, d.h.
fiir eine beliebige Fldche F' mit Randkurve OF gilt:

d/ d
de ' E = —k— [ df B = —k—®. (3.9)
/E,F dt dat  F

Man beachte, daf in der Tat auch die rechte Seite dieser Gleichung nur von 9F und
nicht von F' selbst abhingt; dies gilt sogar fiir den magnetischen Flufl ®% selbst:
Sind nédmlich F} und Fy zwei Fldchen mit der gleichen Randkurve +, so bilden
sie zusammen die Oberfliche OV eines Volumens V, und aus der Maxwellschen
Gleichung (3.5-c) folgt

q)}’nl_@%‘lz:/dvde:O

(Das relative Minuszeichen im ersten Term ist auf den Umstand zuriickzufiihren,
daf} die nach auflen orientierte Normale auf 9V notwendigerweise antiparallel zu
einer der beiden Fliachennormalen — hier der von Fs — ist, wenn sie parallel zu der
anderen Fldchennormalen — hier der von F; — gewéhlt wurde, da man ja verlangen
muf, daf} beide Flichen relativ zu ihrem gemeinsamen Rand v geméf der iiblichen
Rechte-Hand-Regel orientiert sind.)

Die Bezeichnung , Induktionsgesetz* rithrt daher, dafi nach Gl. (3.9) die zeitliche
Anderung des magnetischen Flusses durch eine Fliche F, deren Rand OF von einer
Leiterschleife v gebildet wird, zu einer Induktionsspannung

d m
Ui = — & - ®F (3.10)
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in der Leiterschleife fiithrt. Das negative Vorzeichen in den Gleichungen (3.5-b), (3.9)
und (3.10) weist auf den Umstand hin, dafl der durch die induzierte Ringspannung
angeworfene Strom in der Leiterschleife, zusammen mit dem von ihm erzeugten
Magnetfeld, der urspriinglichen Anderung des Flusses entgegenzuwirken sucht —
eine Tatsache, die als die Lenzsche Regel bekannt ist.

Die Maxwellsche Gleichung (3.5-b) ist, in differentieller Formulierung, der Spe-
zialfall des Induktionsgesetzes, bei dem die Flidche F selbst zeitlich konstant bleibt.
Mit dem Stokesschen Satz namlich wird Gl. (3.9) in diesem Fall dquivalent zu

/Fdf-(VxE) -~ —m%/FdﬁB = —H/Fdf-%]f,

und da dies fiir beliebige Flichen F' gelten soll, zu Gl. (3.5-b).

Eine Anderung des magnetischen Flusses ®% durch die Flache F' kann jedoch
auch durch Anderung der Fliche selbst, d.h. durch Verschiebung der sie beran-
denden Leiterschleife ~ erfolgen. Auch in diesem Fall gilt noch das Faradaysche
Induktionsgesetz, und zwar in der Form der Gl. (3.10). Dies ist tatséchlich der
Fall, wenn — wie zuvor schon behauptet und in der Notation von Gl. (3.5-b) vor-
weggenommen — die Konstanten ks in der Maxwellschen Gleichung (3.4-b) und &
im Lorentz-Kraftgesetz (3.2) bzw. (3.3) {ibereinstimmen.

Um dies einzusehen, betrachten wir eine auf beliebige Art und Weise in einem
magnetischen Feld B bewegte (und dabei evtl. auch deformierte) Leiterschleife .
Im Laufe der Zeit, z.B. zwischen zwei Zeitpunkten ¢; und ¢, wird die geschlossene
Kurve 7 eine Flache M (t1,t3) (typischerweise die Mantelfléiche eines deformierten
Zylinders) und die von ihr berandete Fliche F ein Volumen V (¢, t2) iberstreichen
(vgl. Abb. 3.2). Die Kurve «(¢) bzw. die Fliche F(t) zur Zeit ¢t konnen wir durch
einen Parameter 7 bzw. durch zwei Parameter ¢ und 7 beschreiben (deren Wahl
nicht mehr von ¢ abhiingen soll), so daf§ die Fldche M(t1,t2) bzw. das Volumen
V(t1,t2) durch 7 und ¢t bzw. durch o, 7 und ¢ parametrisiert sind (wobei t; <t <ts).

Abb. 3.2: Eine bewegte Leiterschleife ~, die zu jedem Zeitpunkt eine Fliche F'(¢)
begrenzt, tiberstreicht zwischen zwei Zeitpunkten ¢; und ¢o eine Flache M (t1,t2),
die das Volumen V' (¢, t5) einschlieft.
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Dann gilt fiir jedes Vektorfeld A

[ dwoa = [ar st Zon.
~(t) or

ox ox
/F(t) df -A = /dadT A(t,xz(t,o,7)) - (80_<t,0',7') X aT(t,O',T)> ,

ox ox
df -A = / dtdr A(t,z(t, T ( t, T ><t,7'> .
/ R [ dvar Attt (Gt < e

Insbesondere ergibt sich aus der zweiten dieser drei Gleichungen mit Hilfe der Ket-
tenregel, daf3 die totale zeitliche Ableitung des Flusses von A durch F' als die
Summe von zwei Anteilen geschrieben werden kann, deren erster nur die (expli-
zite) Zeitabhiingigkeit von A und deren zweiter nur die Zeitabhingigkeit von F
widerspiegelt:

d 0A  d'
a/Fdf-Az /Fdf-ﬁ+$/Fdf-A. (3.11)

Dabei kénnen wir zur Berechnung des zweiten Anteils so tun, als sei A explizit
zeitunabhéngig; definitionsgemé&f ist ndmlich

d/
dt Jp

d
= — [ df - A,

12
t=to dt Jp ’ (3.12)

t=to

wobei A;, durch ,Einfrieren“ des Zeitargumentes von A auf den Wert ¢y definiert
ist:

Ay (tx) = Alto,x) . (3.13)

Nun folgt zunéchst fiir ein zeitunabhiingiges magnetisches Feld B aus Gl. (3.5-c)
durch Anwendung des Gauflschen Satzes

/ df~B—/ df -B = / d3x V-B — df - B
F(t2) F(t1) V(t1,t2) M (t1,t2)

- 7/ if - B
]V[(tl,tz)

ox ox
= _~/tl§t§t2 dtdr B(x(t, 7)) - (&_(tﬂ') X at(t,T))
und daher
d ox ox
G |arB| = - [ar Bt (&(to,f) x m(to,r))

=~ [ (Gt x Blatto. ) ) - G 00,7
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Wenden wir fiir ein beliebiges (auch explizit zeitabhiingiges) magnetisches Feld B
dieses Argument auf das zeitunabhéngige Feld By, an, so erhalten wir

d/
— | df - B
)%

oder abkiirzend (da to beliebig war),

? ?
Y = —/dT (8::(150,7) xB(t(),m(tg,T))> S (to,7)

!
_4 dfoB:/dar(va).
dt Jp .

Auflerdem ergibt Anwendung des Stokesschen Satzes auf Gl. (3.4-b)

0B
—k /df~— = /dw-E.
) ot 8

Damit liefert Gl. (3.11) fiir die rechte Seite des Induktionsgesetzes

d

—kg—/df'B = /dw-(E+k2v><B).
dt Jp ~

Andererseits ist aber, zu einem festen Zeitpunkt ¢, die in der Leiterschleife v in-

duzierte Ringspannung gleich der virtuellen Arbeit, die erforderlich ist, um eine

auf der Leiterschleife befindliche Punktladung ¢ einmal um diese herumzufiihren,

dividiert durch g. Explizit bedeutet dies, unter Ausnutzung des Kraftgesetzes (3.2),

Uina = /da&(E—i—/@va).
¥

Damit ist die Behauptung bewiesen: Gl. (3.10) gilt allgemein, auch fiir beliebig
bewegte Leiterschleifen, genau dann, wenn ko =k.

3.1.4 Amperesches Gesetz

Die physikalische Aussage der vierten Maxwellschen Gleichung (3.5-d) ist das
Ampéresche Gesetz, einschlieBlich des Maxwellschen Zusatzterms:

Die Zirkulation des magnetischen Feldes um eine geschlossene Kurve setzt sich zu-
sammen aus a) einem Term proportional zum sie durchsetzenden Strom und b)
einem Term proportional zur totalen zeitlichen Ableitung des sie durchsetzenden
elektrischen Flusses, d.h. fiir eine beliebige Fldche F mit Randkurve OF gilt:

/ de-B = /wo(/df-j—i-eod d_f-E)
oF F dt F

d
= Ko <IF + e dt(I)%) . (3.14)

Man beachte wieder, dafl in der Tat auch die rechte Seite dieser Gleichung nur von
OF und nicht von F selbst abhéngt: Sind ndmlich wie zuvor F} und F5 zwei Flachen
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mit der gleichen Randkurve 7, und vereinigt man sie zur Oberfliche 9V eines Volu-
mens V', so folgt aus der Maxwellschen Gleichung (3.5-a) und dem Erhaltungssatz
(3.1) fiir die Ladung

d d
(1 ao5) - (1 o)
OFE
df.(j+e )
/av 0 ot
OF
= d3wV~<j+e ) =0.
/V O ot

Die Maxwellsche Gleichung (3.5-d) ist, in differentieller Formulierung, der Spe-
zialfall des Ampereschen Gesetzes, bei dem die Fliche F' selbst zeitlich konstant
bleibt. Mit dem Stokesschen Satz ndmlich wird Gl. (3.14) in diesem Fall &quivalent

7u
. d
/Wo(/ af - j +eo/df-E)
F dt Jp
. OF
Hﬂo/avdf'(] +€03t> )

und da dies fiir beliebige Flichen F' gelten soll, zu Gl. (3.5-d).

In den Gleichungen (3.5-d) bzw. (3.14) ist u.a. die von Oersted beobachtete
magnetische Wirkung elektrischer Strome enthalten. Diese findet ihre quantitative
Formulierung im Ampéreschen Durchflutungsgesetz: Danach ist das Ringintegral
des Magnetfeldes iiber einen geschlossenen Weg, der einen Strom umschlief3t, pro-
portional zu diesem Strom selbst:

/Fdf-(VxB)

de-B = ﬂuo/ df -3 = kpolr . (3.15)
oF F

In differentieller Formulierung lautet es (wieder gemifl dem Stokesschen Satz)
VxB = mu(]j . (316)

In dieser Form gilt das Gesetz allerdings nur fiir stationdre Strome, denn fiir
zeitabhéngige Felder ist es mit dem Erhaltungssatz (3.1) fiir die Ladung unver-
tréglich: Bildet man nidmlich die Divergenz von Gl. (3.16), so findet man

ap
ot

was als Formulierung der Stationaritdtsbedingung aufgefalt werden kann. Im all-
gemeinen Fall dagegen ist das Amperesche Gesetz um einen Term zu korrigieren,
der Vertraglichkeit mit der Ladungserhaltung garantiert:

=0=V-j, (3.17)

0
VXxB = kupgj + C mit V-C = —KJuOV-j:/@uoa—?.
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Wegen Gl. (3.5-a) ist eine mogliche und natiirliche Wahl durch

OF
C = =
KE€o o ot

gegeben; dies ist der Zusatzterm, der zuerst von Maxwell postuliert und spéter
durch alle Experimente gldnzend bestéatigt wurde.

Aus den Maxwellschen Gleichungen folgt nun der Erhaltungssatz (3.1) fiir die
Ladung, und zwar genau dann, wenn — wie zuvor schon behauptet und in der
Notation von Gl. (3.5-d) vorweggenommen — die Konstanten ki, ks und k4 in den
Maxwellschen Gleichungen (3.4-a) und (3.4-d) gemdfl k4 = ks/k; miteinander
verkniipft sind. Ohne den Maxwellschen Zusatzterm dagegen kénnten fiir p=0 und
J =0 keine nichtverschwindenden Felder existieren, also insbesondere auch keine
elektromagnetischen Wellen, da aus p=0 und 7 =0 folgen wiirde, dal V- B =0
sowie V x B = 0, also B = 0, und weiter V- E = 0 sowie V x E = 0, also auch
E=0.

Schlieflich wollen wir noch zeigen, wie sich die Maxwellschen Gleichungen in
Differentialformenschreibweise ausdriicken lassen. Wie im Anhang néher erldutet
wird, sind Felder, deren Definition auf der Integration iiber p-dimensionale Un-
termannigfaltigkeiten beruht, durch p-Formen darzustellen; also entspricht der La-
dungsdichte p eine 3-Form und der Stromdichte j eine 2-Form. Ferner erfordert die
Invarianz des Lorentz-Kraftgesetzes (3.2) bzw. (3.3)) unter Paritiits- und Zeitum-
kehrtransformationen folgendes Transformationsverhalten von E und B':

A E(tvx) - _E(tv —113) -

P B(t.z) — + B(t,—x) (Paritét) (3.18)
~ Et,z) - +E(-t,x) i

T: B(t.z) — - B(-t.2) (Zeitumkehr) (3.19)

Also ist E ein polares Vektorfeld und B ein aziales Vektorfeld. Mit Hilfe des Stern-
operators kann man sich ferner davon iiberzeugen, dafl ein polares Vektorfeld einer
1-Form entspricht, wihrend ein axiales Vektorfeld durch Anwendung des Sternope-
rators auf eine 2-Form entsteht. Wir fithren deshalb folgende Differentialformen ein:

p = peineynes € Q3(E3) (3.20)

7 = 1 ; QQ E3 3.91
J 3 €kim Jk €1 N €m € Q°(E7) (3.21)
E = E;e; € QY(E®), (3.22)

B = %Eklm Bk e Ney € QQ(Eg) . (323)

Damit nehmen die Maxwellschen Gleichungen folgende Gestalt an:
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d«E = 2| (3.24-a)
€0
oB
dE = — K}E 5 (324-b)
dB = 0, (3.24-¢)
d+B = ruo <j+ € a;f) . (3.24-d)

Man beachte, dal der Sternoperator nur in den inhomogenen Maxwellschen Glei-
chungen (3.24-a) und (3.24-d) auftaucht, wihrend sich die homogenen Maxwell-
schen Gleichungen (3.24-b) und (3.24-c) ohne jeden Bezug auf eine Metrik oder
eine Orientierung schreiben lassen.

3.2 Maflsysteme in der Elektrodynamik

Wie wir in den Kapiteln 4 und 5 sehen werden, folgt aus den Maxwellschen Glei-
chungen und dem Lorentz-Kraftgesetz fiir den Betrag der elektrostatischen Kraft
F° zwischen zwei Punktladungen ¢; und ¢y im Abstand r

1 qige
F¢ = e 3.25
[F 4meg 12 ( )

und fiir den Betrag der magnetostatischen Kraft F™ zwischen zwei fadenférmigen,

linearen, parallelen, von stationéiren Stromen I; und Is durchflossenen Leitern der

Lénge [ (im Limes ! — oo) im Abstand r

1‘{2/1/0 2l.[1 IQ
47 ro

|F™| = (3.26)
Das Verhéltnis dieser beiden Kriifte ist dimensionslos und unabhéngig von den
zugrundegelegten Einheiten fiir die Kraft und fiir die Ladung. Das Verhéltnis der
beiden darin auftretenden Vorfaktoren schreiben wir in der Form

1
K2 ey = R (3.27)

wobei ¢ die Dimension einer Geschwindigkeit hat. Diese Geschwindigkeit ¢ ist eine
universelle, vom Maflsystem unabhéngige und fiir das Phdnomen des Elektroma-
gnetismus insgesamt charakteristische Grofle; sie wird sich spéter als die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen im Vakuum erweisen.

Ausgehend von Gl. (3.27) lassen sich die gebréuchlichen Mafisysteme in zwei
Gruppen einteilen:

3.2.1 Asymmetrische Mafisysteme

K 1 L

=1, épo = - (3.28)
Hauptvorteil solcher Mafisysteme sind die einfache Gestalt des Lorentz-Kraft-
gesetzes und des Faradayschen Induktionsgesetzes; Hauptnachteil ist die Tatsache,



36 3 Die Maxwellschen Gleichungen

daB E und B verschiedene Dimension haben. Bei allgemeinen theoretischen Uberle-
gungen, besonders im Rahmen der speziellen Relativitatstheorie, ist dies oft recht
unpraktisch — so z.B. deshalb, weil sich durch den Wechsel des Inertialsystems,
wie wir noch sehen werden, E und B miteinander mischen lassen. Beispiele fiir
asymmetrische Maf3systeme sind

e Elektrostatisches Maf3system:

1 4
= —_— = _ . 3-29
€0 dr Ko 2 ( )
In diesem System nimmt das Coulombsche Gesetz eine besonders einfache
Form an. Die Dimension der Ladung ist [¢] = v Kraft - Lange.

e Magnetostatisches Maf3system:

1
= a0 Mo = 47 . (3.30)

€0

In diesem System nimmt das Biot-Savartsche Gesetz (vgl. Kapitel 5) eine be-
sonders einfache Form an. Die Dimension der Ladung ist [¢] = v Kraft - Zeit.

e SI = ,,Systéme International® (gelegentlich auch als technisches Mafisy-
stem oder — etwas unvollstindig — als MKSA-System bezeichnet): Das ST ist
durch die Einfiihrung einer eigenen elektrischen Grundeinheit gekennzeichnet.
Nach dem derzeitigen Stand ist dies die Stromeinheit Ampere (A), die ge-
setzlich wie folgt definiert ist: ,,Die Basiseinheit 1 Ampere ist die Stéirke eines
zeitlich unverénderlichen elektrischen Stromes, der, durch zwei im Vakuum
parallel im Abstand 1 Meter voneinander angeordnete, geradlinige, unend-
lich lange Leiter von vernachlissigbar kleinem, kreisformigem Querschnitt
flielend, zwischen diesen Leitern je 1 Meter Leiterlinge elektrodynamisch die
Kraft 2-10~7 Newton hervorrufen wiirde.“ Die Einheit der Ladung ist dann
das Coulomb (C), also die Amperesekunde: 1C=1As. Geméi$ der Definition
der Einheit Ampere gilt also

7 2
eoz%é% , uo:4w-10*7%. (3.31)
Dieses Mafisystem ist fiir praktische Zwecke das am besten geeignete und
mittlerweile fast universell akzeptiert.

3.2.2 Symmetrische Maflsysteme

1
ko=, copo = 1. (3.32)

Hauptvorteil solcher Maflsysteme ist die Tatsache, dafl E und B gleiche Dimen-
sion haben: Alle Geschwindigkeiten werden in Einheiten von ¢ gemessen, und in
den Maxwellschen Gleichungen tritt die zeitliche Ableitung stets mit einem zusétz-
lichen Faktor 1/c auf, der dem Produkt die Dimension einer rdumlichen Ableitung
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verleiht. Fiir praktische Anwendungen ist dies allerdings eher storend, da die Licht-
geschwindigkeit um viele Groflenordnungen oberhalb der typischen Geschwindig-
keiten liegt, die im téglichen Leben von Bedeutung sind. Beispiele fiir symmetrische
Maflsysteme sind

e Gauflsches Maflsystem:

1
= — = 47 . 3.33
€0 A y Mo 4 ( )
Wie im elektrostatischen Maflsystem nimmt das Coulombsche Gesetz ei-
ne besonders einfache Form an, und als Dimension der Ladung ergibt sich
[q] = VKraft - Lange. Dieses Mafisystem ist in der theoretischen Elektrody-

namik weit verbreitet.

e Heavisidesches Maflsystem:
€ = 1 , Mo = 1. (334)

Dieses einfachste und symmetrischste aller Mafisysteme wird vor allem in der
Quantenfeldtheorie verwendet.

Wir werden uns im folgenden auf kein bestimmtes Maflsystem festlegen, auch wenn
dadurch zu den iiblichen Konstanten ey und pg noch eine weitere Konstante x tritt,
die mit den anderen beiden und der universellen Geschwindigkeit ¢ gemés Gl. (3.27)
verbunden ist. Dieses Vorgehen hat ndmlich den Vorteil, da8 sich die relevanten
Formeln ohne miihsames Umrechnen in allen gebrduchlichen Maflsystemen direkt
ablesen lassen: Man mufl nur im Auge behalten, daf} z.B.

k=1 in SI-Einheiten (3.35)
1 im Gauflschen Maflsystem (3.36)
R= ¢ oder Heavisideschen Mafsystem ’

gilt.
Zur Umrechnung der verschiedenen Maflsysteme ineinander ist noch die Beob-
achtung niitzlich, dafl in jedem Maflsystem die Groflen

Ey = VeoE , By = — , pg = —— , Ju = ——= (3.37)

mit den Heavisideschen Gréflen identisch sind und deshalb dem Lorentz-Kraftgesetz
und den Maxwellschen Gleichungen im Heavisideschen System geniigen.

3.3 Anfangswertproblem und Randbedingungen

Die Maxwellschen Gleichungen beschreiben — zusammen mit dem Lorentz-Kraft-
gesetz — alle makroskopischen elektromagnetischen Erscheinungen. Als physikali-
sche Errungenschaft sind sie in Tragweite und Tiefe allenfalls mit den Newtonschen
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Bewegungsgleichungen vergleichbar. Nicht umsonst stellte Ludwig Boltzmann sei-
ner Darstellung der Maxwellschen Theorie das Faust-Zitat voran: ,, War es ein Gott,
der diese Zeilen schrieb?“. Thre volle Durchschlagskraft haben die Maxwellschen
Gleichungen sogar erst in diesem Jahrhundert gezeigt, als ihre relativistische Inva-
rianz hervortrat. In der Tat: Wo sie mit den Newtonschen Bewegungsgleichungen
im Widerspruch standen, waren es die Newtonschen Gleichungen, die abgeédndert
werden muflten.

Wenn nun behauptet wird, dafl die Maxwellschen Gleichungen eine vollsténdige
Beschreibung aller makroskopischen elektromagnetischen Erscheinungen liefern, so
bedeutet dies insbesondere, dafl sie die zeitliche Entwicklung des elektromagne-
tischen Feldes aus einer gegebenen Anfangskonfiguration heraus eindeutig fest-
legen miissen. Zur Diskussion dieses Anfangswertproblems wollen wir zunéchst
annehmen, daf§ Ladungs- und Stromverteilung p(t,) und j(¢, ) von auflen fest
vorgegeben seien. Die Maxwellschen Gleichungen sind dann ein inhomogenes Sy-
stem von linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung fiir £ und B.
Ist also der Zustand zur Zeit to durch Vorgabe von E(tg, ) und B(ty, ) vorgege-
ben, so sollten E(t,x) und B(t,x) auch fiir alle anderen Zeiten ¢ bestimmt sein.
Dies ist in der Tat der Fall, wie man sich — auf grob vereinfachte und abgekiirz-
te Weise — folgendermaBen klarmachen kann: Aufgrund der Gleichungen (3.5-b)
und (3.5-d) bestimmen E und B zu einer gegebenen Zeit ty auch die partiellen
Zeitableitungen 0E /0t und 0B/t zu derselben Zeit tg. Durch n-malige partielle
Ableitung von Gl. (3.5-b) und Gl. (3.5-d) nach der Zeit sieht man auflerdem, daf
die n-te partielle Zeitableitung von E und B zur Zeit t¢ auch die (n+1)-te partielle
Zeitableitung von E und B zur Zeit ¢y bestimmt. Durch Induktion nach n folgt
also, daBl E und B zur Zeit ty sdmtliche partiellen Zeitableitungen von E und B
zur Zeit ty festlegen. Wenn also die Felder E und B analytisch in der Zeit sind,
d.h. wenn sie sich in Taylor-Reihen nach ¢ mit nichtverschwindendem Konvergenz-
radius entwickeln lassen, so bestimmen bereits die Gleichungen (3.5-b) und (3.5-d)
allein die Zeitentwicklung des elektromagnetischen Feldes. (Schérfere mathemati-
sche Theoreme wird man allerdings benétigen, wenn man die a-priori-Annahme der
Analytizitdt in der Zeit fallenlassen will.) Die Gleichungen (3.5-a) und (3.5-c) dage-
gen enthalten keine Zeitableitungen; sie sind vielmehr als Einschréinkungen an die
zuléssigen Feldkonfigurationen zu jeder festen Zeit aufzufassen. Damit entsteht ein
Konsistenzproblem, denn es ist zu zeigen, daf} Felder, welche die Nebenbedingungen
(3.5-a) und (3.5-c) zur Zeit t = tq erfiillen und sich geméf den Gleichungen (3.5-b)
und (3.5-d) zeitlich entwickeln, den Nebenbedingungen (3.5-a) und (3.5-¢) auch zu
jeder anderen Zeit t geniigen. Dies aber ist eine Konsequenz des Erhaltungssatzes
(3.1) fur die Ladung, denn wegen Gl. (3.5-d) gilt

8<V.E_p) _ g 9B _10p _ V.(J+6E)

ot €0 ot €0 ot €0 ot
1
= V- (VxB) = 0,
K€o [0
und wegen Gl. (3.5-b) ist
0 0B 1

a(V.B) = V. = = —EV-(VxE) =0.
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Als Anfangswerte kann man statt E(tp,x) und B(tg,z) auch E(tg,x) und
(OE/0t)(tg, ) oder aber B(tg,x) und (0B/0t)(to, x) vorgeben, sofern dabei die
entsprechenden Nebenbedingungen

1 oFE 1 0p
V- E (tyg,z) = %p(tmw) und V'E(to,iﬂ) = aa(to,w)
bzw. 5B
V-B(ty,x) = 0 und V'W(to,x) =0

erfiillt sind. Im ersten Fall sind namlich V - B und V x B zur Zeit tg durch die
Gleichungen (3.5-¢) und (3.5-d) festgelegt und damit, wenn nur geniigend rascher
Abfall im Unendlichen vorliegt, auch B zur Zeit tg. Ebenso sind im zweiten Fall
V-E und V x E zur Zeit tg durch die Gleichungen (3.5-a) und (3.5-b) festgelegt
und damit, wenn nur geniigend rascher Abfall im Unendlichen vorliegt, auch E zur
Zeit to.

Wenn die Ladungs- und Stromverteilungen p und j nicht von auflen vorgege-
ben werden, so sind die Bewegungsgleichungen fiir ein kombiniertes elektromagne-
tisches und mechanisches System zu losen. Die Kréfte im mechanischen Teil des
Systems sind hierbei durch die Lorentz-Kraft und eventuell durch weitere nicht-
elektromagnetische Kréfte gegeben. Wir haben es dann mit einem komplizierten
und vor allem in hohem Mafle nichtlinearen System mit unendlich vielen Frei-
heitsgraden zu tun. Die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems ist nur fiir
kleine Zeitspannen gesichert, wihrend die Stabilitéit des Systems fiir beliebig grofie
Zeiten ein iiberaus schwieriges Problem ist.

Anstelle der Bedingung des geniigend schnellen Abfalls im Unendlichen, oder
auch zusétzlich dazu, sind die Felder E und B oft noch anderen Randbedingungen
zu unterwerfen. Als wichtigstes Beispiel sei die Situation betrachtet, in der auf einer
Fliache F' im Raum eine Flichenladungsdichte w oder eine Flichenstromdichte k
vorgegeben ist. Zumindest lokal kann man sich dann den Raum durch die Trenn-
fliche F' in zwei Bereiche Vi und V5 zerlegt denken. Nimmt man nun an, daf§ die
Felder E und B und ihre zeitlichen Ableitungen in V3 und V5 beliebig oft differen-
zierbar sind und an der Trennfléiche F allenfalls Spriinge aufweisen, so erhélt man
die folgenden Anschlulbedingungen fiir E und B:

w
ni - (B — E;) = P niz X (E1 — Eg) = 0, (3.38)

19 * (Bl — BQ) =0 , N2 X (Bl — Bg) = /{,,UJ()IC . (339)

Dabei sind E1 und B; bzw. E5 und B3 die Werte von E und B auf der Trennflache
F, die man durch Grenziibergang aus dem Innern von V; bzw. V5 erhilt, und nqo
ist die vom Bereich V5 in den Bereich Vi gerichtete Fldchennormale.
In der Tat ergeben sich die Gleichungen fiir die Normalkomponenten

ET—EE = nlg'(El —EQ) und B?—Bg = 'n,12-(B1 —B2)

aus den Maxwellschen Gleichungen (3.5-a) und (3.5-c) durch Integration iiber die
Oberfliche des in Abb. 3.3 eingezeichneten kleinen Volumens V; dabei bezieht
sich der Begriff , klein“ auf die Ausdehnung d des Volumens V' in Richtung der

Fliachennormale 115:
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/ df nyz- (B — Eg) = lim df -E = lim/deV-E
FAV d—0 \d

% d—0 Joy
1 . 1
= — lim dga:pz— df w,
€g d—0 \ € JFPAV

/ df nia- (B — By) = lim [ df-B = lim/d3xV~B =0.
FAv d—0 Joir d—0 /i

Abb. 3.3: Zur Berechnung des Sprungs in der Normalkomponente des elektrischen
bzw. magnetischen Feldes an einer — mit einer gegebenen Flichenladungsdichte
bzw. Flichenstromdichte belegten — Trennfliche zwischen zwei Gebieten, mit Hilfe
des Gaufischen Satzes: Naheres siehe Text

Analog ergeben sich die Gleichungen fiir die Tangentialkomponenten
E\-FE, =t (E,—-E;) wd B}-B) =1t -(B;—B>)

(wobei t die moglichen Tangentenvektoren an die Trennfldche F' durchlduft) aus den
Maxwellschen Gleichungen (3.5-b) und (3.5-d) durch Integration iiber den Rand der
in Abb. 3.4 eingezeichneten, senkrecht zu ¢ orientierten kleinen Fliche F'; dabei
bezieht sich der Begriff , klein® auf die Ausdehnung d der Fliche F in Richtung der
Fliachennormale m15:

/ dx (t X nyg) - (E1— E3) = lim de-E = lim | df - (V x E)
FNFE d—0 JoF d—0 Jf
0B
= — ki df -— =0
Kk lim f 5 ,

d—0 Ja

/ dzx (t X ny2) - (B — Bs) = lim de-B = lim/df~(V><B)
FNF d—0 Jof d—0 Jf

. oF
= Kl ;ir%/ﬁdf~(] Jreoat) = nuo/F Fdz k-t.
- n
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Abb. 3.4: Zur Berechnung des Sprungs in der Tangentialkomponente des elektri-
schen bzw. magnetischen Feldes an einer — mit einer gegebenen Flichenladungs-
dichte bzw. Flichenstromdichte belegten — Trennfliche zwischen zwei Gebieten,
mit Hilfe des Stokesschen Satzes: Ndheres siehe Text

3.4 Potentiale und Eichtransformationen

Die Losung der Maxwellschen Gleichungen (3.5-a)—(3.5-d) 148t sich durch die
Einfithrung von Potentialen entscheidend vereinfachen. Zunéchst ist namlich die
homogene Gleichung (3.5-¢) dquivalent zur Existenz eines Vektorfeldes A mit

B =VxA. (3.40)

Dieses Feld heifit Vektorpotential. Einsetzen von Gl. (3.40) in die homogene Glei-
chung (3.5-b) liefert dann

0A
v E — ] =0 3.41
X < + K 5 ) , (3.41)
was dquivalent ist zur Existenz eines Skalarfeldes ¢ mit
0A
E = — — K. 3.42
Vo n2t (3.42)

Dieses Feld heifit skalares Potential.

Die Potentiale A und ¢ sind durch die Felder E und B keineswegs eindeutig
bestimmt. Vielmehr fiihren andere Potentiale A’ und ¢’ genau dann zu densel-
ben Feldern, wenn sie aus den urspriinglichen Potentialen A und ¢ durch eine
Eichtransformation

’ ’ Ix
A— A=A+ Vy , ¢_)¢:¢_E§ (3.43)
hervorgehen, wobei x eine beliebige Funktion von ¢ und x sein darf. Diese Eichfrei-
heit kann man ausnutzen, um die Potentiale geeigneten zusétzlichen Bedingungen
zu unterwerfen; man spricht dann von der Wahl einer Eichung. Ferner bezeichnet
man diejenigen Eichtransformationen, die mit einer gegebenen Eichbedingung ver-
traglich sind, als residuale Fichtransformationen.

Die beiden fiir praktische Zwecke wichtigsten Eichungen sind
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e Coulomb-Eichung;:
V-A=0. (3.44)

Die residualen Eichtransformationen sind die Eichtransformationen (3.43) mit
der Nebenbedingung

Ax = 0. (3.45)
e Lorentz-Eichung:
1 0¢
VA+ ——= =0. 3.46
ke Ot (3.46)

Die residualen Eichtransformationen sind die Eichtransformationen (3.43) mit
der Nebenbedingung
1 9%y
= —-—= —-—Ax =0. 3.47
OX = 3 5 X (3.47)
Als niichstes setzen wir Gl. (3.40) und Gl. (3.42) in die inhomogenen Maxwell-
schen Gleichungen (3.5-a) und (3.5-d) ein und erhalten nach elementarer Rechnung

0A p
A(bJr/QV'iat = Ty (3.48)
1 9’A 1 0¢ .

wobei wir noch Gl. (3.27) und die Identitét
Vx(VxA) = V(V-A) - AA

benutzt haben.
Speziell in der Coulomb-Eichung ergibt sich damit

Ap = — L2 (3.50)
€0
und 2A
1 .
A = 07 W — AA = ‘%,U‘O.jt 3 (351)
wobei 96
jo=i-av (%) (3.52)

(vgl. Gl (3.27)) der transversale, also divergenzireie, Anteil des Stromes ist:
V. =0. (3.53)

In der Tat folgt dies wegen Gl. (3.44) durch Bildung der Divergenz von Gl. (3.51)
oder auch durch Bildung der Divergenz von Gl. (3.52) und Anwendung von GI.
(3.1):
. . ol . op
V-jo =Vj—elA|l=) =V — =0.
Jt J €o (at) J + ot
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Gl. (3.50) stimmt mit der entsprechenden Gleichung aus der Elektrostatik iiberein,
wobei die Zeit nur die Rolle eines zusétzlichen Parameters spielt. Das entsprechende
skalare Potential ¢ heifit deshalb auch instantanes Coulomb-Potential. Als beson-
ders praktisch erweist sich die Coulomb-Eichung fiir p = 0, da man dann ¢ =0
wéhlen kann.

Dagegen erhélt man in der Lorentz-Eichung

1 9%¢ p
= Gr AT o (350
1 9’A ,

Hier nehmen also die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen eine besonders sym-
metrische Gestalt an: Sie werden zu einem System von inhomogenen Wellenglei-
chungen.

3.5 Energie des elektromagnetischen Feldes

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit der Energiebilanz des elektromagnetischen
Feldes befassen. Es liegt im Sinne der Feldvorstellung, dal die Energie des elek-
tromagnetischen Feldes kontinuierlich im Raum verteilt ist und dafl sie durch den
Raum stromen kann — genau wie die Energie eines Fluids. Nach Kapitel 2 erwarten
wir also eine Bilanzgleichung fiir die Energie von der Form

E

op .E _ E
5 TVt =4, (3.56)

wobei p¥, jE und ¢¥ die Energiedichte, die Energiestromdichte und die Ener-
giequelldichte des elektromagnetischen Feldes sind. Nach aller Erfahrung ist die
Energie eine Erhaltungsgréfe, und so kommt fiir ¢¥ nur die pro Volumen und Zeit
auf ein anderes, nicht-elektrodynamisches System {ibertragene Energie in Frage.
Hierfiir liefert uns die Lorentz-Kraft den richtigen Ausdruck: So ist gemafi Gl. (3.2)
die vom Zeitpunkt t; bis zum Zeitpunkt t5 durch die Felder E und B an einer
Punktladung q geleistete Arbeit gleich

to 12
W(tl,tg) = / dt v-F = q/ dt v-FE N
t1 t1

insbesondere leistet also das magnetische Feld keine Arbeit. Fiir eine kontinuierliche
Ladungs- und Stromverteilung ergibt sich damit

wobei das Minuszeichen daher riihrt, dafl die auf die Ladungs- und Stromvertei-
lung iibertragene Energie einer Abnahme der elektromagnetischen Feldenergie ent-
spricht. Mit Hilfe der Maxwellschen Gleichungen (3.5-d) und (3.5-b) finden wir
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nun
. oFE 1
“iB = @B G- B (VxB)
OFE 1

OE 1 0B 1
. - B.22 4+ - V. (ExB
ot 140 ot +/<;;L0V( x B)

8 €0 2 1 2 ]_
ot (2 + 2110 v Ko X

wobel wir im zweiten Schritt noch die Identitéat

= €0E-

V. (ExB) = (VxXE)-B—-E-(VxB)
benutzt haben. Das ist gerade eine Bilanzgleichung der gesuchten Form (3.56), mit

E €0 12 1 2
= —FE°"+ —B .
p 5 S0 (3.58)

als Energiedichte und

1
j¥ = — ExB (3.59)
Kpo

als Energiestromdichte; diese ist identisch mit dem sogenannten Poynting- Vektor,
der allgemein mit S bezeichnet wird:

1
S = —ExB. (3.60)
Ko

Geméf Gl. (3.58) zerféllt die Feldenergie U in einem Volumen V in die Summe
aus einem elektrischen Anteil und einem magnetischen Anteil, also

Uu=U°+U0", (3.61)
mit
e €0 3 2
U° = E/d xz E°, (3.62)
und )
= — [d*z B*. :
U o T (3.63)

Fiir den Fall statischer Felder 1483t sich die Feldenergie auch anders darstellen,
und zwar mit Hilfe des skalaren Potentials ¢ und des Vektorpotentials A, wobei
E =-V¢ und B =V x A. Wenn ¢ und A im Unendlichen geniigend rasch
abfallen, finden wir durch partielle Integration fiir die elektrostatische Energie

Ue = %O/d%Ez = —%/d3xE~V¢ = %O/d?’x(V~E)¢
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und damit den Ausdruck

Ue = %/d% P, (3.64)

sowie fiir die magnetostatische Energie

1 1 , 1
e = — d3xB2:—/d3xB.VxA :—/d3xVxB~A
210 210 ( ) 210 ( )

und damit den Ausdruck

Um = g/d?’xj-A. (3.65)

Wenn Ladungen und Strome sich in zwei Anteile zerlegen lassen, also
p=p+tp, J=71+72, (3.66)

so lassen sich aufgrund der Linearitéit der Maxwellschen Gleichungen auch die von
ihnen erzeugten Felder auf die gleiche Art und Weise in zwei Anteile zerlegen:

E =FE, +E, , B= B;+ B,. (3.67)
Entsprechendes gilt fiir die Potentiale:

¢ =¢¢1+d2, A=A+ As. (3.68)
Als typisches Beispiel stellen wir uns vor, daf p;, j; und pa, j, in weit voneinander

getrennten Bereichen V) und V5 konzentriert sind. Aus Gl. (3.62) und GI. (3.63)
ergibt sich

Ue = U + US + U, , (3.69)

und
U™ = UP 4+ UR +US, (3.70)

wobei

Ue = %0 d*z B2 | US = %0 d*z B2, (3.71)
Uy = 60/d3$ E, E,, (3.72)

und

1 1
um = — [d*zB? , U = — [ d%z B2, 3.73
1 2MO 1 2 2/'60 2 ( )
m 1 3
U12 = — d $B1'BQ . (374)
Ho
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Im statischen Falle wird

1 1
v = 5 [@s ooy, Us = 5 [de o, (3.75)
Ut = [da oo, = [d% pen (3.76)
und
m K 3. s m K 3 .
vp = 5 [deqva, vp = [deda,, (3.77)
Up = n/dgx j1r Ay = /i/d?’x Ja- A . (3.78)

Sowohl die elektrische Energie als auch die magnetische Energie setzen sich also aus
jeweils drei Anteilen zusammen, ndmlich den Selbstenergien der beiden Ladungs-
und Stromverteilungen und der Wechselwirkungsenergie, welche die von den beiden
Verteilungen aufeinander ausgeiibten Krifte beriicksichtigt. Insbesondere die Aus-
driicke (3.76) und (3.78) fiir die Wechselwirkungsenergie sind fiir die Diskussion von
Kraftwirkungen in elektromagnetischen Feldern sehr niitzlich. Elektrische und ma-
gnetische Energie sind also nicht additiv, d.h. die Energie der gesamten Verteilung
ist nicht die Summe der beiden Teilenergien, sondern es kommt als Interferenzterm
die Wechselwirkungsenergie hinzu.
Angesichts der obigen Diskussion kénnte man auf den Gedanken kommen, eine
neue ,,Energiedichte
¥ = L(po + kj-A) (3.79)

einzufiithren, da diese dieselbe Gesamtenergie liefert wie die bisherige Energiedichte
p¥. Es gibt jedoch eine ganze Reihe von Griinden, warum p? gegeniiber p¥ als
Ausdruck fiir die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes vorzuziehen ist:

1. p¥ liefert nur im statischen Falle die elektromagnetische Gesamtenergie.

2. 5P ist im Gegensatz zu p? nicht eichinvariant, d.h. nicht invariant unter
Eichtransformationen (3.43) der Potentiale, die ja die Felder E und B un-
verdndert lassen.

3. p¥ ist im Gegensatz zu p¥ nicht positiv (semi-) definit.

4. Vor allem aber ist 5% =0 dort, wo p=0 und j = 0. Wire p¥ der richti-
ge Ausdruck fiir die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes, so wire
Energie nur dort lokalisiert, wo Ladungen oder Stréme vorhanden sind. Das
wiirde das elektromagnetische Feld in eine unselbstidndige, sekundéire Rolle
zuriickdrangen.

Ganz allgemein ist anzumerken, dafl Energiedichte und Energiestromdichte des

elektromagnetischen Feldes durch die Bilanzgleichung allein natiirlich noch nicht

eindeutig bestimmt sind. In der Tat erfiillen fiir beliebige Vektorfelder C und F'
oC

pf = pP +Vv.C  und jE:jE—E+V><F (3.80)
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dieselbe Bilanzgleichung wie p und 3. Wenn C im Unendlichen schnell genug
abfillt, gilt zudem bei Integration iiber den ganzen Raum

/d% Pt = /d% pP (3.81)

es ergibt sich also dieselbe Gesamtenergie. Und selbst wenn die Energiedichte als
bekannt vorausgesetzt wird, so ist die Energiestromdichte immer noch nicht eindeu-
tig bestimmt, denn der Zusatzterm V x F' bleibt frei. Allerdings macht sich dieser
Zusatzterm nur als Randterm bei der Integration iiber offene Flichen bemerkbar,
denn unter der Voraussetzung C' =0 folgt aus Gl. (3.80) fiir jede Fliche F

/df-jE—/df-jE:/df~(V><F): de - F

F F F OF

und dieses Integral verschwindet trivialerweise, wenn OF leer, d.h. F' geschlossen
ist. In der Tat ist aufgrund der Bilanzgleichung der Flufl durch den Rand eines
Volumens schon durch p¥ und ¢¥ bestimmt; der Flufl durch eine nicht geschlossene
Flache F' hingegen héngt explizit von F' ab.

Welches die richtigen Ausdriicke fiir Energiedichte und Energiestromdichte sind,
muf letztlich das Experiment entscheiden, denn im Prinzip sind p¥ und jE mef-
bare Groflen. Allerdings sind sie nicht so einfach zu messen wie die elektrische
Ladungsdichte p und die elektrische Stromdichte j, bei denen von vornherein kein
Zweifel an der Richtigkeit ihrer Definition besteht. Die oben gefundenen Ausdriicke
(3.58) und (3.59) fiir p und j¥ sind aber einfach und natiirlich, vor allem auch
im Rahmen der allgemeinen Relativitdtstheorie, und sie haben ihre experimentelle
Probe bestanden.

3.6 Impuls und Drehimpuls
des elektromagnetischen Feldes

Auch fiir Impuls und Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes erwarten wir
Bilanzgleichungen der bekannten Form

opF )

Lo+ Viih = fi (3.82)
9ok

ap; + vk = 4, (3.83)

wobei pf bzw. pF die Dichte der i-ten Impulskomponente bzw. Drehimpulskom-
ponente und jZ bzw. jL die k-Komponente der Stromdichte der i-ten Impulskom-
ponente bzw. Drehimpulskomponente des elektromagnetischen Feldes bezeichnet,
wihrend f; bzw. d; die i-Komponente der Kraftdichte bzw. Drehmomentdichte ist.

Wenden wir uns zunéchst der Impulsbilanz zu. Die rechte Seite der Gl. (3.82)
ist unmittelbar von der Lorentz-Kraft (3.3) bekannt:

fi = — pEi — K€kl ]kBl . (384)
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Die Minuszeichen in Gl. (3.84) rithren wieder daher, dafi der auf die Ladungs-
und Stromverteilung iibertragene Impuls einer Abnahme des elektromagnetischen
Feldimpulses entspricht. Mit Hilfe sdmtlicher Maxwellscher Gleichungen und nach
Ausfithrung &hnlicher Manipulationen wie im Falle der Energiebilanz finden wir
dann

pi = Keoem BB (3.85)
als Impulsdichte und
P 1, 11,
Jir = €| zE0 — EiEy ) + — | B 0 — BBy (3.86)
2 Ho 2

als Impulsstromdichte; diese ist bis auf ein Vorzeichen identisch mit dem sogenann-
ten Mazwellschen Spannungstensor, der allgemein mit T' bezeichnet wird:

T = € (EiEk — 1E26ik> + S (Bin — 1B26ik> . (3.87)
2 Ho 2

Offenbar ist die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes bis auf einen Faktor
1/c? identisch mit dessen Energiestromdichte, also mit dem Poynting-Vektor (siehe
Gl. (3.60)), wihrend sich die Impulsstromdichte, wie in Kapitel 2 erldutert, auch als
Drucktensor interpretieren 1é8t. So beschreibt der Maxwellsche Spannungstensor
fiir jedes Volumen V' den in V einstréomenden Feldimpuls, d.h. die gesamte durch
das elektromagnetische Feld auf V' ausgeiibte Druckkraft F', geméaf

F; = dfy, Ty = / d*x VT, . (3.88)
v \%

Qualitativ lassen sich die Kraftwirkungen des elektromagnetischen Feldes sehr an-
schaulich aus Feldlinienbildern ablesen, indem man den Feldlinien das generelle
Bestreben zuschreibt, sich zu verkiirzen und gegenseitig abzustoflen.

Als elementares Beispiel betrachten wir ein homogenes statisches elektrisches
bzw. magnetisches Feld in Richtung der z-Achse, also E = Fes (B =0) bzw.
B = Be3 (E=0), in einem Volumen V:

€
Ty = 5 E

OO =

0 0 ]
-1 0 bzw. Ty = —— B?
0 1 240

OO =

0 0
-1 0
0 1

Dies bedeutet, dafl in Richtung der 1-Achse und der 2-Achse, also quer zu den
Feldlinien, Feldimpuls aus dem Volumen ausstréomt, wéhrend in Richtung der 3-
Achse, also entlang der Feldlinien, Feldimpuls in das Volumen V' einstromt. Dies
entspricht Kréften, die das Volumenelement entlang der Feldlinien zu verkiirzen
und quer zu den Feldlinien zu verbreitern suchen, also Zug entlang der Feldlinien
und Druck quer zu den Feldlinien ausiiben (vgl. Abb. 3.5).

Eine bemerkenswerte Eigenschaft des in Gl. (3.86) gefundenen Ausdrucks fiir
die Impulsstromdichte ist dessen Symmetrie:

Jin = Jki - (3.89)
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Abb. 3.5: Kraftwirkungen des elektromagnetischen Feldes auf ein Volumen: Druck-
krifte quer zu den Feldlinien, Zugkrifte entlang der Feldlinien

Wie in Kapitel 2 gezeigt, erlaubt es diese Symmetrie ndmlich, die Bilanzgleichung
(3.83) fiir den Drehimpuls mit folgenden Ansétzen zu erfiillen:

di = eijl :I,’j fl . (390)
pl= i (3.91)
jz‘Lk = €T jzi ) (3.92)

Das sind die Ausdriicke, die man in einer Feldtheorie immer dann erwarten darf,
wenn die Felder nur Bahndrehimpuls und keinen Eigendrehimpuls tragen. Hier
jedoch ist das Resultat einigermaflen iiberraschend, denn schliellich haben Photo-
nen Spin 1, tragen also sehr wohl einen Eigendrehimpuls (vom Betrag /). Wenn
allerdings Gl. (3.83) mit den Gleichungen (3.90)—(3.92) (sowie (3.84)—(3.86)) nur
die Bilanzgleichung fiir den Bahnanteil des Drehimpulses wére und wenn die Bi-
lanzgleichung fiir den gesamten Drehimpuls ganz anders aussidhe, so gibe es im
elektromagnetischen Feld zwei getrennt erhaltene drehimpulsartige Grofien, was
schwer zu verstehen wére.

Es liegt jedenfalls die Frage nahe, ob Dichte und Stromdichte fiir Impuls
bzw. Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes tatséchlich durch die Gleichungen
(3.85) und (3.84) bzw. (3.91) und (3.92) gegeben sind. Wie im Falle der Energie-
bilanz sind diese Gréflen ja durch ihre Bilanzgleichung allein noch nicht eindeutig
bestimmt. In der Tat erfiillen fiir beliebige Tensorfelder C;; und Fji; mit der An-
tisymmetriebedingung Fix; + Fyp =0
0C;y,

ot
dieselbe Bilanzgleichung wie p; und j;x. Und selbst wenn die Dichte als bekannt
vorausgesetzt wird, so ist die Stromdichte immer noch nicht eindeutig bestimmt,
denn der Zusatzterm V), Fji; bleibt frei. Allerdings macht sich dieser Zusatzterm

wieder nur als Randterm bei der Integration iiber offene Fldchen bemerkbar, denn
unter der Voraussetzung C;, =0 folgt aus Gl. (3.93) fiir jede Fliche F'

/dfk Jik _/dfk Jik = /dfk Vil = / dry Fim
F F F oF

pi = pi + Vi Cig und Jik = Jik — + Vi Fi (3.93)
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wobei Fj,, = %6mkl Fii ist, und dieses Integral verschwindet trivialerweise, wenn
OF leer, d.h. F geschlossen ist. Insbesondere hingt also der Druck auf eine offene
Fldche von Fj; ab, der gesamte Druck auf die Oberfliche eines Volumens dagegen
nicht.

Letzten Endes ist die Frage nach den richtigen Ausdriicken fiir Dichte und
Stromdichte von Impuls bzw. Drehimpuls des elektromagnetischen Feldes, wie
schon im Fall der Energie, nur experimentell zu entscheiden. Die oben angegebenen
Ausdriicke haben diese Probe bestanden.

In einem Folgeband dieser Reihe iiber ,, Geometrische Feldtheorie* werden wir in
den Kapiteln iiber den Lagrange-Formalismus und iiber die allgemeine Relativitéts-
theorie noch andere Verfahren zur Bestimmung der Dichten und Stromdichten von
Energie, Impuls und Drehimpuls kennenlernen.



4  Elektrostatik

Fiir zeitunabhéngige Felder, Stréme und Ladungen entkoppeln die Maxwellschen
Gleichungen fiir elektrische und magnetische Felder, und die Gleichungen fiir das
elektrische Feld reduzieren sich auf die Grundgleichungen der Elektrostatik:

v.E="1, (4.1)
€0
VxE =0. (4.2)

Die zweite Gleichung 1d8t sich unmittelbar 16sen, indem man durch
E = —V¢ (4.3)

das skalare Potential ¢ einfiihrt; es ist hierdurch bis auf eine additive Konstante
eindeutig bestimmt. Damit wird aus der ersten Gleichung die Poisson-Gleichung

Ap = - 2. (4.4)

€0

Mathematisch gesehen ist also die Elektrostatik die Theorie der Losung der Poisson-
Gleichung.

4.1 Elektrisches Feld fiir eine vorgegebene
Ladungsverteilung im Vakuum,
Multipolentwicklung

Die eindeutige Losung ¢ der Poisson-Gleichung mit der Randbedingung
lim ¢(x) = 0 (4.5)

|| —o00

148t sich fiir Ladungsverteilungen, die im Unendlichen geniigend schnell abfallen,

sofort angeben:
!
bx) = — / FENICD (4.6)

|z —a'|
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(Der Beweis der Eindeutigkeit wird im néchsten Abschnitt erfolgen.) Von besonde-
rer Bedeutung ist die Losung fiir eine einzelne Punktladung bei x’; sie ist bis auf
die Normierung gleich der Greenschen Funktion

1
G N = —— 4.7
O(xv T ) |$ _ QZ/‘ ( )
des Laplace-Operators A, die der definierenden Gleichung
Ay Go(z, ') = — dnd(xz — ') (4.8)

gentigt.
Allgemein heifit eine Funktion (genauer: Distribution) G(z,z') Greensche Funk-
tion zu einem linearen Differentialoperator L, wenn

L,G(x,2') = §(z—2).

Dabei deutet der Index an dem Operator darauf hin, auf welches Argument die
Ableitungen wirken sollen; das jeweils andere Argument spielt nur die Rolle eines
Parameters. Wir werden statt L, (bzw. L,/) oft einfach L (bzw. L’) schreiben.
Im vorliegenden Fall des Laplace-Operators in drei Dimensionen erweist es sich
zudem als praktisch, einen zusédtzlichen Faktor —47 anzubringen. Die Bedeutung
Greenscher Funktionen liegt darin, dafy die Losung der allgemeinen inhomogenen
linearen Differentialgleichung

Lf =g

auf die Ausfiihrung eines expliziten Faltungsintegrals zwischen der Quelle und der
Greenschen Funktion reduziert wird:

f(z) = /dx’ G(z,x') g(x') .

Schwieriger ist die Frage nach der Eindeutigkeit zu beantworten: sie hingt von
der korrekten Behandlung der Randbedingungen ab. Die Differenz zweier Green-
scher Funktionen ist jedenfalls stets eine Losung der entsprechenden homogenen
Gleichung;:

Go(z,2') — Gi(z,2') = u(z,2’) mit Lyu(z,z’) = 0.

Kehren wir nun zur Losung (4.6) der Poisson-Gleichung (4.4) zuriick und neh-
men wir an, die Ladungsverteilung p sei in einem Gebiet um einen Punkt @y herum
lokalisiert. Dann schreiben wir

r=xz—-x , v =a —x (4.9)

und setzen die Taylor-Entwicklung

1 _ — (_1)l r. l 1
R ) .
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von Gg um g (beziiglich der Variablen ') in Gl. (4.6) ein. Damit folgt

o) - =3 [ ota) <r’~vT>l(1). (4.11)

471'60 —o |$—(IIQ|

Explizit lauten diese Entwicklungen bis einschlielich zum dritten Term!

1 1 r.r 1 9 311 — r20;5
m - ; 7173 + 6 (37’;1"; 77’/ 51]) # =+ ... (412)
sowie
1 g pr 1 3rir; — 1285
= = — Qi —— + ... 4.13
o) = o (4 BT 4 gy TS0 (413)
mit

q = /d?’x' p(x'), (4.14)
p = /d?’x' p(x')r’, (4.15)

qij = /dgxl p(x') (3riry — r6;;) (4.16)

Dabei ist ¢ die Gesamtladung — gelegentlich auch Monopolmoment der Ladungs-
verteilung genannt; sie ist unabhéngig von der Wahl des Ursprungs. Der Vektor p
heifit Dipolmoment und der symmetrische, spurfreie Tensor ¢;; Quadrupolmoment
der Ladungsverteilung; diese sind i.a. von der Wahl des Ursprungs abhiingig. Ganz
allgemein koénnen wir Gl. (4.11) in der Form

s(x) = Y dilx) (4.17)

schreiben, wobei der [-te Term in dieser Entwicklung die Form

1\
bi(x) = L | l,l) Nil q;,..q; Vil -~~Vi, (1) (4.18)

47eg |96 - on|

hat, mit einer Normierungskonstanten N; 2 und mit Koeffizienten Gi,...i;» die nicht
nur total symmetrisch, sondern wegen

A (1> =0 fir x # xg (4.19)

|z — o

LWir benutzen im folgenden stets die Einsteinsche Summenkonvention, derzufolge iiber doppelt
vorkommende Indizes zu summieren ist, solange dies nicht ausdriicklich ausgeschlossen wird.

2Fiir die Normierungskonstanten N; scheint keine allgemeinverbindliche Konvention zu exi-
stieren — bis auf den einfachsten Fall I = 2, fiir den man, wie in den Gleichungen (4.13) und (4.16)
geschehen, Np = 3 setzt.
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auch spurfrei gewéhlt werden kénnen. Explizit ist

2
,,:’,,77564.’AA 4.20
qh.“zl qh...u Sl(l _ 1) = Qpls qjjil...ir...is‘..il ’ ( )

Gy iy = Nz/d?’fv’ p() ri, ...ri, (4.21)

wobei der Hut {iber einem Index wie iiblich bedeutet, dafl dieser bei der Summie-
rung auszulassen ist.

Die Konstruktion des spurfreien Anteils in Gl. (4.20) 148t sich wie folgt
verstehen: Bezeichnet VPR™ den Raum der total symmetrischen Tensoren
p-ter Stufe iiber dem R™, so definiert Spurbildung, d.h. Kontraktion mit dem
Kronecker-Tensor §, eine lineare Abbildung tr? : VPR™ — VP72R™ und um-
gekehrt Bildung des Tensorproduktes mit dem Kronecker-Tensor § und an-
schliefende Symmetrisierung eine lineare Abbildung 67 : VP2R™ — VPR™.
Dann ist der lineare Operator 1 — §”tr? ein Projektionsoperator in VPR",
und zwar gerade derjenige, der jedem symmetrischen Tensor ¢’ in VPR"™ sei-
nen spurfreien Anteil ¢ = ¢’ — 6”tr? ¢’ zuordnet. Insbesondere kann man
sich davon iiberzeugen, dafl der Raum der total symmetrischen Tensoren [-ter
Stufe iiber dem R* Dimension /(I + 1)/2 und der Raum der total symmetri-
schen, spurfreien Tensoren I-ter Stufe iiber dem R® Dimension 2{ + 1 hat.

Den durch die Gleichungen (4.20) und (4.21) definierten total symmetrischen, spur-
freien Tensor g¢;, .. ;, nennt man das [-te Multipolmoment der Ladungsverteilung p.
Aus den Gleichungen (4.20) und (4.21) geht auch hervor, dafi das I-te Moment
genau dann unabhéngig ist von der Wahl des Ursprungs, wenn die ersten [ — 1
Momente verschwinden. Das Feld ¢; in Gl. (4.18) heifit das I-te Multipolfeld; es hat
fiir grofe |x| das asymptotische Verhalten

1 ..
o1(x) ~ HT fir |x| — oo . (4.22)
x

Die Multipolentwicklung nach Gl. (4.17) ist also immer dann besonders sinnvoll,
wenn |x| grofl gegen die Ausdehnung der Ladungswolke ist.

Statt von Multipolmomenten spricht man auch von Formfaktoren, da sie Infor-
mationen iiber die rdumliche Verteilung der Ladungsdichte enthalten. Das Mono-
polmoment g beispielsweise ist ein Skalar und damit rotationsinvariant. Das Dipol-
moment p dagegen ist ein Vektor, und sein Betrag |p| ist wieder rotationsinvariant,
wéhrend die Richtung von p einfach die Lage des Dipols im Raum beschreibt. Das
Quadrupolmoment schliellich kann als symmetrischer Tensor auf Diagonalgestalt
gebracht werden, und die entprechenden Diagonalelemente, also die Eigenwerte des
Quadrupoltensors, sind ebenfalls rotationsinvariant; auflerdem verschwindet wegen
der Spurfreiheit ihre Summe, also gibt es nur zwei unabhéngige Eigenwerte. Ist
die Ladungsverteilung um irgendeine Achse rotationssymmetrisch, so sind zwei der
Eigenwerte gleich, und es gibt nur einen unabhéngigen Eigenwert.

Aus Punktladungen lassen sich Ladungsverteilungen aufbauen, deren erste [ — 1
Multipolmomente verschwinden. So haben zwei Punktladungen entgegengesetzter
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Grofie kein Monopolmoment; das Dipolmoment ist das erste auftretende Multi-
polmoment. Zwei solche Dipole mit entgegengesetzten Vorzeichen ergeben zusam-
men eine Ladungsverteilung mit verschwindendem Dipolmoment, aber i.a. nichtver-
schwindendem Quadrupolmoment (vgl. Abb. 4.1). Dies erklirt die Bezeichnungen
»2Monopol“, ., Dipol“, , Quadrupol“ usw.. Dariiber hinaus lassen sich singulére La-
dungsverteilungen, fiir die ¢ nur einen einzigen Multipolterm hat, als Grenzfille
geeigneter Verteilungen von Punktladungen realisieren. Beispiele hierfiir sind

Abb. 4.1: Schematische Ladungsverteilung fiir einen Monopol, einen Dipol und
einen Quadrupol

Mathematischer Monopol (Punktladung):

pq(x) = qé(x—xo) , (4.23)
Mathematischer Dipol:
pp(z) = —(p-V)d(x—=z0), (4.24)
Mathematischer Quadrupol:
1
pg;, () = g Ik ViVid(x — xp) . (4.25)

Anstelle von Gl. (4.10) kann man auch die Entwicklung der Greenschen Funk-
tion G nach Kugelfunktionen benutzen; diese lautet

Z Z 2l+1 rl+1 Ylm(Q) i (1) fir » > (4.26)

’I"—’I"

und ergibt

oo+l
¢ Z Z l—i— 1 Tl+1 dim Ym(Q) (427)
l —

mit den Multipolmomenten

an = [ A ol ) Y () (4.28)
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Wieder erkennen wir, dafl das Potential eines Multipolfeldes der Ordnung [ fiir
r — oo wie 7~'~1 abfillt; seine Richtungsabhingigkeit ist durch Kugelfunktionen

gegeben.

Zum Abschlufl betrachten wir anstelle des von einer Ladungsverteilung erzeug-
ten Potentials das Verhalten einer Ladungsverteilung p in einem vorgegebenen
dufBeren Potential ¢. Dabei sei die Ladungsdichte p in einem Gebiet um einen
Punkt g herum lokalisiert, wéhrend wir uns das Potential ¢ als durch eine andere
Ladungsverteilung erzeugt denken, die in einem anderen, von xy weit entfernten
Gebiet lokalisiert ist, so dafl

Ap(x) = 0 fiir  nahe bei xg . (4.29)

Durch Taylor-Entwicklung von ¢ um x( finden wir dann fiir die Wechselwirkungs-
energie zwischen Ladungsverteilung und Feld gemifl Gl. (3.76)

)

v = [ @ peoe) = Y [ de ola) (- 9) ola)
=0

T=T(
d.h. mit Gl. (4.20) und Gl. (4.21)
UWW = i L ¢ o Vi .V, o(x) (4.30)
=0 [ Nl et T " xr=x0 ’

wobei wir Gl. (4.29) benutzt haben, um die Koeffizienten spurfrei zu machen (d.h.
q;, i, durch g; ; zu ersetzen). Explizit lautet diese Entwicklung bis einschlielich
zum dritten Term

UW = g(me) + (0 V)é(@)|  + say ViVielx)|  + ... (431)

T=x0 6 T=T0

Insbesondere ergibt sich also fiir die Wechselwirkungsenergie eines Dipols bei xq
mit Dipolmoment p im dufleren Feld E

UYW = — p.E(x) . (4.32)

Aus der Anderung der Energie bei Verschiebung und Drehung von p ergeben sich
Kraft und Drehmoment auf ein starres Dipolmoment p im Punkt g zu

F(zog) = — V(p: E) (=), (4.33)

und

D(xy) = px E(x) . (4.34)

In einem homogenen Feld E = Ej ist also F =0, aber i.a. D # 0.
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4.2 Randwertprobleme in der Elektrostatik

In den meisten praktischen Anwendungen der Elektrostatik hat man es mit La-
dungsverteilungen zu tun, die nur zum Teil fest vorgegeben sind, zum Teil aber
sich an die jeweils herrschenden Randbedingungen anpassen. Typische Situationen
dieser Art treten in der Elektrostatik bei Anwesenheit von Leitern auf.

In einem elektrischen Leiter sind die Elektronen gegeniiber den positiven
Ladungstriagern frei verschiebbar. Andererseits sorgt der elektrische Widerstand
dafiir, dal im Gleichgewicht (ohne angelegte duflere Spannung) im Leiter kein
Strom flieBt. In einem Supraleiter dagegen flieit ein Strom auch ohne &uflere
Spannung monatelang ohne mefibare Verluste. Im Inneren eines elektrischen Lei-
ters endlicher Leitfahigkeit jedenfalls mufl im Gleichgewicht E = 0 sein, da jedes
nicht-verschwindende elektrische Feld sofort Ladungen in Bewegung setzt, also zu
Stromen fithrt. Wegen E = 0 und p = ¢y V- E ist dann auch p = 0. Ladungen
konnen also hochstens auf der Oberfliche eines Leiters sitzen, und zwar mit einer
Flichendichte w. Die Grenzbedingungen fiir das elektrostatische Feld E an der
Leiteroberfliche, mit n als in den Auflenraum gerichteter Normale, lauten damit

Einnen = 07 (435)
und gemif Gl. (3.38)
n - Eugon = - (4.36)
€0
n % Eagen = 0. (4.37)

Insbesondere steht also das Auflenfeld vertikal auf der Leiteroberfliche.

Fiir das zugehorige Potential ¢ bedeutet dies: ¢ ist iiberall stetig und ist im
Innern sowie an der Oberfliche des Leiters konstant; auflerdem erfiillt es auf der
Auflenseite der Leiteroberfliche die Randbedingung

(n-V)¢p = — % (4.38)

Die Grundaufgaben der Elektrostatik in Anwesenheit von Leitern sind nun die
folgenden:

Gegeben seien ein System von Leitern L; sowie eine Ladungsverteilung p im
Raum auflerhalb der Leiter (vgl. Abb. 4.2). Gegeben seien ferner entweder

1. die Gesamtladungen @; auf den Leitern L; (erste Grundaufgabe),
oder
2. die Potentiale V; auf den Leitern L; (zweite Grundaufgabe).

Gesucht ist in beiden Féllen das elektrostatische Potential ¢ bzw. das elektrostati-
sche Feld E im Gleichgewicht.

Wir werden uns zunéichst mit der zweiten Grundaufgabe beschéftigen und die
erste spiter auf die zweite zuriickfiithren.

Mathematisch gesehen entspricht der zweiten Grundaufgabe ein Dirichletsches
Randwertproblem: Gegeben seien ein Gebiet W mit Rand OW (vgl. Abb. 4.2) so-
wie Funktionen p auf W und V auf OW. Gesucht ist eine Losung ¢ der Poisson-
Gleichung (4.4) derart, dafl

Slgw = V- (4.39)
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Abb. 4.2: Ein System aus Leitern L; und eine gegebene Ladungsverteilung p auf
einem begrenzten Gebiet W auflerhalb der Leiter

Fiir die Elektrostatik von geringerer Bedeutung ist das zum Dirichletschen ana-
loge Neumannsche Randwertproblem: Gegeben seien ein Gebiet W mit Rand OW
sowie Funktionen p auf W und w auf 9W. Gesucht ist eine Losung ¢ der Poisson-
Gleichung (4.4) derart, dafl

(n-V)o |, = :}—0 (4.40)

Physikalisch entsprechen das Dirichletsche bzw. Neumannsche Randwertproblem
ndmlich der Vorgabe des Potentials V' bzw. der Flichenladungsdichte w auf dem
Rand OW von W, und wihrend V auf der Oberfliche eines (zusammenhéngenden)
Leiters stets konstant sein muf}, ist w auf der Oberfliche eines Leiters i.a. eine
komplizierte Funktion der Geometrie und keineswegs durch die Gesamtladung allein
bestimmt.

Fiir das folgende werden wir zunéchst voraussetzen, dafl das Gebiet W kompakt
ist; den nicht-kompakten Fall kann man hierauf zuriickfithren, indem man einen Teil
des Randes von W ins Unendliche verschiebt.

Die Existenz einer Lésung sowohl des Dirichletschen als auch des Neumannschen
Randwertproblems ist von der Anschauung her unmittelbar klar; mathematisch
148t sie sich (unter geeigneten Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsannahmen an den
Rand OW des Gebietes W sowie an die Funktionen p und V bzw. w) im Rahmen der
sog. Potentialtheorie beweisen. Wir werden dies hier und im folgenden, jedenfalls
fiir den Fall p = 0, als gegeben annehmen. Die Eindeutigkeit dieser Losungen
(im Neumannschen Fall bis auf eine additive Konstante) folgt dagegen aus den
Greenschen Formeln: Die erste Greensche Formel lautet

/ df - oV = / d*z (9 A + V- V) . (4.41)
ow w
Sie ergibt sich direkt aus dem Gauflschen Satz:
[ arove = [ @:vove) = [ % a0+ 9o v
ow w w

Antisymmetrisierung in ¢ und v liefert die zweite Greensche Formel

/ df - (¢ VY — V) = / d’z (9 A — Y Ay) . (4.42)
oW w
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Sind nun ¢, und ¢, zwei Losungen des Dirichletschen bzw. Neumannschen Rand-
wertproblems, d.h. der Poisson-Gleichung (4.4) mit den Randbedingungen (4.39)
bzw. (4.40), so liefert Gl. (4.41), angewandt auf ¢ =) = ¢1 — @2,

/Wd?’m (Vp)? = /awdf-gchp =0

und damit Vo =0 in W, d.h. ¢ =0 in W (im Dirichletschen Fall, da dort ¢ =0
auf OW) bzw. ¢ = const. (im Neumannschen Fall). Diese Uberlegung gilt sinn-
geméf auch, wenn ein Teil des Randes im Unendlichen liegt, sofern ein geniigend
rascher Abfall der zu betrachtenden Losung gefordert wird. Damit ist auch der
schon mehrfach angekiindigte Eindeutigkeitsbeweis fiir die im Unendlichen ver-
schwindende Losung der Poisson-Gleichung erbracht.

Als Konvention iiber die Orientierung der Flichennormalen n sei fiir das folgen-
de verabredet, daf} diese stets aus den Leitern L; herauszeigt, d.h. im Gegensatz zur
bisher verwendeten Konvention in das Gebiet W hineinzeigt. Dies fiithrt zu einem
Vorzeichenwechsel im Gaufischen Satz und in den Greenschen Formeln (4.41) und
(4.42).

Fiir die im Gebiet W vorhandene elektrostatische Gesamtenergie erhalten wir
aus Gl. (3.62) unter Verwendung von Gl. (4.36)

ve = L @3B = — 9 [ @32 E.ve
2 w 2 w
= 9 [ gy v (Be) +io/ iz (V- E) ¢
2 w 2 w

1
_— df-E¢+—/ d*z po
2 w

2 Jow

1
= 23Ny, df.E+—/ A3z po
2 = oL; 2 Jw

1 1
= Vi d = [ a° :

d.h.
1 1 ,
€ = = aer — . 4.4
U 2Xijml+2fwdw¢ (4.43)

Von besonderem Interesse ist der Fall p = 0 (Abwesenheit von Ladungen zwischen
den Leitern). Dann vereinfacht sich Gl. (4.43) zu

1
Ue =5 Z ViQi . (4.44)
Ferner héngen die Ladungen @); auf den 0L; linear von den Potentialen V; auf den

L; ab, d.h. es gilt
Qi = > CyV; (4.45)
J
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und daher )
AR DN (4.46)

mit Koeffizienten Cj;, die als Kapazitdtskoeffizienten bezeichnet werden und sich
zur Kapazitdtsmatriz zusammenfassen lassen. Die Linearitdt des Zusammenhangs
zwischen Ladungen und Potentialen sieht man wie folgt ein: Die ¢; seien die (ein-
deutigen) Losungen des Randwertproblems

Agj =0, 6|, = 05V, (4.47)

wobei V(©) £ 0 ein zum Zwecke der Normierung eingefiihrtes Referenzpotential

sei. Dann ist
Vi

¢ = Z)\](bj mit )\j = V(O) (448)
J
die (eindeutige) Losung des Randwertproblems
Ap =0 , ¢, =V, (4.49)

und die Ladung auf dem i-ten Leiter ist

0 - eo/%dfw _ eOijAj/BLidfwj - Yo

mit
_ _ % . .
Cii © /aLi af -Vo, . (4.50)

Wegen p = 0 verschwindet die Summe aller Ladungen auf den Leitern:

Y Q- —eozfabdﬁw - —eo/awdfw _ eo/wd?’xAgb _ 0.

Auflerdem diirfen sich die Ladungen auf den Leitern bei einer Nullpunktsverschie-
bung des Potentials um einen festen Wert Vj nicht d&ndern:

Qi = ZCijVj = ZCU(Vj—i-VO).
J J

Die Kapazitatsmatrix Cj; ist also nicht invertierbar, denn sowohl ihre Zeilensum-
men als auch ihre Spaltensummen miissen sdmtlich verschwinden:

Y Cij =0, Y Cyj=0. (4.51)
i i

Die nach Streichen irgendeiner Zeile oder irgendeiner Spalte verbleibende Matrix
allerdings ist invertierbar. Weiter unten werden wir aulerdem sehen, daf§ die Ka-
pazitdtsmatrix symmetrisch ist:

Cy = Cyi. (1.52)
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Im allgemeinen wird sich, wie bereits erwiahnt, das Gebiet W zumindest teilweise
bis ins Unendliche erstrecken: Die auf Gl. (4.51) fithrenden Argumente bleiben dann
giiltig, wenn man einen zusétzlichen Leiter L', mit Potential V/ und Ladung @', im
Unendlichen so einfiihrt, dal @’ die Summe der Ladungen auf den iibrigen Leitern
kompensiert. In diesem Fall reduziert man die Kapazitdtsmatrix durch Streichen
der entsprechenden Zeile und Spalte.

In einigen einfachen Féllen lassen sich die Kapazitatsmatrizen direkt angeben:

Beispiel 1: Leitende Kugel in einer leitenden Hohlkugel.

Die Kugel habe Radius Ry und trage die Ladung @1, die Hohlkugel habe Radius
Rs und trage die Ladung @2, wobei R; < Ry und Q1 + Q2 = 0 (vgl. Abb. 4.3).

Abb. 4.3: Schema eines Kugelkondensators

Das Potential ¢ im Gebiet W = {xeR?/R; < |z| < Ry} ist

1 @ 1 Q2
= ~= t. = — —- t. .
o(x) pr—p + cons Imeg 2] + cons
Also gilt
1 1 1 1
V1 - V2 == Ql _—— — = — Qz R — .
47‘(’60 R1 R2 47T60 R1 RQ
Die Kapazitatsmatrix ist somit
_ Ry Ry 1 -1
(Ci ) = 47‘(60 m ( 1 1 ) . (453)

Insbesondere ergibt dies die iibliche Formel fiir die Kapazitit eines Kugelkonden-
sators mit innerem Radius R; und duflerem Radius Rs:

C = dmeg — . (4.54)

Zwei Grenzfille sind von besonderem Interesse:

a) Kapazitét einer leitenden Kugel vom Radius R:
Mit Ry = R und Ry — oo wird

C = 4meo R . (4.55)
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b) Kapazitéit eines Plattenkondensators:
Mit d=Ry; — Ry < Ri < Ry und F =4nR; R, wird
F

= € — . 4.
C €0 d ( 56)

Beispiel 2: Zwei diinne leitende Kugelschalen in einer leitenden Hohlkugel.

Die innere bzw. duflere Kugelschale habe Radius R; bzw. Ry und trage die La-
dung Q1 bzw. @3, die Hohlkugel habe Radius R3 und trage die Ladung (3, wobei
Ri<Ro<Rz und Q1+ Q2+ @3=0 (Vgl. Abb. 44)

Abb. 4.4: Zwei diinne leitende Kugelschalen in einer leitenden Hohlkugel

Das Potential ¢ im Gebiet W = {xeR3/0 < |z| < Rz} ist

1
(Ql + QQ) + const. fir R <|z| <R3
47'('6() |w| |x|
1 Q1 Q2 .
= —_ —_— . f < < .
o(x) Tres (|a:| + R2> + cons ir Ry <|z| <Ry
1 [(Q1 Q2 .
- 4+ == t. f <
4meq <R1 * R2> oooms o =] < By
Also gilt
1 1 1
Vi—-Vy, = —_— -,
! 2 47’1’60 Ql (Rl RQ)

1 1 1
Vo—V3 = 47TE()(Q1+Q2)<_R;3>’

1 (C21+Q2 o Q2>_

Ww-vs=—[=>2-4+-+--—=-—-=
! 3 47eg

Ry Ry Rz Rj

Hieraus ergibt sich die Kapazitatsmatrix

Ry Ry _ Rs Ry 0
R2 - Rl R2 - Rl
2 —_ <
(Czj) = 47'('60 — R2 Rl R2 (R3 Rl) _ RS R2 (457)
Ro— R, (Rs— R\)(Rs — Rs)  Rs—Rs
0 Rs R, Rs Ry

" Rs;— Ry Ry — Ry
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Im Limes Rz — oo vereinfacht sich dies zu

1 -1 0

-1 Ry /Ry 1—-Ry/Ry |. (4.58)
0 1—-Ry/R1 Ry2/R;—1

Ry Ry

Cy) = dmeg 20
( ]) WEORQ—Rl

Wir wenden uns nun dem Problem der allgemeinen Lésung der oben besproche-
nen Randwertprobleme mit Hilfe Greenscher Funktionen zu. Ist zunéchst G(x, ')
irgendeine Greensche Funktion des Laplace-Operators A, so folgt aus der zweiten
Greenschen Formel (4.42) (mit dem schon erwéhnten Vorzeichenwechsel aufgrund
der Orientierung der Flichennormalen in das Gebiet W hinein) sowie der Poisson-
Gleichung (4.4) fiir ¢

/ df' - (G(z',z) V'¢(x') — ¢(x') V' G(z', x))
ow

- [ 4% (Gla'm) Ao) - ofa') A Gl 2))

- L[ @3 G w) pla)) - drola)
€0 w
d.h.
o@) = = [ @ G e) pla)
- % df' - (G(z', ) V'¢(x') — ¢(z') V' G(2',z)) . (4.59)
T Jow

Insbesondere 148t sich die Losung des Dirichletschen Randwertproblems in W
fiir beliebige Randwertfunktionen V' auf die Angabe der Dirichletschen Greenschen
Funktion Gp(x, x') des Laplace-Operators A zum Gebiet W zuriickfiihren, also auf
die Angabe einer Losung der Differentialgleichung

AGp(z,z’') = — 4w d(xz— ') (4.60)
mit der Randbedingung
Go(x, @) | copw = 0, (4.61)
denn mit den Randbedingungen (4.39) und (4.61) reduziert sich Gl. (4.59) auf
1
o) = o [ d% Go2) pla)
dmey Jw
1
+ — df - V(z') V' Gp(z',z) . (4.62)
47 oW

Ganz analog ld8t sich die Losung des Neumannschen Randwertproblems in W fiir
beliebige Randwertfunktionen w auf die Angabe der Neumannschen Greenschen
Funktion Gx(x,x’) des Laplace-Operators A zum Gebiet W zuriickfiihren, also
auf die Angabe einer Losung der Differentialgleichung

AGx(z,x') = — 47 d(x — ') (4.63)
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mit der Randbedingung

4T
(n ’ V) GN(:B7$/) |w€6W = W ) (464)

denn mit den Randbedingungen (4.40) und (4.64) reduziert sich Gl. (4.59) auf

1
dS / / /
—WO/W o' Gn(a', @) pla)
1

47eg

p(x) = (Pow +

/ df' w(z') Gx(x', ) | (4.65)
ow

wobei () 5y, der Mittelwert des Potentials {iber den Rand OW des Gebietes W ist.

Die scheinbar einfachste Randbedingung, bei der die linke Seite von Gl. (4.64)
gleich Null gew#hlt wird, ist inkonsistent mit Gl. (4.63). Setzt man némlich
die linke Seite von Gl. (4.64) gleich einer zunéchst beliebigen Konstanten, so
ergibt sich — zumindest fiir Gebiete W, die vollstindig im Endlichen liegen
— durch Integration iiber OW und Anwendung des Gaufischen Satzes aus Gl.
(4.63), daBl diese Konstante mit der in Gl. (4.64) angegebenen Konstanten
iibereinstimmen muf} und jedenfalls nicht verschwindet.

Wenn das Gebiet W sich zumindest teilweise bis ins Unendliche erstreckt, so
sind die Randbedingungen (4.61) und (4.64) durch die Forderung zu ergéinzen, daf
G(z, x") sowie ¢(x) fiir |x| — oo mindestens wie 1/|z| und VG(x, x') sowie Vo (x)
fiir || — oo mindestens wie 1/|@|* abfallen. Unter diesen Bedingungen bleibt die
Herleitung der Gleichungen (4.62) und (4.65) aus Gl. (4.59) auch fiir solche Gebiete
richtig; man mufl nur den Rand OW von W in den Gleichungen (4.64) und (4.65)
durch seinen im Endlichen gelegenen Anteil ersetzen.

Die Eindeutigkeit der Dirichletschen bzw. Neumannschen Greenschen Funktion
zu gegebenem Gebiet W und gegebenem Randwert V' bzw. w ist ganz allgemein
durch die Greenschen Formeln gesichert, wihrend man den Beweis ihrer Existenz
auf die Existenz von Losungen der homogenen Laplace-Gleichung zu entsprechen-
den Randbedingungen reduzieren kann, indem man

Gp(z,z') = Go(z,2') + up(z,x’) (4.66)

bzw.
Gn(z,2') = Go(z,2') + un(z, ') (4.67)

bzw. un(x,x’) Losung des entsprechenden Randwertpro-

setzt, wobei up(x,x’)
"Y=0 bzw. Aux(z,2’) =0 und

blems Aup(x,z

up (@, ) | c o = = Go(@, @) [, c o (4.68)

bzw.

47

(n-V)unx(z,z') | [ow]

- (n-V)Go(z,a) | + (4.69)

z€EOW x €W

ist.
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Eine weitere wichtige Eigenschaft der Dirichletschen Greenschen Funktion ist ihre
Symmetrie:
Gp(z,z') = Gp(z', ) . (4.70)

Zum Beweis wende man Gl. (4.62), mit " anstelle von @’ als Integrationsvariable,
auf ¢(x) = (go/4meo) Gp(x, ') und p(x) = ¢ é(x — ') an.

Die Losung der beiden Grundaufgaben der Elektrostatik 148t sich nun unmit-
telbar angeben. Zunéchst schreibt sich die Losung der zweiten Grundaufgabe mit
vorgegebenen Potentialen V; auf den L;:

o(x) = /Wd?’ac’ Gp(z',x) p(z')

i g /. / /
T ZVZ/% if V' Go(a' ) (4.71)

i

Insbesondere ist also (q/4meg) Gp(xo, ) das von einer am Ort xy befindlichen
Punktladung ¢ in Anwesenheit der geerdeten Leiter L; erzeugte Potential am Ort
x. Die Ladung Q; auf L; ist, fiir p =0,

Qi

—e [ df-Vo(x)
dL;

€0 / / ’
= —— V»/ df -V df’-V' Gp(a',x) .
am ZJ: ? Jor, oL, ° )

Wieder ergibt sich die lineare Beziehung (4.45) zwischen den Ladungen und den
Potentialen auf den Leitern, nur sind die Kapazititskoeffizienten C;; jetzt durch
Gp ausgedriickt:

C = — 0 df -v | df'-V' Gp(x, ) . 472
J
4T Jar, oL,

Damit folgt auch die Symmetrie (4.52) der Kapazititsmatrix aus der Symmetrie

(4.70) der Dirichletschen Greenschen Funktion. Schlielich ersehen wir daraus, wie

sich die erste Grundaufgabe (Q; gegeben) auf die zweite (V; gegeben) zuriickfiithren

1a8t: Mit Hilfe der Kapazitdtsmatrix bestimmt man zu gegebenen Ladungen @;

Potentiale V; derart, dafl Gl. (4.45) erfiillt ist (dies legt die V; eindeutig bis auf

eine additive Konstante fest), und 16st mit diesen V; die zweite Grundaufgabe.
Die Losung der ersten Grundaufgabe erfiillt das sog.

Thomsonsche Prinzip:

Wenn man auf den Leitern L; die Gesamtladungen @); vorgibt, dann stellt sich im
Gleichgewicht die Ladungsverteilung auf den Leitern so ein, dafl die elektrostatische
Feldenergie minimal wird.

Zum Beweis sei ¢ die (eindeutige) Losung der ersten Grundaufgabe und ¢ = ¢g+¢
ein anderes Potential mit

Ap = — L = Ag

€o
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in W und
| df-vo - _ @ [ ar-va.
OL; €0 oL;
d.h.
Ap =0
in W und
df - Vo = 0.
BLi
Dann gilt
€ €
Utlel = 5 | 4% (V9)T = 5 | d% {(V60)® + 2V Vi + (Vo))

€
Ul + G [ d% (TR + Al
Nun ist aber

Alporg] = 60/Wd3$ VooV — 60/Wd3$ (V- (60V) — doAp)

—eo/awdmsow

—¢€o Z %o ‘Li /aL- df -V (da ¢o konstant auf L;)
= 0.

Daraus ergibt sich die gesuchte Abschatzung
€
U6 = Utlon] + G [ %0 (Vo) = Ufau) . (1.73)

Die bisher nur im Rahmen eines Existenzbeweises benutzte Zerlegung (4.66)
der Dirichletschen Greenschen Funktion Gp(x, ') 148t sich physikalisch wie folgt
interpretieren: Das Gesamtpotential

q
4meg

q 1 q /
Gp(z' =
p(@',z) dmey |z’ — x| + dmeq up (@', )

am Ort @’ setzt sich aus dem Potential einer am Ort @ befindlichen Punktladung ¢
und einem in W reguliren Anteil zusammen, der von der auf den Leitern L; durch
die Punktladung influenzierten Ladungsverteilung herriihrt. Diese wirkt auf die
erzeugende Punktladung zuriick und unterwirft sie einer Kraft, der sog. Bildkraft.
Fiir geerdete Leiter (d.h. fiir V; = 0) ist diese gleich

e

F = —
47eg

V' up (', z)

(4.74)

xz'=x °
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Allgemein (d.h. fiir V;#0) ergibt sich aus Gl. (4.71)

q2

47eg

q / " " "o
- — V; V df" -V ,
g Ez - f up(x”, x")

F = V' up (', )

x'=x

(4.75)

z'=x °

Hierbei wurde benutzt, dafl (fiir € W und @’ nahe bei ) «’ nicht in L; liegt, was
aufgrund des Flufisatzes

1
d I/. 1" —
/a v <|w~—wf|> :

und daher

df”-V”GD(CL'H,iL‘/) — df,/'V”/U/D(:E”,xl)

impliziert.

Die Konstruktion von Gp und die Losung der elektrostatischen Grundaufga-
ben sind fiir beliebige Gebiete W im allgemeinen sehr schwierig. Die wichtigsten
Verfahren sind die folgenden:

a)

Entwicklungen nach einem dem Symmetriecharakter des Problems angepaf-
ten vollstdndigen System von Eigenfunktionen des Laplace-Operators A.

Beispielsweise entwickelt man fiir rotationssymmetrische Anordnungen der
Leiter nach Kugelfunktionen.

Funktionentheoretische Verfahren fiir zweidimensionale Probleme.

Sie kommen immer dann ins Spiel, wenn das Potentialproblem Transla-
tionssymmetrie in einer Richtung aufweist, also effektiv zweidimensional ist.
Zunichst ist wegen des Flulsatzes in zwei Dimensionen das elektrostatische
Feld Eg einer am Ort xy befindlichen Punktladung ¢ durch

q T —To

E = - 4.76
0(-’13) 27T60 |:13 _ :130|2 ( )

und das zugehorige Potential durch

do(x) = — — In|z — x| (4.77)

gegeben. Zur Anwendung funktionentheoretischer Hilfsmittel ist es zweck-
méBig, in der Ebene statt der kartesischen Koordinaten x und y eine komplexe
Koordinate z = z + iy (sowie die dazu konjugiert komplexe Koordinate
Z = x — iy ) einzufithren; dann erhélt Gl. (4.77) die Form

q

do(z) = — Ires Injz —2y| = — 27S—GOReln(z—ZO). (4.78)
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Die zweidimensionale Dirichletsche Greensche Funktion Gp(z,2’) zu einem
gegebenen Gebiet W in der Ebene erfiillt definitionsgemafl die Differential-
gleichung

AGp(z,2') = —2md(z—2) (4.79)
mit der Randbedingung
Gp(z,2) |z€aW =0 (4.80)
und kann in der Form
Gp(z,2') = —In|z—2'| + up(z,2) (4.81)

geschrieben werden, wobei up beziiglich z harmonisch ist, d.h.

Aup(z,2') =0 (4.82)
erfiillt. Hierin ist A der zweidimensionale Laplace-Operator
0? 0? = =
A = —_— _—= 2 = 2 4.
92 + 87 00 00 (4.83)

mit

0 1/0 .0 - 0 1/0 .0

Nun sind sowohl Realteil als auch Imaginérteil einer holomorphen Funktion
f(z) = u(2) +iv(z) stets harmonisch, und umgekehrt ist jede harmonische
Funktion als Realteil oder auch als Imaginérteil einer holomorphen Funk-
tion darstellbar. Auflerdem ist fiir je zwei holomorphe Funktionen f und g
auch deren Komposition gof, definiert durch (gof)(z) = g(f(z)), wieder
eine holomorphe Funktion. Dies erméglicht die Konstruktion Dirichletscher
Greenscher Funktionen durch konforme Abbildung:

Es seien W7 und W5 zwei Gebiete in der komplexen Ebene und f: Wy — W,
eine umkehrbar eindeutige, biholomorphe Abbildung von W5 nach W7. Ist
Gg ) Dirichletsche Greensche Funktion fiir das Gebiet Wi, so ist Gg ) mit

G (22 = Gp(f(2), f()) (4.85)
Dirichletsche Greensche Funktion fiir das Gebiet Ws.

Zum Beweis bemerken wir nur, dafl aufgrund der angegebenen Eigenschaften

von harmonischen und holomorphen Funktionen mit ug ) auch ug ) harmo-

nisch ist:
W2 (z,2) = GP(z,2) + In|z— 7|
= GRUELIED) + Wlfe) - 7] -
CEEA

z—2z

f(z) = (&)

z—2z

= uD(f(2). f()) — Reln(
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Der so bewiesene Satz gibt uns ein starkes Hilfsmittel zur Bestimmung der
Dirichletschen Greenschen Funktion in die Hand: Man 16st das Problem fiir
ein einfaches Gebiet W7 und findet die Greensche Funktion fiir ein kompli-
zierteres Gebiet Wy durch holomorphe Transformation.

¢) Spiegelungsmethoden (teilweise mit b) verwandt).

Man versucht, die (Dirichletschen oder Neumannschen) Randbedingungen fiir
G(z, ') zu realisieren, indem man zum Potential 1/|x — «’| Potentiale von
weiteren Punktladungen in solchen Punkten hinzufiigt, die durch geeignete
Spiegelungen am Rand OW des Gebietes W aus x’ entstehen. u(x,x’) ist
dann also ein Potential von fiktiven Punktladungen auflerhalb von W.

Beispiel 3: Spiegelung an einer Ebene.
W sei ein durch eine leitende Ebene E begrenzter Halbraum und ¢ eine Punkt-
ladung im Punkt x € W. Wenn o die Spiegelung an E bezeichnet, so werden die
Randbedingungen offenbar durch Anbringung einer Bildladung der Stérke —¢ im
zu x spiegelbildlichen Punkt ocx auflerhalb von W befriedigt. Die Dirichletsche
Greensche Funktion von W ist deshalb

1 1 1 1

o' —x| |z —ox| - o' —x| oz’ —x|

Gp(z',z) = (4.86)
Fiir die von ¢ influenzierte Ladung ¢ins auf E findet man wegen des Flufisatzes
G¢int = —¢q, und die Bildkraft zwischen Ladung und Ebene ist gleich der Kraft
zwischen Ladung und Bildladung:

2 _
F — ¢ TTox (4.87)

 dme lz —ox|®

Beispiel 4: Spiegelung an einer Kugel.
W sei der Auenraum einer leitenden Kugel K mit Radius R und ¢ eine Punktla-
dung im Punkt & € W. Wenn 7 die Spiegelung an der Kugeloberfliche bezeichnet,
d.h. )

R

Y = ——=Y, (4.88)

lyl
so werden die Randbedingungen durch Anbringung einer Bildladung der Stirke
—qR/ |x| im zu x spiegelbildlichen Punkt 7 auerhalb von W befriedigt.

Zum Beweis brauchen wir nur nachzurechnen, daf}
2 2 2 2 .
R |m/fa:| = |z| |x/77w| fir |¢'|=R
ist, was in der Tat zutrifft, denn es gilt

2| 7/ 2
R |w —:r:’

= R' - 2R’z -z + R*|z|* |
2
/

T - ——=
||

2

2 = |z|°R®> - 2R’z -x + R*,

2|/ 2
|| |.’n 77m| = |z|

falls |z'| = R.
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Die Dirichletsche Greensche Funktion von W ist deshalb
1 R 1

|z’ — x| - m|w’fm:\ '

(4.89)

Fiir die von ¢ influenzierte Ladung ¢i,s auf K findet man wegen des Flulsatzes

R
Qinf = — 47, (490)
||

und die Bildkraft zwischen Ladung und Kugel ist gleich der Kraft zwischen Ladung
und Bildladung:

1 T —TT 1 q Qinf x
F = — qqins 5 = —— —
0 T

. 4.91
dmey |z — ra|” |zl (491)

Wenn wir die Ladung @ auf der Oberfléche fest vorgeben wollen, so kénnen wir
dies durch die Einfithrung einer weiteren Bildladung @ — gi,¢ erreichen, die wir
in den Mittelpunkt der Kugel setzen, damit deren Oberfliche Aquipotentialfliche
bleibt. Das Potential fiir eine Punktladung ¢ in Anwesenheit einer Sphére mit der
Ladung @ ist dann

o) = 1 ( ¢ Gni Q_Qinf>. (4.92)

dmeg \ |’ — x| |x’ — T |2/

Die Bildkraft ist wieder die Kraft zwischen ¢ und den Bildladungen:

q T —TT T
F = <Qinf | + (Q — int) |a:|3>

dmeg z — rax|’

_ q ( Ginf + Q _|ginf> T (493)

dmeg |m—rm\2 |z m .




5 Magnetostatik,
Quasistationire Felder

Fiir zeitunabhéngige Felder liefern die Maxwellschen Gleichungen neben den im
letzten Kapitel besprochenen Grundgleichungen der Elektrostatik noch die Grund-
gleichungen der Magnetostatik:

V-B =0, (5.1)
VXB = kugj. (5.2)

Aus Konsistenzgriinden ist dabei stets die Stationaritétsbedingung
V-3 =0 (5.3)

zu fordern. Die erste Gleichung lét sich wieder unmittelbar l6sen, indem man
durch
B =VxA (5.4)

das Vektorpotential A einfithrt. Damit wird aus der zweiten Gleichung
AA - V(V-A) = — kuoj - (5.5)

Wie in Kapitel 3 erldutert, ist A hierdurch jedoch nicht eindeutig bestimmt, son-
dern nur bis auf Fichtransformationen

A — A+ Vy (5.6)

mit beliebigen Funktionen y. In der Magnetostatik reduziert man tiiblicherweise
diese Eichfreiheit durch Wahl der Coulomb-FEichung

VA=0. (5.7)

Es verbleibt dann noch die Freiheit zur Durchfiihrung von Eichtransformationen
(5.6) mit Eichfunktionen x, die harmonisch sind, d.h.

Ay =0 (5.8)
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erfiillen. In der Coulomb-Eichung vereinfacht sich Gl. (5.5) zu
AA = — RKuoj - (5.9)

Dies ist eine vektorielle Form der Poisson-Gleichung; mathematisch gesehen ist also
auch die Magnetostatik die Theorie der Losung der Poisson-Gleichung.

Von quasistationdren Vorgdngen spricht man, im Gegensatz zur Statik, wenn die
Felder zwar zeitlich verénderlich sind, die zeitlichen Verdnderungen aber so lang-
sam vor sich gehen, dafl in der Maxwellschen Gleichung (3.5-d) fiir die Rotation
von B der Maxwellsche Verschiebungsstrom ey JE/0t gegeniiber dem Quellterm
7 vernachléssigt werden kann; dies ist typischerweise bei Prozessen mit Frequenzen
< 10" Hz der Fall. Allerdings wird die quasistationire Niherung schon bei viel
niedrigeren Frequenzen unbrauchbar, ndmlich immer dann, wenn die zugehoérigen
Wellenlédngen vergleichbar werden mit der typischen Léngenskala, auf der die Ver-
teilung der Felder und ihrer Quellen zu betrachten ist. Dann ndmlich beginnt die
endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Phénomene eine Rolle
zu spielen, was sich in Form von Laufzeiteffekten duflert und zu einer Verletzung
der Stationaritétsbedingung (5.3) fithrt. Fiir quasistationére Felder jedenfalls blei-
ben die Grundgleichungen (5.1) und (5.2) fiir das magnetische Feld unverdndert
bestehen, wiahrend die Grundgleichungen fiir das elektrische Feld dahingehend ab-
zuéndern sind, dafl dieses nicht ldnger wirbelfrei ist, sondern dem Induktionsgesetz
gentigt.

5.1 Magnetisches Feld fiir eine vorgegebene
Stromverteilung im Vakuum

Wie schon aus der Elektrostatik bekannt, li8t sich die eindeutige Lésung A von
Gl. (5.9) mit der Randbedingung

lim A(z) = 0 (5.10)

|| —o0
fiir Stromverteilungen, die im Unendlichen geniigend schnell abfallen, direkt hin-

schreiben:

KHo 3, j(iL'/)
Alx) = — d . 5.11
() 47 . |z — /| ( )

Das zugehorige Magnetfeld ist durch das verallgemeinerte Biot-Savartsche Gesetz
gegeben:

Bla) = 20 [ 4 W (5.12)

Im {ibrigen rechnet man sofort nach, da§ die Losung (5.11) von Gl. (5.9) tatséichlich
die Coulombsche Eichbedingung (5.7) erfiillt:
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(V-A)(x) = %/d?’x’j(m’).v (1)

|z — |

_ _@ EIWASYSWANE vii 1
= g /da:](:c) V<|w—w'|>

_ ko d3z’ V’-( .7(33/) ) + Ko 3z (V/J)(w/) )

4w |z — /| Ar |z — |

Der erste Term 148t sich in ein Oberflichenintegral verwandeln und verschwindet
wegen der geforderten Abfallseigenschaften von j; der zweite Term dagegen ver-
schwindet aufgrund der Stationarititsbedingung (5.3).

Als elementares Beispiel berechnen wir das Magnetfeld eines (unendlich lan-
gen) geraden Drahtes, der in Richtung des Einheitsvektors e durch den Ursprung
verlduft und von einem Strom I durchflossen wird. Man kann das Feld B aus GI.
(5.12) durch explizite Integration berechnen, doch sein Betrag ist viel einfacher
durch Integration des Ampereschen Gesetzes entlang eines Kreises v = 0F vom
Radius r in der Ebene senkrecht zu n zu gewinnen. Aus Gl. (5.12) folgt némlich
zuniichst, dafl das Feld B(«x) in Richtung von e x @ zeigt, und fiir seinen Betrag
B(r) im Abstand r vom Draht finden wir

2rrB(r) = / der-B = nuo/d_f-j = koI,
OF F

d.h.
fpo 1

B(r) = 2 r

) (5.13)
Durch Anwendung des Lorentz-Kraftgesetzes auf die Ladungstréger in einem wei-
teren, parallel verlaufenden (unendlich langen) geraden Draht 148t sich hieraus das
Kraftgesetz (3.26) ableiten.

Als weiteres Beispiel betrachten wir das Magnetfeld einer (geniigend langen)
Spule, deren Achse in Richtung des Einheitsvektors e durch den Ursprung verlduft
und die von einem Strom I durchflossen wird. (Dabei wird angenommen, dafi die
Richtung des Stromes mit der Richtung von e gemé&fl der Rechte-Hand-Regel ver-
kniipft ist.) Wieder kann man das Feld B aus Gl. (5.12) durch explizite Integra-
tion berechnen, und wieder ist sein Betrag viel einfacher durch Integration des
Ampereschen Gesetzes entlang eines geeigneten Weges v = dF zu gewinnen (vgl.
Abb. 5.1). Ist ndmlich die Spule nicht nur geniigend lang, sondern auch geniigend
dicht gewickelt, so folgt aus Gl. (5.12) zunéchst, dal das Feld im Innern der Spu-
le anndhernd homogen ist und in Richtung von e zeigt, und fiir seinen Betrag B
finden wir

IB = / dr-B = Huo/d_f-j = kuonl ,
OF F

da das Wegintegral im Auflenraum der Spule einen vernachldssigbaren Beitrag lie-

fert, d.h.

I
B = kuo ”T , (5.14)

wobei n die Anzahl der Windungen und [ die Lénge der Spule ist.
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Abb. 5.1: Berechnung des magnetischen Feldes im Innern einer Spule durch Inte-
gration des Ampereschen Gesetzes entlang des Weges v = OF

Fiir eine in einem Gebiet um einen Punkt @y herum lokalisierte Stromvertei-
lung und fiir Absténde |x|, die groB sind gegeniiber der Ausdehnung dieses Ge-
bietes, ergibt sich wieder eine Multipolentwicklung fiir A, indem man die Taylor-
Entwicklung (4.10) oder (4.26) der Funktion 1/|x —a’| in Gl (5.11) einsetzt.
Mit den schon zuvor verwendeten Bezeichnungen

r=x-—xy , v =2a —x (5.15)

lautet diese Entwicklung bis einschliellich zum zweiten Term

A(z) = %‘f <1/d3w’j(m’) + %/d?’x’j(x’) (r-r') + )

_ ﬁ(i/dgﬂs’j(x’)
b ok [ @) ) + G om )
b ok [ ) o) — Gl )

L)

Aufgrund der Stationarititsbedingung (5.3) und bei geniigend schnellem Abfall der
Stromdichte j im Unendlichen verschwinden die ersten beiden Integrale in dieser
Entwicklung, denn Gl. (5.3) impliziert

0 = V(&) =V, (rij,(&)) — ji(z'),
0 = 77, Vyj(&) = VY (rirg (&) — ri. (=) — i j(2')

d.h. fiir jedes Volumen V
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/Vd?’x’ ji(@) = /avdf’-réj(m'),

[ @ thide) + i@ = [ dfrinie).
14 oV

und diese Oberflichenintegrale verschwinden, wenn V der ganze Raum ist.
Der verbleibende Term wird umgeformt, indem man das magnetische Dipolmoment

m = — g/dgx’j(ac') x v’ (5.16)

einfithrt; damit ergibt sich (bei r#0) fiir das Vektorpotential

o M X 7T

A(x) = y— (5.17)
und weiter wegen
mxr r T r
Vx( = ) - m(V-T—3>—(m~V)T—3 = —(m-V)5

— (m.v)v(i) = V((me)i) = - V(n:n:%r)

fiir das magnetische Feld

Ho m-r
B(@) = - 1 V( - ) T (5.18)

In der Praxis flieen Stréme héufig in diinnen Drihten; die entsprechende
Stromverteilung 148t sich dann in guter N#herung als fadenformiger Ringstrom
beschreiben, der in einer Leiterschleife S mit der (aufgrund der Stationaritétsbe-
dingung (5.3) entlang S konstanten) Stromstérke I flieBt (vgl. Abb. 5.2). In diesem
Fall nehmen die Gleichungen (5.11) und (5.12) die Form

~ kpo I dz’
Alx) = —- /S PR (5.19)
und
B(x) = KM()I/ dz’ x (x — x’) (5.20)
== 47'r S |w _ a:,|3 .

an; Gl (5.20) ist das Biot-Savartsche Gesetz. In der Dipolndherung erhélt man
wieder die Gleichungen (5.17) und (5.18), wobei das Dipolmoment m eines solchen
fadenférmigen Ringstromes gleich

1

m =" [ 2 xda’ = kIF (5.21)

2 Js
ist; F' ist unabhéngig vom gewéhlten Ursprung und ist als mittlerer Flachenvektor
der vom Ringstrom umschlossenen Fliche zu deuten.
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Abb. 5.2: Fadenférmig konzentrierter Strom in einer Leiterschleife S

Zum Abschlufl betrachten wir, in Analogie zur Elektrostatik, das Verhalten ei-
ner Stromverteilung j in einem vorgegebenen dufleren Vektorpotential A. Wieder
nehmen wir an, dafl die Stromverteilung j in einem Gebiet um einen Punkt xg
herum lokalisiert sei, und denken uns das Vektorpotential A als durch eine ande-
re Stromverteilung erzeugt, die in einem anderen, von xg weit entfernten Gebiet
lokalisiert ist. Durch Taylor-Entwicklung von A um x( finden wir dann fiir die
Wechselwirkungsenergie zwischen Stromverteilung und Feld gem&f Gl. (3.78)

UWW:m/dszg( Zl'/d3x_7 (r-V) Az)

oder nach Umformung entsprechend Gl. (5.17)

Uww n/d3:1:j(m)~A(:c) - ’Zio/d?’ j(a )~(mr§r + )

_ H,LLQ/dS sc—sco) N
|9’> o’

)
T=xT0

Insbesondere ergibt sich also fiir die Wechselwirkungsenergie eines Dipols bei x
mit Dipolmoment m im dufleren Feld B gemif Gl. (5.12)

UYW = m. B(x) . (5.22)

Interessant ist das Vorzeichen dieses Ausdruckes, das sich von dem der Wechsel-
wirkungsenergie eines elektrischen Dipols unterscheidet (vgl. Gl. (4.32)). Auch an-
derweitig bestehen gravierende Unterschiede. So darf die magnetische Wechsel-
wirkungsenergie keinesfalls als mechanisches Potential fiir die Kréfte von dufleren
Magnetfeldern auf starre Stromverteilungen angesehen werden, denn ein solches
System ist nicht abgeschlossen. Bei starrer Bewegung der das Dipolmoment m
erzeugenden Stromverteilung im #uferen Feld B mufl ndmlich zur Aufrechterhal-
tung der Strome Energie nachgeliefert werden; andernfalls wiirden die auftretenden
Induktionsspannungen diese Stromverteilung verédndern.
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Bei nitherer Betrachtung zeigt sich ganz allgemein, da —UWW | und nicht

UWW | als mechanisches Potential fungiert. Zum Beweis betrachten wir die vom
dufleren Feld B auf die um einen Vektor a verschobene Stromverteilung j, aus-
geiibte Lorentz-Kraft:

F(a) = n/d?’z Jo (@) X B(x) = n/d?’x j(x—a) x B(x)
= n/d?’xj(m)xB(w—l—a) = n/d?’xj(a:)x(VxA)(w—l—a)
= /s/d?’xj(:c)x(vaxA)(m—i—a) .

Um dies als Gradienten (beziiglich a) des gesuchten mechanischen Potentials schrei-
ben zu kénnen, berechnen wir
J(@) x (Vax A)(x+a) = Va(j(z) Alx+a)) - (j(z) Va) Az +a)
Va (§(z) - Az + a)) - (j(x) - V) A(x + a)
= Va(i(z) Az +a)) -V, (ji(z) Az + a)) ,
wobei im letzten Schritt die Stationaritédtsbedingung (5.3) benutzt wurde. Der Bei-

trag vom zweiten Term 148t sich in ein Oberflachenintegral verwandeln und ver-
schwindet wegen der geforderten Abfallseigenschaften von j, und es folgt

K Vg (/d?’xj(w) -A(:c+a,)> = KV, (/d?’x j(:c—a)-A(m))
= KV, </d3x ja(m)~A(w)> = = Vo (-U"W(a)) .

Im Gleichgewicht ist also die magnetische Wechselwirkungsenergie maximal und
nicht, wie die elektrische Wechselwirkungsenergie, minimal. In der Tat stoflen sich
entgegengesetzt gerichtete fadenformige Strome ab, wihrend sich entgegengesetzte
Punktladungen anziehen; auch sucht ein stromdurchflossener Leiter im &dufleren
Magnetfeld einen mdoglichst groflen Flul zu umfassen.

F(a)

5.2 Stationire und quasistationéire
fadenféormige Stromverteilungen

Gegeben sei ein System von fadenformigen Ringstromen I;, die entlang von Leiter-
schleifen S; fliefen. Mit

o = /Fdf~B = /Sda:~A (5.23)

bezeichnen wir den magnetischen Flufl durch die Leiterschleife S;, gemessen iiber
irgendeine Fliache F; mit Rand 0F; = S; . Fiir die magnetostatische Gesamtenergie

erhalten wir dann aus Gl. (3.65)

/d?’ng Zli/d:c-A,
i Si
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d.h. -
U= g Z I M (5.24)

Ferner hiangen die Fliisse ®* durch die S; linear von den Stromen I; entlang der
S; ab, denn aus Gl. (5.19) folgt

_ Klo dz’
Al@) = Am zj:jj/s B

J

also
KHo ’ 1
@?:/dw-Aaz):— I»/dw- dx ,
Si ( m ZJ: ' s, S; |z — |
d.h. )
o = = N LI .
Po= 2 Ll (5.25)
j
und daher )
um = Z Lij L1, (5.26)
l)]

mit Koeflizienten L;;, die als Induktivitdten bezeichnet werden und sich zur Induk-
tivitatsmatriz zusammenfassen lassen; genauer nennt man die Hauptdiagonalele-
mente L;; (i =j) Selbstinduktivititen und die Nebendiagonalelemente L;; (i # j)
Wechselinduktivititen. Explizit gilt

2
1
Ly = = ’“‘0/ dx / da’ . (5.27)
. Js, s, |z — |

Insbesondere ist also die Induktivitdtsmatrix symmetrisch.

Als Beispiel berechnen wir die Induktivitit einer (geniigend langen und
geniigend dicht gewickelten) Spule: Kombination der Gleichungen (5.14), (5.23)
und (5.25) ergibt

2
lLI:cpm:nFB:WO”ZFI,
K

d.h. , nF
L = k°uo - (5.28)

Die bislang angestellten Uberlegungen sind — wovon man sich leicht iiberzeugen
kann — nicht nur im Rahmen der Magnetostatik zutreffend, sondern behalten auch
fiir quasistationiire Felder ihre Giiltigkeit. Betrachtet man insbesondere ein System
von zeitlich (langsam) verdnderlichen fadenférmigen Ringstromen I;, die entlang
festgehaltener Leiterschleifen S; fliefen (so da8 die L;; gem&f Gl. (5.27) konstant
bleiben), so bleiben zum einen die Ausdriicke (5.24) und (5.26) fiir die magnetische
Feldenergie unveridndert bestehen, und zum anderen ist nach dem Induktionsgesetz
die induzierte Spannung in der i-ten Leiterschleife
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Ubrd = — g

aoy dl;
= EJ: Lij - (5.29)
Dies erklért die Bezeichnung ,Induktivitdten® fiir die L;;.

Wir betrachten nun ein System von starren Leiterschleifen S;, die von fa-
denformigen Ringstromen I; durchflossen werden. Natiirlich flieBen diese Strome
i.a. nicht von selbst, sondern sie werden von zusétzlichen dufleren — man sagt auch
eingepriagten — Spannungen V; angetrieben. Auflerdem besitzt jede Leiterschleife
S; i.a. auch eine Kapazitit C;, die wir uns in Form eines Kondensators konzen-
triert denken. Streng genommen ist also .S; keine vollstédndig geschlossene Schleife

und I; kein wirklicher Ringstrom; vielmehr ist I; gerade die zeitliche Anderung der
Ladung @; auf dem i-ten Kondensator:

dQ;
dt -

Ferner beschrédnken wir uns auf den in der Technik wichtigen Fall, in dem die
Stromkreise untereinander induktiv, nicht aber kapazitiv gekoppelt sind; die in
Kapitel 4 eingefiihrte Kapazitéitsmatrix ist also diagonal. (Zwei derart gekoppelte
Stromkreise sind schematisch in Abb. 5.3 dargestellt.) Nun stellen die eingepriigten
Spannungen duflere Energiequellen dar, und die von ihnen abgegebene Energie
J dt W kann entweder in elektrische Feldenergie U® oder magnetische Feldenergie
U™ umgewandelt oder aber als Joulesche Wirme verbraucht werden:

I, = (5.30)

W= Y Vi = %{U6+Um} + > RI7. (5.31)

Abb. 5.3: Schematische Darstellung zweier induktiv gekoppelter Stromkreise

Mit den im letzten Kapitel und in diesem Kapitel gewonnenen Ausdriicken fiir U*®
und U™ ergibt sich somit

d 1@ 1
W:;VZL:% §;a+§;L¢inIj +;RJ§

Qi dQ; dl;
z;a prais ;Lijfidftj + zi:RiIiz'
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Nun entspricht zu jedem einzelnen Zeitpunkt ¢ jede Wahl von Werten fiir die Strome
I;(t) einer physikalisch realisierbaren Konfiguration, so daf§ wir aus dieser Bezie-
hung (und mit Gl. (5.30)) auf die Giiltigkeit des folgenden Gleichungssystems schlie-
Ben diirfen:

dI ;
ZL”dtJ-FRI-F%:V;‘. (5.32)

Diese Gleichungen besagen, daf ldngs jeder Leiterschleife die Summe von Induk-
tionsspannung, Spannungsabfall am Ohmschen Widerstand, Kondensatorspannung
und eingepragter Spannung verschwindet. Man hétte diese Gleichungen natiirlich
auch direkt — ohne den Weg iiber die Energiebilanz — herleiten kénnen. Durch
Differentiation nach der Zeit erhalten wir ein System von gewohnlichen linearen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die Strome I;:

dI; I; dv;
L;; R, — + = = ) 5.33
Z J dt2 dt + C; dt (5-33)

Im einfachsten Fall eines einzigen Stromkreises gilt

d?I dI 1 dVv

S 42 Wl = - 34

e T TN T T a (5.34)
mit ) R

Man erkennt den bekannten Wert fiir die Eigenfrequenz eines Schwingkreises und
sieht, dafl die Dampfung vom Ohmschen Widerstand herriihrt.

Lineare Differentialgleichungen solcher Art gelten allgemein in der Theorie li-
nearer Netzwerke, bei denen die Strome beliebig verzweigt und auch induktiv an-
einander gekoppelt sein diirfen. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser interessanten
und technisch wichtigen Theorie findet man in [Meetz, Engl].

Wenn schliefilich das System der Stromkreise nicht starr ist, so kénnen die L;;
und die C; zeitlich verénderlich sein. In diesem Fall taucht in der Energiebilanz
auch geleistete Arbeit A auf. Wir betrachten den technisch wichtigsten Fall

dL;j dcC; _
7 #0 i 0; (5.36)
ein Beispiel ist der Elektromotor. In diesem Fall ist Gl. (5.29) fiir die Induktions-
spannung zu ersetzen durch

- d<I>‘“ . dI
pind = _ _Z< - Udtj). (5.37)

Anstelle von Gl. (5.32) haben wir dann als Spannungsbilanz

dL;; dl; L9
I Li; I; - V. .
zj: yr +Z R 5 1% (5.38)
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Multiplikation mit I; und Summation iiber i ergibt

Q; dQ; dl; dL;;

d |1 Q? 1 9 dL;;
= —<q= = = Li; L1 R I L LI .
Die Leistungsbilanz nimmt nun also die Form
d e m 2
W o= ;vifl-:%w +U }+;Ri1i + A (5.39)

an, die an die Stelle von Gl. (5.31) tritt, wobei wir fiir die geleistete Arbeit A den
Ausdruck

dL;;
A=> dtj L1 (5.40)

2]
gewinnen. Wenn beispielsweise Arbeit dadurch geleistet werden kann, daf}, wie bei
einem Elektromotor, ein Teil der Anordnung um eine feste Achse gegen den anderen
drehbar ist, so ist

dp
A= D— 5.41
=3 (5.41)
wnd dLi;  dLi d
ij ij ap
= _— 5.42
dt dp dt’ (542)
wobei ¢ den Drehwinkel und D das Drehmoment bedeutet. Also ist
dL;;
D= > —ZLI;. (5.43)

dp

%

Wieder sieht man, wie — U™ und nicht etwa U™ als mechanisches Potential auf-
tritt.
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6 Elektromagnetische Wellen

6.1 Ebene elektromagnetische Wellen

Die Maxwellschen Gleichungen (3.5-a)—(3.5-d) lauten im Vakuum, also in Gebieten,
in denen es keine Quellen gibt,

B
VE-0, VxE - -xB, (6.1)
ot
1 OF
V-B =0 VxB = — — . 6.2
’ x Kc? Ot (6.2)

(Dabei wurde noch die Beziehung (3.27) ausgenutzt.) Dieses Gleichungssystem hat
wellenartige Losungen, denn bildet man die Rotation der jeweils zweiten Gleichung,
so erhélt man mit Hilfe der jeweils ersten Gleichung

B
AE = AE-V(V-E) = —-Vx(VxXE) = /foaa—t
9] 1 9°E
= HEVXB = ? at2 5
1 OF
1 0 1 0°B
- = E = — 2~
ke Ot VX 2 o2’
und damit die Wellengleichung sowohl fiir E als auch fiir B:
1 02
1 02

Fiihrt man wie in Kapitel 3 ein skalares Potential ¢ und ein Vektorpotential A
derart ein, daf
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0A

B =VxA, (6.6)
und unterwirft man die Potentiale aulerdem noch der Lorentz-Eichung

1 9¢
VAt 5o =0, (6.7)

so erfiillen auch sie im Bereich aufierhalb der Quellen die Wellengleichung;:

1 92
O¢ = (CQW—A)QB =0, (6.8)
A= 1 & AlA =0 6.9
D = ((j26t2_ ) —_ . (.)

Den in den Gleichungen (6.3), (6.4), (6.8) und (6.9) auftretenden Differentialope-
rator zweiter Ordnung

1 02
= —=— - A 6.10
= c? Ot? ( )
nennt man den Wellenoperator oder auch d’Alembert-Operator.
Alle diese Gleichungen haben ebene Wellenlésungen:

E(t,z) = Egexp(—i(wt—k-x)) , (6.11)
B(t,z) = Bgexp(—i(wt—k-x)) , (6.12)
und
¢(t> "B) - ¢0 exp (7 i<Wt - km)) ) (613)
A(t,x) = Agexp(—i(wt—k-x)) , (6.14)
wobei
w? = 2K (6.15)

Genauer beschreibt diese Losung eine mit der Geschwindigkeit ¢ in Richtung k/k
fortlaufende ebene Welle mit der Wellenliinge A = 27 /k und der Kreisfrequenz
w(k) = ck, wobei k = |k|. Phasen- und Gruppengeschwindigkeit elektromagne-
tischer Wellen im Vakuum sind also, unabhéngig von der Wellenldnge bzw. der
Frequenz, gleich der universellen Geschwindigkeit c:

w(k
von — IEcI) e, v = |Viw(k) = c. (6.16)

Mit anderen Worten: Elektromagnetische Wellen im Vakuum sind dispersionsfres.



6.1 Ebene elektromagnetische Wellen 85

Nicht jede Losung der Wellengleichungen (6.3) und (6.4) allerdings ist auch
Losung der Maxwellschen Gleichungen (6.1) und (6.2). Um ebene Wellenlgsungen
der Maxwellschen Gleichungen anzugeben, setzen wir die Gleichungen (6.11) und
(6.12) in die Gleichungen (6.1) und (6.2) ein und finden die folgenden Bedingungen:

k-Eg =0 , k-By =0, (6.17)

k x E() = I'i(.dBO s k x B() = — %E() . (618)

KC
Gl. (6.17) bedeutet, da elektromagnetische Wellen transversal sind: E und B
schwingen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung k/k. Aulerdem folgt Gl. (6.17) aus

Gl. (6.18), welche es gestattet, By durch Eq oder Eq durch B, auszudriicken,
wobei aus Konsistenzgriinden wieder Gl. (6.15) gelten muf:

E, = —’chkao - —ﬁkx(kxEo) — —ﬁ(k(k-Eo)—szo)
w w? w? ’

By - + L~ kxE, — —ﬁkx(kaO) __c (k(k-Bo) — K°By) .
KW w? w?

Ebene Wellenlssungen der Maxwellschen Gleichungen haben also die Form (6.11)
und (6.12) mit |B| = |E| /kc, wobei das Dispersionsgesetz (6.15) gilt und wobei
k, E und B stets ein rechtshindiges Orthogonalsystem bilden.

Physikalische Losungen der Maxwellschen Gleichungen miissen natiirlich reell
sein. Wegen der reellen Linearitdt der Maxwellschen Gleichungen erhélt man reelle
Losungen einfach als Realteile von komplexen Losungen; insbesondere sind also die
Gleichungen (6.11)—(6.14) dahingehend zu verstehen, daf die physikalischen ebenen
Wellenlésungen durch die Realteile der jeweiligen rechten Seite gegeben sind.

Zur Vereinfachung der weiteren Diskussion legen wir nun k in 3-Richtung. Dann
ist gem&f Gl. (6.18)

1
k = kes , Eo = ae; +bes , By = — (aey — bey) . (6.19)
KC

Wenn a und b bis hochstens auf ein Vorzeichen die gleiche Phase haben, also
a = |alexp (ip) und b= =+ |b|exp (ip), so ist die Welle linear polarisiert, denn es
gilt

Ei(t,x) = o] exp(—i(wt—kas—)) ,
(6.20)
Es(t,z) = =£1b] exp(—i(wt—kxs—p)) ,

und analog fiir B, d.h. elektrischer und magnetischer Feldvektor schwingen jeweils
léings einer Geraden in der 1-2-Ebene, deren Orientierung relativ zur 1-Achse und
zur 2-Achse durch den Winkel 6 = arctan (40| /|a|) bestimmt ist. Im allgemeinen
sind @ und b jedoch komplexe Zahlen mit voneinander unabhéngigen Phasen; wir
schreiben dann a = |a| exp (ia)) und b = |b| exp (i83). In diesem Fall ist die Welle
elliptisch polarisiert, denn es gilt
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b]* (ReE1)? — 2Re(a*b) ReEy ReBy + |al? (ReEy)?
= af? b? { cos?(wt — kxs — o) + cos?(wt — kxs — )
"~ 2cos (0 — ) cos (wt — ks — a) cos (wt — kay — 7)) }
- % la)? (5] {2 + cos (2(wt — kas — a)) + cos (2(wt — kxs — B))
— 2cos?(a — ) — 2cos (a — B) cos (2(wt — kas) — a — f) }
= laf*|b|*sin®(a — B)
= (Im(a’b))* ,
also
b]* (ReE1)? — 2Re(a*b) ReBy ReEy + |af® (ReEy)? = (Im(a*b))® ,  (6.21)

und analog fiir B, d.h. elektrischer und magnetischer Feldvektor laufen auf einer
Ellipse in der 1-2-Ebene um, deren Orientierung relativ zur 1-Achse und zur 2-
Achse durch den Winkel

1 2 b
f# = —arctan <2|a||2 cos (o — ﬂ)) (6.22)
2 la]” — [b]
bestimmt ist und deren grofle Halbachse a~ und kleine Halbachse a~ durch
P 2[af* o sin’(a — 9)
2 3
ol + 17— (1af — ) + 41af 1 o~ )
6.23
. 2 af’ B’ sin(a — 9) 029
az =

: |
o + 7+ (0f — ?) + 41af 1 oo~ )

gegeben sind. Ein besonders wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn |b|=]a| und £ =
a + /2, wenn also b = +ia ist. In diesem Fall ist die Welle zirkular polarisiert,
d.h. elektrischer Feldvektor und magnetischer Feldvektor laufen auf einem Kreis in
der 1-2-Ebene um. (In der Tat zeigt Gl. (6.23), dafl beide Bedingungen zusammen
dquivalent sind zu der Bedingung a~ = a.) Fiir die Richtung der Rotation gilt
dabei die folgende Konvention: Blickt man gegen die Ausbreitungsrichtung k in
die Lichtwelle hinein, so spricht man

bei Rotation von E und B gegen den Uhrzeigersinn von linkszirkularer Pola-
risation, auch von Rechtshindigkeit oder von positiver Helizitdt; dies bedeutet
fir k = kes

Ey = a(el +i€2) , By = —(eg—iel),
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bei Rotation von E und B im Uhrzeigersinn von rechtszirkularer Polarisa-
tion, auch von Linkshdndigkeit oder von negativer Helizitdt; dies bedeutet fiir
k= k63

. a .
Ey = a(el—zeg) , By = Q(eg—kzel).

Die hier benutzten Begriffe der Héndigkeit, auch Chiralitit genannt, und der He-
lizitdt sind besonders in der relativistischen Quantenmechanik gebriuchlich; dort
ist der Helizitatsvektor eines masselosen Teilchens stets entweder parallel zur Flug-
richtung (Helizitéit 4+1) oder antiparallel zur Flugrichtung (Helizitéit —1). Speziell
gilt dies fiir Photonen. Fiir zirkular polarisierte, ebene elektromagnetische Wel-
len (die man sich ja, im Sinne von Vielteilchenzusténden, aus lauter Photonen im
gleichen Einteilchenzustand aufgebaut vorstellen kann) ist die so definierte Orien-
tierung des Helizitdtsvektors mit dem Drehsinn der Feldvektoren E und B, relativ
zur Ausbreitungsrichtung k, durch die Rechte-Hand-Regel verkniipft.

Eine beliebig polarisierte ebene elektromagnetische Welle 148t sich stets durch
lineare Superposition linear polarisierter Wellen (Basis z.B. ej, es) oder auch
durch lineare Superposition zirkular polarisierter Wellen (Basis z.B. (e1+ies)/v/2,
(e; —iey)/v/2) darstellen.

Energiedichte p” und Energiestromdichte 5% (d.h. Poynting-Vektor S) einer
ebenen elektromagnetischen Welle ergeben sich im zeitlichen (oder rdumlichen)
Mittel mit Hilfe der niitzlichen Identitét

) . 1 «

(Re (Ay exp (—iwt)) Re (B, exp (—iwt)) ) = §Re (A5By) (6.24)

zu
€0 2 1 2 €0 . 1 .
() = DU + g (MeBf) = DR (BB + - Re(BiBy) |
.E 1 1 "
= —(ReFE xReB) = Re (E; x B,) ,
67 = ) = g Re (B < By

d.h. mit Gl. (6.15) und (6.18)

E €0 2 1 2
= —|E = — |B 6.25
<P > 5 |Eo| 2#0' ol ( )
.E Eock 2 C k 2
_ 2\E - — 2 \B 6.26
<J > 9 & | Eol 20 k | Bo| ( )

Insbesondere ist 57 proportional zu k und |(57)| = ¢ (p¥), d.h. die Energie stromt
entlang der Ausbreitungsrichtung der Welle, und zwar mit der Geschwindigkeit c.

Zum Abschlufl sei noch auf die Invarianz der Vakuum-Maxwell-Gleichungen
(6.1) und (6.2) unter der Substitution E — kB, B — —E/kc? hingewiesen.
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6.2 Greensche Funktionen des Wellenoperators

Bereits in Kapitel 3 wurde gezeigt, daf}, jedenfalls in der Lorentz-Eichung, die
Bestimmung der Potentiale aus den Quellen auf die Losung der Wellengleichung

of =g (6.27)

hinauslduft. In Analogie zu der Vorgehensweise in der Elektrostatik suchen wir
deshalb wieder Greensche Funktionen G des Wellenoperators, d.h. Losungen der
Differentialgleichung

oGit—tze—a') = dné(t—t)é(x—2'), (6.28)

denn dann erfiillt
1
flhe) = / it 43 Gt —t @ — o) gt o) (6.29)
78

die Wellengleichung (6.27). Insbesondere suchen wir die retardierte Greensche Funk-
tion, d.h. diejenige Greensche Funktion Gyet(t —t', @ —x’), die fiir t <t’ verschwin-
det. Bei Verwendung von Gt in Gl. (6.29) macht sich eine zur Zeit ' einsetzende
Storung g némlich erst zu spéteren Zeiten ¢ >t in der Losung f bemerkbar.

Um Greensche Funktionen G des Wellenoperators O zu konstruieren, gehen wir
zur Fourier-Transformierten iiber und schreiben

ﬁ/d“d?”“ G(w, k) exp (—i{w(t—t) — k- (@ —a)}) ,

Git—tz—2a') =
sowie
(=)o@ =) = o [dwdh e (—ifult—1) — k- (@=-a) .
Damit wird Gl. (6.28) dquivalent zu
A
(k - 02) G(w,k) = 47 . (6.30)

Durch inverse Fourier-Transformation finden wir dann

1 exp(—i{w(it—t) — k- (x—x)})
Git—tho—a) = — [dwd’k -y :

(6.31)

Dieses Integral ist allerdings nicht eindeutig definiert (ebenso wie die Greensche
Funktion G ja auch nur bis auf Losungen der homogenen Wellengleichung bestimmt
ist), denn der Integrand weist Singularititen auf: Bei festem k hat er als Funktion
von w zwei einfache Pole bei =+ ck. Zur eindeutigen Festlegung des Resultats ist
es niitzlich, die reelle w-Achse zur komplexen w-Ebene zu erweitern und sich die
Tatsache zunutze zu machen, dafl der Integrand bei festem k eine meromorphe
Funktion von w ist, so dal man durch Deformation des Integrationsweges fiir die
w-Integration weg von der reellen Achse ein wohldefiniertes Ergebnis

Gl—tho-a) = 15 d3k/cdw eXp(_"{w(Zg_t'L;/C';(w_‘”/)}) (6.32)
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erhélt, das zudem aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes nicht vom detaillierten
Verlauf des deformierten Integrationsweges C' abhéingt, sondern nur von seiner Lage
relativ zu den Polen im topologischen Sinne.

Zur Definition der retardierten Greenschen Funktion integriert man ldngs eines
Weges, der in der komplexen w-Ebene oberhalb beider Pole verlduft (vgl. Abb. 6.1):
Diese Wahl garantiert, dafl Gret(t — t', @ — @’) fiir t <t’ verschwindet.

Abb. 6.1: Integrationswege Cyet, C+ und C_ in der komplexen w-Ebene zur Defi-
nition und Berechnung der retardierten Greenschen Funktion (Pole bei w = + ck)

In der Tat kann man fiir ¢ <t’ den Integrationsweg in der oberen Halbebene schlie-
Ben, indem man Cye durch Chie, U C ersetzt, wobei C ein ins Unendliche zu
schiebender Halbkreis in der oberen Halbebene ist; dies ist ohne Anderung des In-
tegrals moglich, da der Integrand in der oberen w-Halbebene exponentiell abfillt.
Da Ciet U C jedoch keine Singularitéiten des Integranden einschliefit, verschwin-
det nach dem Cauchyschen Integralsatz das ganze Integral. Fiir ¢ > ¢’ dagegen
mufl man den Integrationsweg in der unteren Halbebene schlieflen, indem man Clet
durch Cie U C_ ersetzt, wobei C'_ ein ins Unendliche zu schiebender Halbkreis in
der unteren Halbebene ist; wieder ist dies ohne Anderung des Integrals méoglich, da
der Integrand nun in der unteren w-Halbebene exponentiell abfillt. Da Coy U C_
beide Pole des Integranden einschliet, finden wir mit dem Residuensatz

Gret(t —t,x — ')

2 s N ) ol
S s (o™ EUE MR
473 CrerUC_ (w—ck)(w + ck)

exp (—ike(t — t')) — exp (ike(t — )
k

ic 3 .
= I d°k exp (ik - (x — ')

. [e’e) +1
= —|—£/ dk k? dcosV exp (ik |x — 2’| cos V)
21 Jo -1
exp (—ike(t —t')) — exp (ike(t — 1))

k
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= 27r|a:fa:’\ / dk (exp (ik |z — x'|) — exp (— ik |z — z|))
xp (ikc(t —t")) — exp (— ike(t — t')))

+oo
= 47T|:cc—w’/oo dk (exp (ik |z — x')) — exp (— ik |z — '|))

(exp (ikc(t —t")) — exp (—ike(t — t')))

c
= mé(c(t_tl)_|w_wl|)7
also
1
Gret(t_t/7w_$/) = m&((t—t/) - |CB—£E/|/C>
c
= S(e(t—t) — | —a']) (6.33)

= 2e0(t—t") 6((t—t")? — & —a'|?) .
Es ist bemerkenswert, dal G, auf dem Rand
Vot = {(ct,x) [ ct = |x| > 0} (6.34)
des sog. Vorwdrts-Lichtkegels
VTt = {(ct,x) [ ct > |z| > 0} (6.35)

konzentriert ist: Dies bedeutet, daf§ eine Erregung sich nach allen Seiten genau mit
Lichtgeschwindigkeit ausbreitet.

Diese Feststellung, die manchmal auch als das Huygenssche Prinzip bezeichnet
wird, gilt nur in einer ungeraden Anzahl n > 3 von Raumdimensionen. Nur dann
nédmlich ist in der obigen Rechnung der k-Integrand eine gerade Funktion von k,
so dafl man die k-Integration statt von 0 bis 4+ oo auch von — oo bis + oo fithren
kann und so zu einem J-funktionsartig auf dem Rand des Vorwirts-Lichtkegels
konzentrierten Gyet gelangt. (Fiir n = 1 bricht dieses Argument zusammen, weil
der Integrand bei k=0 zu stark singulér ist.) Fiir eine gerade Anzahl von Raum-
dimensionen dagegen erstreckt sich der Tridger von Gi. auch in das Innere des
Vorwérts-Lichtkegels hinein. Das hat zur Folge, dafl eine in Raum und Zeit 6-
funktionsartig konzentrierte Erregung sich spéter in anderen Punkten als zeitlich
ausgedehntes, abklingendes Signal bemerkbar machen wiirde. Man nennt diese Er-
scheinung Reverberation (,Nachhall“); n = 3 ist also die kleinste Raumdimension
ohne Reverberation.

Mit Hilfe von Gyt erhalten wir sofort die Losung von Gl. (6.27) zu retardierten
Randbedingungen; sie lautet gemés Gl. (6.29)

fret(t, ) :—/dt/d?”

5(@—15) — |z —a'| /o) g(t',2)
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d.h.

1 g(t— |w_wl|/cawl) 1 g(tretawl)
fret(tvw) = E/digxl ‘mim,| = E d3$/ W . (636)

Wir erkennen eine grofie formale Ahnlichkeit zur Losung der Poisson-Gleichung;
nur hat man zur Berechnung der Losung f zur Zeit ¢t die Quelle g nicht zur Zeit t,
sondern zur retardierten Zeit

et = t—|z—2'|/c (6.37)

zu nehmen, wodurch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von Signalen be-
riicksichtigt wird; in der Tat ist ja

t—ter = |z—2a'|/c

gerade die Laufzeit eines Signals von «’ nach x.

6.3 Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Zu vorgegebenen Quellen p und j in der Lorentz-Eichung lauten die retardierten
Potentiale, als Losungen der inhomogenen Wellengleichungen (3.54), (3.55),

_ ! 3,0 P~ |z —2'|/c,2)
¢(ta :13) - 471'60 /d T |iL’ _ (L'I‘ ’ (638)
rpo [ o5, 3t~ |2 —2'|/c,2)
A = — . .
(t,x) g /d x Py (6.39)

Fiir den wichtigen Spezialfall periodischer Zeitabhéngigkeit
p(t,x) = exp(—iwt) p(x), (6.40)

jtx) = exp(—iwt) j(z), (6.41)

auf den sich durch Fourier-Zerlegung jede andere Zeitabhingigkeit zuriickfithren
148t, reduziert sich dies auf

o(t, ) = 4W€0/d3x' exp(iw(tma:’|/c))£(_w;)c/|, (6.42)
A(t,z) = %/d%ﬂ exp (—iw(t — |z — '] /c)) |;;;7(—$;)3’| (6.43)

Ladungserhaltung bedeutet in diesem Falle

iwp = V-j. (6.44)
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Um Abstrahlung zu studieren, wéhlen wir wieder einen Referenzpunkt xy —
vorzugsweise das ,,Zentrum® der Ladungs- und Stromverteilung — und schreiben

r=x—xy , T =1|r , T =71/T,

v =a -z , 7= ||, ry =71/

Dann ist das System durch drei Lédngenparameter charakterisiert:
d: Durchmesser der um x( gelegenen Ladungs- und Stromverteilung,
r: Abstand des Beobachters von der Verteilung,
A: Wellenlénge der Strahlung: A = 27/k = 27c/w.

Den Bereich r>>d bezeichnet man als die Fernzone oder Strahlungszone.
Die retardierten Potentiale hdngen auf zwei Weisen von x ab, die durch unter-
schiedliches Abfallverhalten fiir |x| — co gekennzeichnet sind:

1. Direkt iiber 1/|x — «’|: Differentiation nach x liefert Beitrige zu den Feld-
stirken, die fiir » — oo mindestens wie 1/r% abfallen.

2. Indirekt iiber die Retardierung (diese zusétzliche Abhingigkeit ist nur fiir
r< A und d< A vernachldssighar): Differentiation nach x liefert Beitriige zu
den Feldstérken, die fiir 7 — oo mindestens wie 1/r abfallen.

Zur Beschreibung der Verhéltnisse in der Strahlungszone, also in grofler Entfer-
nung von den Quellen, erweist es sich als zweckméBig, ein Vektorfeld q einzufiihren,
dessen Divergenz bzw. partielle Zeitableitung dem rdumlichen Mittelwert der La-
dungsverteilung bzw. der Stromverteilung zu retardierter Zeit entspricht, das also
die beiden Bedingungen

(V-ate) = — o [d e fo - | o) (6.46)

und 5
i / 430t — |z — | Je,a) (6.47)

erfiillt; insbesondere ist die x-Abhéingigkeit von g ausschliefllich iiber die Retar-
dierung gegeben.

t =
(t, ) 47eg

Diese Bedingungen sind miteinander konsistent in dem Sinne, dafl es
tatséichlich ein Vektorfeld g gibt, dessen Divergenz durch Gl. (6.46) und des-
sen partielle Zeitableitung durch Gl. (6.47) gegeben ist; dieses Vektorfeld ist
zudem bis auf Addition der Rotation eines beliebigen zeitunabhingigen Vek-
torfeldes eindeutig bestimmt. Fiir die Existenz von g ist es offenbar notwendig
und gemé&fl dem Satz von Frobenius auch hinreichend, dafl die partielle Zeita-
bleitung des Ausdrucks in Gl. (6.46), d.h. der Ausdruck

dreq

(% (v ‘1)> te) = - & /dgﬂf’ %(tm,m’), (6.48-a)
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mit der Divergenz des Ausdrucks in Gl. (6.47) iibereinstimmt, die in zweierlei
Weise geschrieben werden kann: Zum einen liefert direkte Differentiation mit
Hilfe der Kettenregel

aq = 1 3./ @ N z—x
(V E) (tz) = /d 2’ 5 (trer, @) T (6.48-b)

" dmeoc e —x

Zum anderen kann man von der Moglichkeit Gebrauch machen, unter dem
Integralzeichen die Divergenz beziiglich x in eine Divergenz beziiglich ' um-
zuformen, wodurch sich zwei Terme ergeben: Der eine 148t sich in ein Ober-
flichenintegral verwandeln und verschwindet wegen der geforderten Abfalls-
eigenschaften von j, der andere dagegen liefert

(V-%)(t,w) S /d%’ (V- )bt ) - (6.48-c)

47eq

Bei Verwendung dieser zweiten Form fiir die Divergenz von Gl. (6.47) wird
die behauptete Ubereinstimmung eine offensichtliche Konsequenz des Erhal-
tungssatzes fiir die Ladung.

Damit (und mit Gl. (3.27)) findet man in fithrender Ordnung in 1/r fiir die Poten-
tiale

bultw) = — = (Voa)t.2) (6.49)
Asi(t ) = % % %(t,w) , (6.50)
sowie fiir die Felder
Esi(t,z) = 012% (%(t,m) X 7'0) X 10 (6.51)
B (t,x) = % % (%(t,m) x 7'0) , (6.52)

und schliellich fiir den Poynting-Vektor geméf Gl. (3.60) durch Bildung des Kreuz-
produktes von Gl. (6.51) und Gl. (6.52) bzw. genauer durch Bildung des Kreuz-
produktes der entsprechenden Realteile!

€0 1 82[] 2
Ssit.@) = 5 (Re Ll (ta) x 7o) 7o . (6.53)
Elektrischer und magnetischer Feldvektor stehen also aufeinander und auf dem
Vektor (¢ senkrecht, wihrend der Poynting-Vektor in Richtung von 7y nach aufen
zeigt und fiir r — oo wie 1/r? abfiillt, so dafl insgesamt Energie ins Unendliche
abgestrahlt wird.

'In den Gleichungen (6.49)—(6.52) ist die Vorschrift zur Bildung des Realteiles nur implizit
enthalten, da die Potentiale und Felder linear von g abhingen. In Gl. (6.53) dagegen ist sie
der Deutlichkeit halber mit angegeben, da der Poynting-Vektor quadratisch von den Feldern und
damit von g abhéngt: Das korrekte Ergebnis erhélt man nur, wenn man das Produkt der Realteile
bildet und nicht etwa den Realteil des Produktes.
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Zum Beweis der Gleichungen (6.49)—(6.52) ist zu beachten, da8 die fithrenden
Terme bei grofien Abstdnden r>>d alle wie 1/r abfallen, und zwar nicht nur
bei den Potentialen, sondern — im Gegensatz zu der Situation in der Elektro-
statik oder Magnetostatik — auch bei den Feldstéirken. Zur Berechnung der
Potentiale in fithrender Ordnung mufl man daher in den Gleichungen (6.38)
und (6.39) einfach nur 1/|x — z’| durch 1/r ersetzen. Zur Berechnung der
Feldstérken in fithrender Ordnung dagegen kombiniert man zunéchst die Glei-
chungen (3.42) und (3.40) mit den Gleichungen (6.38) und (6.39) und diffe-
renziert, mit Hilfe der Kettenregel, unter dem Integralzeichen jeweils nur den
Retardierungsterm, da Differentiation des anderen Faktors 1/|x — x| stets
zu Termen fiihrt, die mindestens wie 1/r? abfallen; anschlieBend kann man
wieder 1/ |z — '| einfach durch 1/r ersetzen. Bei der Berechnung des elektri-
schen Feldes mufl man dann in einem der beiden so entstehenden Summanden
den Ausdruck auf der rechten Seite von Gl. (6.48-a) durch den Ausdruck auf
der rechten Seite von Gl. (6.48-b) und danach erneut 1/ |z — '| durch 1/r
ersetzen.

Im Fall periodischer Zeitabhéngigkeit kann man q direkt angeben:

7

q(t,x) = /d?’x’ j(@') exp(—iw(t — |z — 2’| Jc)) . (6.54)

dmeqw

Hier bietet es sich an, den Ausdruck

2r -/ r’2
/ _ / _ 2
sla—aljc = Klr—r| = kyfir—r)? = kryf1 = 2T

im Exponenten nach Potenzen von 7’ /r zu entwickeln. Die dabei auftretenden Ter-
me sind von der Gréflenordnung

rooor(d r(d)’ r(d\"
A ox\r) 7 o x\r) 7 A \r)

Wegen r>>d sind alle Terme zweiter und héherer Ordnung vernachlassigbar, und
man erhilt anstelle von Gl. (6.54)

1

q(t,z) = exp (—iw(t —r/c)) /dSI’j(m’) exp (—ikrg-r") . (6.55)

dmegw

In vielen Fillen von praktischer Bedeutung (z.B. fiir strahlende Atome) ist
die Wellenldnge der Strahlung grofl gegeniiber der Ausdehnung der strahlenden
Ladungs- und Stromverteilung: Es gilt also d < A, d.h. kd < 1. In diesem Fall
lassen sich im zur Fernzone komplementéren Bereich zwei Gebiete unterscheiden:

a) Die Nahzone: d < r < A.

Die Retardierung ist vernachléssigbar, und Entwicklung von 1/ |r — r/|, wie
z.B. in den Gleichungen (6.42) und (6.43), nach Potenzen von d/r fithrt zu
derselben Multipolentwicklung wie im statischen Fall.

b) Die Zwischenzone: d < r ~ .
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Andererseits ergibt sich in der Fernzone selbst wegen d < A < r eine weitere Verein-
fachung: In dem Ausdruck (6.55) fiir q(¢, ) ist ndmlich krg- 7’ von der Ordnung
d/ ), also klein, so daf man die Exponentialfunktion entwickeln darf. Dies fiihrt auf

/dgx’ j(x') exp (—ikro-7")
- /d?’x’ﬂw') - ik/dgw’j<sc'> (ro-7') + ...

= [ @ jta)

_ %/d%’ {d(@) (ro-r') = (G(z') 7o) r'}
_ % d*s {j(@') (ro-7') + (§(&') 7o) 7'}

+ ...

Die so entstehenden Ausdriicke lassen sich mit #hnlichen Methoden umformen, wie
sie schon in der Magnetostatik benutzt wurden, ndmlich mit Hilfe der Identitédten

wrip(@) = riVpj,(x) = Y, (rij,(@)) - ji(x')
iwrirgp(a’) = rir, Vyj,(a)
=V, (rirkip(®)) — i gi(@) — rig(a’)
die sich aus Gl. (6.44) ergeben: Die dabei entstehenden Oberflichenintegrale ver-

schwinden wieder wegen der geforderten Abfallseigenschaften von p und j, und man
erhélt
1 0q

1 1
q(t7w) = {p(tret) + Em(tret) Xrg + —

e o S (te) To + } . (6.56)

mit dem elektrischen Dipolterm

plt) = [d% plta) o (6.57)
dem magnetischen Dipolterm
m(t) = — g/de’ i) x v, (6.58)

und dem elektrischen Quadrupolterm
qi;(t) = /d3x’ p(t,x") (3riry — r'?8;) . (6.59)

wobei der letzte Term in Gl. (6.56) so zu verstehen ist, dal dq/0t auf ro im Sinne
der Anwendung einer Matrix auf einen Spaltenvektor operiert; aulerdem ist

tet = t—1/C. (6.60)
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Der elektrische Dipolterm liefert den fithrenden Beitrag, wohingegen magnetischer
Dipolterm und elektrischer Quadrupolterm im Vergleich dazu um einen Faktor der
Groflenordnung d/\ unterdriickt sind. Bei der Bestimmung des elektrischen Qua-
drupoltermes haben wir genaugenommen einen Term in Richtung rg hinzugefiigt,
was aber unschédlich ist, da dieser zu den Strahlungsfeldern Es; und Bg; nicht
beitrégt.

Bei der Herleitung der Gleichungen (6.56)—(6.60) sind wir von der Annahme
periodischer Zeitabhéngigkeit fiir die Quellen ausgegangen, haben die Gleichungen
selbst aber in einer Form geschrieben, die iiber diesen Fall hinaus Giiltigkeit be-
sitzt. Durch Fourier-Zerlegung nach der Kreisfrequenz w kann man namlich den
allgemeinen Fall auf den periodischen Fall reduzieren — vorausgesetzt, dafl die zu
den in dieser Fourier-Zerlegung vorkommenden Kreisfrequenzen w gehérenden Wel-
lenlingen A = 2w¢/w nicht zu grof sind (A< r) und auch nicht zu klein (A>>d).

Wir betrachten nun fiir d<< A< r die Strahlung in der elektrischen Dipolnéhe-
rung, fiir welche also

q(t,xz) = (tret) (6.61)

4
47eg
gilt. Feldstédrken und Poynting-Vektor sind dann gegeben durch

1 1/,0%
ESt(t,(E) = W ; (W(tret) X T'O) X Tro , (662)
1 1/,0%
BSt(t7m) = m ; <W(tret) X ’ro) ; (663)
1 1 0*p 2
SSt(t,:lf) = W ﬁ (Re ﬁ(trct) X 7'0) To - (664)

Zwei Falle sind von besonderem Interesse:

a) Der Hertzsche Dipol: Er beschreibt die Abstrahlung einer periodisch schwin-
genden Ladungsverteilung in Dipolndherung;:

p(t) = py exp(—iwt) . (6.65)
Der zeitliche Mittelwert des Poynting-Vektors ist geméfl Gl. (6.24)

4

32m2¢eqc3r2

4 2
2 w® |po| .
[pg X ro|" 1o = S2r2eor? sin? 9 rg | (6.66)

(Sst)

wobei ¥ den Winkel zwischen p, und r¢ bezeichnet.
Die mittlere Strahlungsleistung berechnet sich dann zu

= a2 Y Y A
Wi = . d dcos®) sin®
St 39m2en D /0 © » cos ¥ sin ,
d.h. o
We = <Pl (6.67)
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Zu beachten sind die w*-Abhingigkeit von der Frequenz und die sin?9-
Abhéngigkeit der Intensitét von der Strahlungsrichtung relativ zur Orien-
tierung des Dipols.

b) Die (langsam) bewegte Punktladung: Eine mit einer Geschwindigkeit v be-
wegte und einer Beschleunigung a ausgesetzte Punktladung ¢ gibt elektro-
magnetische Strahlung ab; deren typische Kreisfrequenz sei w. Ist v < ¢, so
legt die Punktladung withrend einer typischen Periode T = 27 /w nur eine
Strecke d << A zuriick, so daf} in der Fernzone die Dipoln&herung anwendbar

ist, mit
Op 0’p
I R . 6.68
p = gqr 5 = 1Y 52 = 19 (6.68)

Der Poynting-Vektor ist

2 2 2

q 2 g?a(tet)” . o
SSt(t,:L‘) = W (Cl(tret) X ’I"O) To = W Sin 197"0, (669)

wobei ¥ den Winkel zwischen a und 7y bezeichnet.
Die Strahlungsleistung berechnet sich dann zu

2 2 2 +1
¢~ a(tret) .
Wsi(t) = W/o dgo/_l dcos® sin® ¥ |

d.h. ) )
q a(trct)
We(t) = ————— . 6.70
su(t) 6megc? ( )
Dies ist die sog. Larmorsche Formel, derzufolge die Abstrahlung von der
Beschleunigung, nicht aber von der Geschwindigkeit abhéngt. Das war zu
erwarten, da eine geradlinig gleichformig bewegte Ladung nicht strahlen darf.
Man beachte ferner wieder die sin®9-Abhiingigkeit der Intensitiit von der
Strahlungsrichtung relativ zur Beschleunigung.

Fiir magnetische Dipolstrahlung ergibt sich ganz analog:

’m

Ko 1
Esi(t.@) = — 7o~ (W(tret) x ro) : (6.71)
1 /0°m
Bsi(t,z) = 4*;22 = (W(tm) x ro) X 10 (6.72)
o 1 82m 2
SSt(t,ZB) = 167263 T'72 ( ew(tret) X TO) To . (673)

Der Poynting-Vektor und die Abstrahlungscharakteristik sind wie beim elektrischen
Dipol, anders sind lediglich die Polarisationsverhéltnisse der Strahlung.

Die entsprechenden Formeln fiir elektrische Quadrupolstrahlung schliellich
ergeben sich aus den Gleichungen (6.62)—(6.64) durch die Substitution p —
(0q/0t) rq . Insbesondere erhilt man bei periodischer Zeitabhingigkeit fiir den
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Poynting-Vektor sowie fiir die Strahlungsleistung einen Faktor w® — statt wie zuvor
einen Faktor w?.

Zur allgemeinen Multipolentwicklung von Strahlungsfeldern verweisen wir auf
[Jackson, Kap. 16].

Als weitere Anwendung der elektrischen Dipolstrahlung behandeln wir die
Streuung elektromagnetischer Wellen an kleinen Objekten der Ausdehnung d <.
Dies ist beispielsweise fiir die Streuung von Sonnenlicht an den Molekiilen der Erd-
atmosphére der Fall. Wir betrachten also eine auf das Objekt fallende ebene Welle

E(t,z) = Epexp(—i(wt —k-x)) €, (6.74)

wobei Ey >0 und e ein zu k orthogonaler, (moglicherweise) komplexer Einheits-
vektor sei. Unter dem Einflul der Welle erfihrt das Objekt eine zeitlich periodische
Polarisation, die zur Emission einer Streuwelle fithrt. Fiir d << A ist nur die elektri-
sche Dipolpolarisation

p(t,x) = 4meg x(w) Ep exp (—i(wt —k-x)) € (6.75)

am Ort xy des Objektes mafigebend; der Faktor x(w) in Gl (6.75) heifit dielek-
trische Suszeptibilitit und hat die Dimension eines Volumens. Die von der Quelle
ausgehende Streuwelle ist durch die Gleichungen (6.62)—(6.64) gegeben; dabei steht
der Index ,,St* jetzt fiir ,,Streuwelle“. Insbesondere sehen wir, dafl eine linear po-
larisierte einlaufende Welle auch eine linear polarisierte Streuwelle erzeugt, denn
mit € ist auch e; = —(e X 79) X ro reell, und schwingt E in Richtung von &, so
schwingt Es; in Richtung von € .

Unser Hauptinteresse gilt der Bestimmung des differentiellen Wirkungsquer-
schnitts do/dQ) fiir die Streuung einer einlaufenden Welle mit Einlaufrichtung n
und Polarisation € in einen Raumwinkel dQ2 um die Richtung n’ und mit Pola-
risation €’. Zu diesem Zweck benotigen wir den Poynting-Vektor S’, der aus den
Komponenten E’ bzw. B’ des elektrischen bzw. magnetischen Feldes der Streuwelle
entlang &’ bzw. entlang n’ x €’ gebildet wird. Gem#f den Gleichungen (6.62),(6.63)
ist

1 1.0
E/ — E L — 7( ret X /*) 676
set€ dwegc? v\ Ot? <) (6.76)
1 1.0
B/ — B . / 1% - _ - < ret . /*) 677
st (n' xe™) dmregrcd v\ Ot? =) (6.77)
und mit 1
S = — ReFE' ReB'n/
KHo
folgt
1 1 0*p 2
S = 5 (Re(Tst &™) n/. 6.78
1672¢egc3 12 e( ot? € ) " ( )

Als zeitlicher Mittelwert des Poynting-Vektors ergibt sich mit Hilfe der Gleichungen
(6.24) und (6.75)

4 2 2
€0 w!x(w)["E .2
<S/> = @ 7‘720 |€ 'El | n/ . (679)
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Den gewiinschten Wirkungsquerschnitt erhalten wir nun als den Quotienten aus
der im zeitlichen Mittel ausstrémenden zu der im zeitlichen Mittel einstrémenden
Energie, und dieses Verhiltnis kénnen wir unmittelbar aus der Kombination von
Gl. (6.26) und GI. (6.79) ablesen:

2
dg(w noen e) — w [x(w)]

|2
dQ ct

le-e™ (6.80)
Die Intensitit der einlaufenden Welle hebt sich dabei heraus.

Zur Diskussion der Polarisationsverhéltnisse ist es zweckméfig, sich auf linear
polarisierte Strahlung zu beschrénken (da sich der allgemeine Fall ja durch lineare
Superposition ergibt); die Polarisationsvektoren € der urspriinglichen Welle und &’
der Streuwelle werden also als reell angenommen und auf die Streuebene bezogen,
die durch n und n’ aufgespannt wird. Dann definiert cos§ = n-n’ den Streuwinkel
f, mit 0< A<, und wir zerlegen die Polarisationsvektoren € und €’ beziiglich der
aus den drei Vektoren

n' —cosfn nxn'
oo BRI R - 6.81
n sin 0 L sin 0 ( )

und n bestehenden, positiv orientieren Orthonormalbasis, indem wir
e = cospn’ +sinpn, (6.82)

schreiben (vgl. Abb. 6.2). Steht €’ parallel zur Streuebene, so gilt

g = +£(cosfn” — sinfn) und  e-€’ = = cosf cosp .

Steht €’ dagegen senkrecht zur Streuebene, so findet man

e = £ ng und e-€ = L sing.

Fiir unpolarisierte einlaufende Strahlung ergibt sich daraus durch Mittelung iiber €,
d.h. iiber ¢, der Wirkungsquerschnitt fiir Streustrahlung mit Polarisation parallel
bzw. senkrecht zur Streuebene:

doy — w'x(w)® doy  wlix()
0 Z 1AV I bzw. _— = 6.83
a0 28 ® “w a0 2t (6.83)
und zusammen ) )
do w'[x(w)] 2
Der Polarisationsgrad der Streustrahlung ist
doy —doj sin® 6
P = = 6.85
dO’L+dO'|| 14 cos26’ ( )

also gleich 1 (total polarisierte Streuwelle) fiir 6 =7/2 (Streuung senkrecht zur Ur-
sprungswelle) und gleich 0 (total unpolarisierte Streuwelle) fiir 6=0 oder ==
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Abb. 6.2: Zur Berechnung des Wirkungsquerschnitts fiir die Streuung einer po-
larisierten ebenen elektromagnetischen Welle an einem kleinen Hindernis: Naheres
siehe Text

(Vorwiirtsstreuung oder Riickwirtsstreuung). Den totalen Wirkungsquerschnitt
schliefflich gewinnt man durch Integration iiber den Raumwinkel:

8mw? [x(w)[®
Crot = — g (6.86)

Als Spezialfille erwdhnen wir:

a) Fiir eine leitende Kugel vom Radius R (gedacht als primitives Modell fiir ein
Molekiil) ist die dielektrische Suszeptibilitiit x(w)=R?. Also gilt

8rw*RS
3¢t

Die Ausdriicke (6.85) und (6.87) erkldren Polarisation und Farbe des an
der Erdatmosphire gestreuten Sonnenlichtes: Maximale Polarisation ergibt
sich in Blickrichtung senkrecht zur Sonne. Die blaue Farbe des Himmels er-
klirt sich daraus, daB wegen der w*-Abhéngigkeit des totalen Wirkungsquer-
schnitts kurzwelliges Licht stédrker gestreut wird als langwelliges.

(6.87)

Otot —

b) Fiir ein sich unter dem EinfluB der einfallenden Welle harmonisch um die
Ruhelage xy bewegendes Elektron liefert dessen Bewegungsgleichung, zusam-
men mit den Gleichungen (6.74) und (6.75),

e d’x

o x(w) By exp (—ilwt — kag)) € = plt) = ealt) = — — =7

(t)

= - Ep exp (—i(wt — k-xp)) €




6.3 Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

und damit fiir die dielektrische Suszeptibilitét

() 1 €2
w _ - v
X dmeg mw? ’
also
1 2 2
Ttot = 6el (m02> ’
oder
8mrd
Otot = 3
Die in dieser Gleichung auftretende Linge
1 e?
rg = —— ——
0 4meg mc?

101

(6.88)

(6.89)

heiflt Thomson-Radius oder klassischer Elektronenradius; ro ist gerade die
Lange, die man unter der Annahme findet, daf} die elektrostatische Energie

e?/r gleich der Ruheenergie mc? ist.
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7 Spezielle Relativitidtstheorie

7.1 Das Relativitiatsprinzip

Am Anfang der speziellen Relativititstheorie standen die Schwierigkeiten, das von
der Maxwellschen Theorie vorhergesagte und experimentell bestétigte Verhalten
elektromagnetischer Wellen mit den von der Newtonschen Mechanik gepriagten Vor-
stellungen iiber Raum und Zeit in Einklang zu bringen. Die Einsteinsche Analyse
dieser Situation hat zu einer tiefgreifenden Revision des physikalischen Raum-Zeit-
Begriffes gefiihrt und, in der Folge, zur Formulierung einer relativistischen Mecha-
nik, durch welche sich das Problem der Konsistenz von Mechanik und Elektro-
dynamik in eleganter Form losen 1aft. Ausgangspunkt dieser Analyse, und damit
der ganzen speziellen Relativitéitstheorie, ist die Ersetzung des in der Newton-
schen Mechanik implizit enthaltenen Newtonschen Relativitdtsprinzips durch das
Einsteinsche Relativitidtsprinzip, die durch die Elektrodynamik nahegelegt wurde,
insbesondere durch den negativen Ausgang aller Versuche zur Feststellung von Be-
wegung relativ zum (hypothetischen) Ather (Michelson-Morley-Experiment).

Zwischen dem Newtonschen und dem Einsteinschen Relativitédtsprinzip gibt es
neben den Unterschieden auch eine Reihe von Gemeinsamkeiten. Wir wollen hier
mit der Diskussion der gemeinsamen Aspekte beginnen.

Ein Beobachter in einem gegebenen Bewegungszustand definiert ein Bezugssy-
stem B. Der Beobachter fiihrt Koordinaten ein, d.h. ein System von in Bezug auf
B ruhenden Maf]stiben und geeignet synchronisierten Uhren, so dafl die raum-
zeitliche Position eines Massenpunktes durch vier Koordinaten gegeben ist. Die
Koordinaten sind im Prinzip willkiirlich, solange sie zur Identifizierung der raum-
zeitlichen Positionen geeignet sind; ihre Wahl erfolgt nach dem Gesichtspunkt der
ZweckméBigkeit.

Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem, in welchem sich — bei Einfithrung ge-
eigneter Koordinaten, die auch als natiirliche Koordinaten bezeichnet werden —
jeder kréftefreie Massenpunkt geradlinig-gleichférmig bewegt. Die Existenz von
Inertialsystemen ist keineswegs selbstverstédndlich: Durch geeignete Koordinaten-
wahl lassen sich ndmlich zwar einzelne Bahnkurven stets linearisieren; dafl aber
in einem einzigen Koordinatensystem alle kriftefreien Bewegungen geradlinig-
gleichformig sein konnen, ist eine tiefliegende Erfahrungstatsache. Es zeigt sich,
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dal ein Bezugssystem B, welches relativ zum Fixsternhimmel ruht, in sehr gu-
ter Ndherung zu einem Inertialsystem wird, wenn man in ihm Ortskoordinaten
durch ein in B ruhendes, orientiertes orthonormales Dreibein und eine Zeitkoordi-
nate durch geeignet synchronisierte ,normale* Uhren festlegt; wir wollen uns die
natiirlichen Koordinaten in einem solchen Inertialsystem stets auf diese Weise ein-
gefiihrt denken. (Auf die Frage der Synchronisationsvorschrift kommen wir spéter
noch zu sprechen.)

Die dem Newtonschen und dem Einsteinschen Relativitdtsprinzip gemeinsamen
Aussagen iiber die Struktur von Raum und Zeit lassen sich nun wie folgt zusam-
menfassen:

(R1) Raum und Zeit sind homogen und isotrop.

(R2) Alle relativ zu einem Inertialsystem geradlinig-gleichformig bewegten Bezugs-
systeme sind ebenfalls Inertialsysteme und sind untereinander physikalisch
gleichwertig; es gibt also kein physikalisch bevorzugtes Inertialsystem.

Hinzu kommt eine dritte Bedingung, in der sich die beiden Prinzipien unterschei-
den, und die wir weiter unten diskutieren werden.

Zu den Forderungen (R1) und (R2) ist folgendes zu bemerken:

Die Aussage (R1) wird mathematisch darin gefaft, daf der Raum die Struktur
eines Euklidischen dreidimensionalen affinen Raums E® und die Zeit die Struktur
eines eindimensionalen affinen Raums hat; beide lassen sich zur Raum-Zeit zusam-
menfassen, die also die Struktur eines rdumlich Euklidischen, vierdimensionalen
affinen Raums E* besitzt. Der oben erwihnten Einfiihrung natiirlicher Koordina-
ten in einem Inertialsystem entspricht dann die Wahl eines rdumlich Euklidischen,
affinen Koordinatensystems, bestehend aus einem rdumlichen Ursprung, einem
orientierten orthonormalen Dreibein, einem Zeitnullpunkt und einem Zeitmafistab.

Die unter (R2) geforderte physikalische Gleichwertigkeit von Inertialsystemen
bedeutet, dafl alle physikalischen Vorgénge in allen Inertialsystemen denselben Na-
turgesetzen gehorchen. Dabei muf allerdings sichergestellt sein, dafl jeder Beobach-
ter die natiirlichen Koordinaten in seinem Inertialsystem mit denselben Mitteln,
z.B. mit denselben Uhren, Maf]stiben und Winkelmessern, und ohne Bezugnahme
auf ein anderes Inertialsystem als das eigene bestimmt. Man sagt, das Verfahren
zur Festlegung der natiirlichen Koordinaten in Inertialsystemen muf universell und
intrinsisch, oder auch systemimmanent, sein.

Wir betrachten nun ein einzelnes, aber beliebiges Freignis, das an einem Punkt
in der Raum-Zeit lokalisiert ist. Dieses 1af3t sich im Inertialsystem I durch natiirli-
che Koordinaten (t, ) € R* und im Inertialsystem I’ durch natiirliche Koordinaten
(¢, 2') e R* beschreiben, und diese Koordinaten miissen sich umkehrbar eindeutig
ineinander umrechnen lassen. Es muf3 also eine umkehrbar eindeutige Abbildung
Tpp:RY* — R* derart geben, daf fiir die Koordinaten eines jeden Ereignisses

Tri(t,z) = (¢',2') (7.1)
ist. Offenbar gilt fiir Komposition und Inversion dieser Abbildungen

TI”I/ OTI’I = TI”I und TI_/Il = T]]/ . (72)
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Wegen (R2) kann die Transformation 77 ; nur von RelativegroBen zwischen I und
I’ abhéngen, nicht dagegen z.B. vom Bewegungszustand der einzelnen Systeme [
und I’ (relativ zu einem dritten System I”). Genauer folgt aus (R2): Zu beliebigen
Inertialsystemen I, I’ und J gibt es genau ein Inertialsystem J’ mit

Tpr = Ty .

Daraus folgt, dal die Gesamtheit aller Transformationen zwischen Inertialsystemen
eine Gruppe bildet, die wir hier (vorldufig) mit I" bezeichnen wollen. Fiir Tppe I’
und T’y y € I' konnen wir namlich 1y, ; = Ty schreiben und erhalten

TJ/JOT[/[ = TI”I' OTI'I = T]//I e F

Aus (R1) ergeben sich weitere Einschriankungen an die Koordinatentransformatio-
nen in I': Zunéchst miissen alle Transformationen in I" affin, d.h. (inhomogen) line-
ar sein, da sie — ohne Auszeichnung irgendwelcher Punkte — geradlinig-gleichformige
Bewegungen in geradlinig-gleichformige Bewegungen iiberfithren. Die allgemeinste
derartige Transformation ist von der Gestalt

/

' = Az + vt + x¢ , (7.3)
t = yt+wx + to, (7.4)

wobei A eine lineare Transformation im R3, v, w,xo Vektoren im R3 und 7,
Skalare in R sind; der Vektor —A~!v ist als Relativgeschwindigkeit zwischen den
beteiligten Inertialsystemen I und I’ zu deuten. Auflerdem mufl I" die Gruppe
der Drehungen im dreidimensionalen Raum als Untergruppe enthalten, d.h. alle
Transformationen der oben angegebenen Form mit A€ SO(3) und v =0, w =0,
a:O:O,'y:l,tO:O.

Implizit in der Newtonschen Mechanik enthalten ist, wie schon erwihnt, das
Newtonsche Relativititsprinzip, das die Bedingungen (R1) und (R2) durch das
Postulat des absoluten Raumes und der absoluten Zeit ergénzt:

(RN) Raum und Zeit sind absolut, d.h. rdumliche Absténde und zeitliche Diffe-
renzen sind unabhéngig vom Bezugssystem.

Diese Forderung fithrt unmittelbar zur Galilei-Invarianz der Newtonschen Mecha-
nik, denn sie erzwingt A€ SO(3) in Gl. (7.3) sowie vy =1 und w = 0 in Gl (7.4).
Die allgemeinste Galilei- Transformation ist also von der Gestalt

!

' = Rx + vt + =z, (7.5)
t=1t+to, (7.6)

mit Re SO(3), v,zpeR? und tyeR.

Zur Konkretisierung betrachten wir die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir
ein System von Massenpunkten unter dem Einfluf} innerer Paarkrifte, die entlang
der Verbindungslinie zwischen den beteiligten Teilchen gerichtet sind und nur von
deren Abstand abhingen; dies umfafit eine Vielzahl von physikalisch wichtigen Bei-
spielen. In diesem Fall — und bei Abwesenheit duflerer Krifte — lassen sich sdmtliche
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Kréfte aus einem gemeinsamen Potential V =V (|x1 — x2|,...,|x; —x;|,...) ab-
leiten, und die Newtonschen Bewegungsgleichungen lauten

dQCL'i
dt?

my - Viv. (7.7)
Man rechnet sofort nach, daf§ die Gleichungen (7.7) invariant sind unter Galilei-
Transformationen

iI}i’—>RCBi+’Ut+IBO s t'—>t+t0. (78)

Selbstverstandlich beziehen sich die Gleichungen (7.7) auf natiirliche Koordinaten
eines Inertialsystems, und so ist ihre Invarianz unter den Galilei-Transformationen
(7.8) gerade der formale Ausdruck des Relativitdtsprinzips der Newtonschen Me-
chanik. Die Vorstellung von einer absoluten Zeit und von instantan sich ausbrei-
tenden Wechselwirkungen kommt hier bereits durch die Einfithrung eines nur von
den relativen Lagen der Teilchen abhingigen Potentials zum Ausdruck.

Die Vakuum-Elektrodynamik gehorcht dem Relativitédtsprinzip der Newton-
schen Mechanik nicht, d.h. sie ist nicht Galilei-invariant. Die Maxwellschen Glei-
chungen enthalten nédmlich eine universelle Geschwindigkeit ¢ und implizieren, daf§
sich Licht isotrop mit dieser Geschwindigkeit ausbreitet.

Die Atherhypothese deutete diesen Sachverhalt so, daff die Maxwellschen Glei-
chungen nur in einem ausgezeichneten Inertialsystem, dem Athersystem, richtig
seien: Das Licht breite sich in einem Medium, dem Ather, aus — so wie der Schall im
Medium Luft, und das Athersystem sei das Inertialsystem, in dem der Ather ruht.
Diese Vorstellung schien zunéchst durch die Phédnomene des Doppler-Effektes und
der Aberration von Licht bestatigt. Alle Versuche, wie z.B. das Michelson-Morley-
Experiment, die Bewegung von Lichtquellen relativ zum Ather — und damit den
Ather selbst — nachzuweisen, sind jedoch fehlgeschlagen.

Statt diese Fehlschlige durch Zusatzhypothesen iiber die Eigenschaften des
Athers zu erkliren, zog Einstein aus ihnen den Schlu, daf das Relativitéitsprinzip
selbst zu modifizieren sei. Von diesem Standpunkt aus ergibt sich fast zwangslaufig
das Finsteinsche Relativititsprinzip, das die Bedingungen (R1) und (R2) durch das
Postulat von der Konstanz und Universalitit der Lichtgeschwindigkeit ergénzt:

(RE) Die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ ist endlich und universell: Bezogen auf
ein beliebiges Inertialsystem ist die Ausbreitung des Lichtes im Vakuum
unabhéngig vom Bewegungszustand der Quelle.

Diese Forderung fithrt, wie wir noch sehen werden, zur Lorentz-Invarianz der rela-
tivistischen Mechanik und der Elektrodynamik.

Offenbar widersprechen sich das Newtonsche und das Einsteinsche Relativitéts-
prinzip. Aus der Analyse dieses Umstandes erwuchs die Einsteinsche Kritik an dem
Begriff der absoluten Zeit, insbesondere an dem der absoluten Gleichzeitigkeit. Im
Rahmen der Newtonschen Mechanik nédmlich bereitet die Synchronisation rdaumlich
weit voneinander entfernter und in einem Inertialsystem ruhender Uhren keiner-
lei Schwierigkeiten, und zwar unabhéngig vom Bewegungszustand des Beobachters:
Sie 148t sich beispielsweise durch einen Transport der Uhren durchfithren, oder aber
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mittels starrer Stangen oder anderer instantaner Signale. Legt man dagegen das
Einsteinsche Relativitatsprinzip zugrunde, so wird die Synchronisation problema-
tisch, und man ist gezwungen, die Synchronisationsvorschrift zu préazisieren. Dies
geschieht vorzugsweise durch die

Einsteinsche Synchronisationsvorschrift:

In einem gegebenen Inertialsystem sei im Ursprung eine dort ruhende
Uhr U(0) angebracht. In einem anderen Punkt « befinde sich eine dort
ruhende gleichartige Uhr U(x). In dem Augenblick, da U(0) die Zeit
t1 anzeigt, wird durch eine im Ursprung ruhende Quelle ein Lichtsignal
ausgesandt, das zum Punkt x lduft, dort reflektiert wird und in dem
Augenblick wieder im Ursprung ankommt, da U(0) die Zeit t5 anzeigt.
U(x) gilt als synchronisiert mit U(0), wenn U(x) im Augenblick der
Reflexion die Zeit

to = t1+%(f3—t1) = t1+|CE|/C

anzeigt; dabei ist ¢ die Vakuum-Lichtgeschwindigkeit.

Diese Synchronisationsvorschrift ist sicher universell, denn sie ist intrinsisch in je-
dem Inertialsystem durchfithrbar. Aulerdem stellt sie sicher, dafl Lichtsignale, die
von ruhenden Quellen ausgehen, sich isotrop und mit der universellen Geschwin-
digkeit ¢ ausbreiten. (Anstelle von Licht kénnte man auch eine andere Form der
Signaliibertragung verwenden, sofern diese isotrop mit einer bekannten, festen Aus-
breitungsgeschwindigkeit vy erfolgt.) Umgekehrt wird die der Einsteinschen Vor-
schrift zugrundeliegende Definition von ¢ als arithmetischer Mittelwert von ¢; und
ts durch die Forderung nach Isotropie der Lichtausbreitung nahegelegt, denn setzt
man z.B. allgemeiner to =11 + €(ts —t1) mit 0<e<1, so bleiben zwar geradlinig-
gleichférmige Bewegungen stets geradlinig-gleichférmig, doch das Ausbreitungsge-
setz von Lichtsignalen nimmt fiir € #1/2 eine kompliziertere Gestalt an: Die Iso-
tropie der Lichtausbreitung wére durch eine Asymmetrie in der Koordinatenwahl
verdeckt.

Wir werden spéter zeigen, dafl die Einsteinsche Synchronisation mit der Syn-
chronisation durch langsamen Uhrentransport tibereinstimmt.

Zur Festlegung natiirlicher Koordinaten in Inertialsystemen bedarf es — abgese-
hen von der Synchronisationsvorschrift — noch der Wahl rdumlicher Koordinaten;
dies 148t sich, wie zuvor beschrieben, durch Einfithrung eines orientierten ortho-
normalen Dreibeins bewerkstelligen.

Ein Inertialsystem mit Koordinaten, die durch natiirliche Maflstéibe und natiirli-
che Einstein-synchronisierte Uhren gegeben sind, wollen wir ein Lorentz-System
nennen. Insbesondere gelten die Maxwellschen Gleichungen in jedem Lorentz-
System.

7.2 Lorentz-Transformationen

Die Gestalt der Koordinatentransformation von einem Lorentz-System K in ein an-
deres Lorentz-System K’ ist durch das Einsteinsche Relativitéitsprinzip festgelegt.
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Zu ihrer Beschreibung ist es zweckmifBig, statt ¢ die neue Zeitkoordinate z° = ct
zu benutzen und im R* die kanonische Basis

0
(7.9)

e = €y =

o O O
O = O O
— O O O

1
O b)
0
einzufithren. Die Koordinaten eines Ereignisses sind dann durch die Komponenten

von Vektoren
0
= (”“" ) e R (7.10)
x

8 8 8 8
W N = O

gegeben. Wir wollen die Komponenten von z auch mit «# bezeichnen und verein-

baren, dafl griechische Indizes u, v, k, A, ... die Werte 0, 1, 2 und 3, lateinische
Indizes i, j, k, [, ... hingegen die Werte 1, 2 und 3 durchlaufen. Damit wird
r = ate, = 2% +ate; +2%es + 2ies (7.11)

in Analogie zu
x = z'e; = zley + ey + 2le; (7.12)

(vgl. Anhang). Mit dieser Schreibweise sind die Koordinatentransformationen zwi-
schen Lorentz-Systemen von der Form

¥ = Az +a, (7.13)
oder in Komponenten geschrieben
't = Alz¥ +a” . (7.14)

Hierbei représentiert der Vierervektor a€R?* nur eine triviale Verschiebung des
raum-zeitlichen Koordinatenursprungs. Solche Translationen sind sicher stets
zuléssig; es geniigt deshalb, sich auf die Diskussion des homogenen Anteils zu be-
schrinken. Wir wollen also diejenigen linearen Transformationen A bestimmen, die
Anlafl zu Koordinatentransformationen zwischen Lorentz-Systemen geben. Diese
miissen offenbar wieder eine Gruppe bilden, die wir hier (vorliufig) mit I" bezeich-
nen wollen; es ist die Untergruppe derjenigen Koordinatentransformationen in der
zuvor eingefiihrten Gruppe I, die den raum-zeitlichen Koordinatenursprung fest
lassen. Wie sich im folgenden herausstellen wird, sind I, und damit auch I, durch
das Postulat von der Konstanz und Universalitdt der Lichtgeschwindigkeit bereits
vollstandig festgelegt.

Um dies zu zeigen, definieren wir zunichst auf dem R* eine nicht-degenerierte
symmetrische Bilinearform 7, die in der gesamten Relativitdtstheorie eine funda-
mentale Rolle spielt und durch

n(z,y) = nuata’ (7.15)
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gegeben ist, wobei
Mo = + 1, m1 =mn2 =mn3 = -1, n, =0 fir p£v. (7.16)
Statt 7(x,y) schreibt man oft auch z -y, so daf
oy = 2% —x-y. (7.17)

In Bezug auf das durch 7 gegebene Skalarprodukt wird der R* damit zu einem
vierdimensionalen pseudo-Fuklidischen Vektorraum, der als Minkowski- Raum be-
zeichnet wird, und die kanonische Basis (7.9) ist darin eine Orthonormalbasis (vgl.
Anhang).

Das Skalarprodukt im Minkowski-Raum ist nicht positiv definit (auch nicht
negativ definit); es gibt folglich durchaus Vektoren x # 0 mit 7n(xz,z) = 0. Solche
Vektoren heiflen lichtartig, und die Menge aller lichtartigen Vektoren bildet einen
Doppelkegel im Minkowski-Raum, den Lichtkegel (vgl. Abb. 7.1). Die Bezeichnung
,lichtartig® liegt in der Tatsache begriindet, daf} ein zur Zeit 2%/ ¢ vom Punkt x in
Richtung des Vektors y — & ausgesandtes Lichtsignal genau dann zur Zeit y%/c am
Punkt y eintreffen wird, wenn

ly—=| =y’ —a°

ist, d.h. wenn y — z e R* lichtartig (und y° > 2Y) ist, sowie in dem Umstand, daf}
diese Feststellung geméfl dem Postulat von der Konstanz und Universalitat der
Lichtgeschwindigkeit in jedem Inertialsystem I richtig sein mufl — unabhéingig vom
Bewegungszustand der Quelle, die das Lichtsignal aussendet, oder des Detektors,
der das Lichtsignal empfingt.

Abb. 7.1: Lichtkegel im Minkowskiraum (eine Raumdimension ist unterdriickt)

Fiir die homogenen Koordinatentransformationen Ae " zwischen Lorentz-Syste-
men ergibt sich aus diesem Postulat die Forderung, dafl sie lichtartige Vektoren
wieder in lichtartige Vektoren abbilden miissen:

n(z,z) = 0 = n(dz,Az) = 0. (7.18)
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Hieraus folgt

n(Az, Ay) = a(A) n(z,y)

mit einem Faktor a(A), der von der Transformation A abhéngen kann.

Zum Beweis spalten wir den Minkowski-Raum in zwei beziiglich n orthogonale
Unterrdume V4 und V_ auf, wobei V4 aus allen Vielfachen von e und V_
aus allen Linearkombinationen von eq, e2 und e3 besteht; dann ist 7 positiv
definit auf Vi und negativ definit auf V_ . Ferner setzen wir

a(A) = n(Aeo, Aeo) .
Dann gilt zunéchst fir ;. €V, mit z; = 2%

77(5C+a$+) = (:CO)Q ) 'I'](A.IT+,AIE+) = (ZEO)Q 77(/1307/160):

also
n(Azy, Avy) = a(A) n(zy, z4) . (7.20-a)
Andererseits gilt fiir x4y € Vy und x_ e V_
n(Azy, Az_) = 0, (7.20-b)
n(Az_, Az_) = a(A) n(x—,z-) . (7.20-c)

Zum Beweis diirfen wir 0.B.d.A. 1 #0, x_ #0 annehmen und in Gl. (7.20-b)
den Vektor x4 durch den dazu proportionalen Vektor

)
Y+ = (|- @y = \/—nlz_,z-)eo
n(x+7$+) ( )

ersetzen. Die Normierung von y4 ist gerade so gewahlt, dal die Vektoren
r_ + y4+ und x_ — y4+ beide lichtartig sind, d.h.

n@- £y, z- £yg) = 0.

Daraus folgt
n(Ax- £y ), Alz-£yy)) = 0,
d.h.
n(Az—, Az_) + n(Ayy, Ay+) £ 2n(Az—, Ay;) = 0,
also
n(Az—,Ayy) = 0,

und gemif der schon zuvor bewiesenen Gl. (7.20-a)

nAz_, Az_) = — n(Ay, Adyy) = —a(A) n(y+,ys) = a(d) n(z—,z-) .

Durch Kombination von Gl. (7.20-a)—(7.20-c) ergibt sich ganz allgemein fiir
reR?
n(Az, Az) = a(A) n(z, z) .

Ersetzt man hierin « zum einen durch x+¥ und zum anderen durch x —y und
bildet man die Differenz der beiden so entstehenden Gleichungen, so erhélt
man Gl. (7.19).

(7.19)
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In Indexschreibweise bzw. in Matrixschreibweise nimmt Gl. (7.19) die Form

bzw.

Miex Aj, AY = a(A) Nuw (7.21)

ATnA = a(A) 7 (7.22)

an; der Faktor a(A) ist dabei stets positiv: a(A4) > 0.

Die Moglichkeit a(A) = 0 scheidet aus, da n nicht-degeneriert ist und A ein
Inverses besitzt. Wire dagegen a(A) < 0, so wére n negativ definit auf dem
dreidimensionalen Raum V_, aber positiv definit auf dem dreidimensionalen
Raum AV_, d.h. gleichzeitig positiv und negativ definit auf dem Durchschnitt
V_ N AV_, was allenfalls dann méglich wire, wenn der Durchschnitt nur den
Ursprung enthielte: V- N AV_ = {0}. Dies aber ist schon aus Dimensions-
griinden auszuschlieffen: Die fiir zwei beliebige Unterrdume V7 und V5 eines
beliebigen endlich-dimensionalen Vektorraums W giiltige Formel

dim (Vl +V2) + dim (Vl ﬂVQ) = dim (Vl) + dim (Vz)

erzwingt im vorliegenden Fall ndmlich dim (V_ N AV_) > 2.

AuBlerdem ist der Faktor a(A) offenbar multiplikativ beziiglich der Hintereinan-
derschaltung von Transformationen:

a(/h/lg) = a(/ll) CL(AQ) . (723)

Daher bildet die Untermenge derjenigen linearen Transformationen A des Minkow-
ski-Raums R* in sich, die die Gleichungen (7.19), (7.21) und (7.22) erfiillen, eine
Gruppe I', die im wesentlichen aus zwei Untergruppen aufgebaut ist:

(a)

Skalentransformationen sind lineare Abbildungen D) : R* — R* der Form
Dyz = Xz mit A>0, (7.24)

die folglich der Relation a(Dy) = A\? geniigen. Sie bilden eine Untergruppe
von I', die isomorph ist zur Gruppe R™ der positiven reellen Zahlen, versehen
mit der Multiplikation.

Lorentz- Transformationen sind lineare Abbildungen A :R* — R?* mit der
Eigenschaft, daf3

n(Az, Ay) = n(z,y) (7.25)
oder in Indexschreibweise bzw. in Matrixschreibweise
LN AZ Al),\ = Nuv (726)
bzw.
ATpA =9 (7.27)

gilt, d.h. also dafi a(A) =1 ist. Sie bilden eine Untergruppe von I, namlich
die pseudo-orthogonale Gruppe O(1, 3); diese Gruppe heifit auch die Lorentz-
Gruppe und wird oft mit L bezeichnet.
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Man sieht sofort, daB jede Transformation in I" eindeutig als das Produkt einer
Skalentransformation und einer Lorentz-Transformation geschrieben werden kann,
wobei die Reihenfolge der Faktoren unerheblich ist, da Skalentransformationen mit
Lorentz-Transformationen (sogar mit linearen Transformationen iiberhaupt) kom-
mutieren. I" hat also die Struktur eines direkten Produktes

I' ~ RTx L. (7.28)

Als néchstes wollen wir uns die Struktur der Lorentz-Gruppe L niher ansehen.
Wir beginnen mit der Feststellung, dafl L nicht zusammenhéngend ist, sondern in
insgesamt vier Zusammenhangskomponenten zerfallt:

L =rlurturl uLt. (7.29)

Um dies einzusehen, betrachten wir erstens die Determinante und zweitens das
Vorzeichen der 00-Diagonalelementes: Fiir A€ L gilt

det(n) = det(ATnA) = det(AT) det(n) det(A)

und daher
det(Ad) = £ 1, (7.30)
sowie
1= noo = naa A5 45 = (49)% — (45)% — (45)* — (45)°

und daher
A5 =1 (7.31)
Dann ist definitionsgeméf
Ll = {AeL/det(A)=+1, A3>+1},
LY = {AeL/det(A)=+1, A< -1}, )
L' = {AcL/det(A)=—1, A3 >+1}, (7.32)
L' = {AeL/det(A)=—1, A9<—1}.

Untergruppen von L sind die Gruppe Ly der eigentlichen Lorentz- Transformatio-
nen,

Ly = LLULL = {AecL/det(4) =1}, (7.33)
die Gruppe L' der orthochronen Lorentz- Transformationen,
L' =r1LurLl = {AeL /A5 >1}, (7.34)

und deren Durchschnitt, die in Gl. (7.32) angegebene Gruppe Ll der eigentlichen
orthochronen Lorentz- Transformationen.
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Ausgezeichnete Elemente von LT bzw. L' bzw. Li sind die Raumspiegelung
oder Paritit P bzw. die Zeitumkehr T bzw. die totale Inversion PT, die durch

+1 0 0 0
x9 x0 0 -1 0 0
P(x) (—ac) , dh P= 0 0 -1 0 ’
0 0 0o -1
-1 0 0 0
x9 —29 0 +1 0 0
T(m) = ( N ) dh. T = | o 0 o | (739
0 0 0 +1
-1 0 0 0
0O -1 0 0
Pr(z) = —«x, d.h PT = 0 0 -1 o0 ,
0 0 0o -1

definiert sind. Man {iberzeugt sich sofort davon, dafl jede Lorentz-Transformation
A€ L eindeutig in der Form

A= P'T™Ay  mit n,me{0,1}, AgeLL (7.36)

geschrieben werden kann.

Damit ist das Problem auf die Aufgabe reduziert, den Aufbau der eigentlichen
orthochronen Lorentzgruppe zu kliren; insbesondere haben wir noch zu zeigen, dafl
LL tatsdchlich zusammenhéngend ist.

Zu diesem Zweck bemerken wir zunéchst, dafl Ll in natiirlicher Weise die Dreh-
gruppe SO(3) enthiilt:

e Ll fir ReSO(3). (7.37)

_ 20 20
A2 - (2) -
und demzufolge

n(Rx,Ry) = a%" — (Rz) - (Ry) = 2%° —x-y = n(z,y)

sowie det(f%) =1 und ]:28 = 1. Ublicherweise identifiziert man die R mit den R
und bezeichnet deshalb auch die R als Rotationen im Minkowski-Raum; diese bilden
also eine Untergruppe der (eigentlichen orthochronen) Lorentz-Gruppe, die iso-
morph ist zur Drehgruppe SO(3). Ferner sieht man, daf§ eine (eigentliche ortho-

Offenbar ist ndmlich

chrone) Lorentz-Transformation A€ LL genau dann eine Rotation ist, wenn

Aeo = €9 . (739)
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Als nichstes bestimmen wir diejenigen (eigentlichen orthochronen) Lorentz-
Transformationen Ae Ll_, die (beispielsweise) die Koordinaten 22 und x® fest las-
sen, also von der Form

A A 0 0
Lo a0
0 0 1 0
0 0 01

sind. Fiir sie muf

(A9)* — (A5)* = n(Aeg, Aeg) = nleg,e0) = + 1,

(49)? = (A4)* = n(der, der) = nler,er) = — 1,

AgAY = Mg A = n(Aeg, der) = nleg,en) = 0,
sowie

A >1
und
det(A) = AJA; — AZAY =1
gelten. Die allgemeinste Losung dieser Bedingungsgleichungen lautet
Ay = Al = coshf , A) = A = —sinho

mit beliebigem 6 € R; wir wollen diese Transformation mit A;(#) bezeichnen:

coshf —sinhf® 0 O
—sinh® coshf 0 O
A (6) = 0 0 10 . (7.40)

0 0 0 1

Lorentz-Transformationen der Form A;(f) heilen Boosts in 1-Richtung, und der
Parameter 6 heiflt Rapiditit. Zu seiner anschaulichen Deutung betrachten wir die
Wirkung von A;(6) auf Vektoren zeR*:

2% = 2%coshf — ' sinh 6 ,
2t = zlcoshf — 2%sinh 6 , (7.41)
LR R g

Insbesondere ist /! = 0 genau dann, wenn 2! = cttanh§ = vt. Somit beschreibt
A1(0) eine Koordinatentransformation, bei der sich der Ursprung von I’, vom Sy-
stem I aus gesehen, mit der Geschwindigkeit

v = ctanh# (7.42)

in 1-Richtung bewegt. Wenn wir die Rapiditéit 6 durch die Geschwindigkeit v aus-
driicken, erhalten die Transformationen (7.41) die Form

20 = (0 — Brl)
wh = (- Ba0) (7.43)

2% = 22 | 2 = 23,
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mit ) )
=2 wd 4= =
C

oder, noch expliziter,

t —vxl/c?

N

xt — ot

1=/

? = g2 | 2B = 2P,

/

.Z‘ll —
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(7.44)

(7.45)

Ganz analog definiert man Boosts A3(f) bzw. A3(f) in 2-Richtung bzw. 3-
Richtung, und allgemein Boosts A(n,d) in Richtung eines beliebigen Einheits-
vektors m im dreidimensionalen Raum. So ist z.B., in Ergiinzung zu Gl. (7.40),

coshf —sinhd 0 O
—sinh® coshd 0 O
0 0 0 1
coshf 0 —sinhf 0
0 1 0 0
A (0) = —sinhd 0 cosh® O ’
0 0 0 1
coshd 0 0 —sinhf
0 1 0 0
—ginhd 0 0 coshé

(7.46)

und die Wirkung von A(n,0) auf Vektoren im Minkowski-Raum ist, in Verallge-

meinerung von Gl. (7.43), durch

2 = (@ - fnw),
x| = v(z) — fna’),
x, =z,
gegeben, mit
v 1 1
B8 = - und = =
c 7 V1— 2 V1—=0v2/c?

wie zuvor, und
v = ctanhfn ,

(7.47)

(7.48)

(7.49)

wobei (:cfl) bzw. x| (2, ) die Komponenten von « (x’) parallel bzw. senkrecht

zu n bezeichnet.
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A(n,0) ist also eine Koordinatentransformation, die zwischen zwei relativ zu-
einander mit der Geschwindigkeit v bewegten Lorentz-Systemen vermittelt, wobei
n, 8 und v durch Gl. (7.49) verkniipft sind; wir schreiben deshalb gelegentlich auch
B(v) anstelle von A(n,0). Der Vorteil bei der Verwendung der Rapiditidt 6 an-
stelle der Geschwindigkeit v (oder der dimensionslos gemachten Geschwindigkeit
B = v/c) liegt in dem einfachen Kompositionsgesetz: Hintereinanderausfithrung
zweier Boosts in der gleichen Richtung liefert wieder einen Boost in der gleichen
Richtung, wobei sich die Rapiditédten einfach addieren:

A(n, 91) A(’I’l, 92) = A(n, 01 + 02) . (750)

Ubersetzt man diese Regel von den Rapiditiiten in die Geschwindigkeiten, so ergibt
sich

B(vy) B(vs) = B(v) (7.51)
mit
vy = vm , vy = van , UV = UN (7.52)
und N
_ U1 V2
v = TF o/ (7.53)

Die letzte Gleichung ist als das relativistische Additionstheorem der Geschwindig-
keiten bekannt. Weiter ersehen wir aus den Gleichungen (7.47)—(7.49), daf die
Lichtgeschwindigkeit ¢ eine obere Grenze fiir die mogliche Relativgeschwindigkeit
zweier Inertialsysteme darstellt, da die Grofle v fiir v = ¢ unendlich und fiir v > ¢
imagindr wird; Gl. (7.50) oder Gl. (7.53) zeigt, da8l diese obere Grenze auch durch
den Trick der Kombination mehrerer sukzessiver Boosts in gleicher Richtung nicht
umgangen werden kann. Ubrigens liefert Hintereinanderausfithrung zweier Boosts
in verschiedener Richtung i.a. keinen Boost mehr, d.h. die Menge aller Boosts bil-
det keine Untergruppe der (eigentlichen orthochronen) Lorentz-Gruppe. Dafiir aber
verhalten sich Boosts natiirlich gegeniiber Rotationen:

RA(n,0) R~ = A(Rn,0)
oder (7.54)
RB(w)R™! = B(Rw).

SchlieBlich 18t sich jede (eigentliche orthochrone) Lorentz-Transformation A ein-
deutig als Produkt eines Boosts B(A) und einer Rotation R(A) schreiben:

A = B(A) R(A) . (7.55)

In der Mathematik wird eine solche Zerlegung als Cartan-Zerlegung (in diesem Fall
der Lorentz-Gruppe) bezeichnet.

Zum Beweis sei A€ LL beliebig vorgegeben. Wir schreiben

0
T

Aeo = wp = e
TA
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und wegen

diirfen wir
) = coshf , |za| = sinhd , n = xa/|x4l

setzen. Damit wird

Aln,—0)Aeyg = eo,
d.h. A(n,—0) A ist eine Rotation, und Gl. (7.55) ist mit B(A) = A(n,0)
und R(A) = A(n, —6) A bewiesen.
Die Eindeutigkeit der Zerlegung beruht einfach auf der Tatsache, dafl ei-
ne (eigentliche orthochrone) Lorentz-Transformation, die zugleich Boost und
Rotation ist, notwendigerweise die Identitdt sein muf.

Unter Ausnutzung von Gl. (7.54) kann man sogar zeigen, daf sich jede orthochrone
eigentliche Lorentz-Transformation A€ LL in der Form

A =RBR (7.56)

schreiben liBt, wobei R und R’ Rotationen und B; ein Boost in 1-Richtung ist; al-
lerdings ist eine solche Zerlegung nicht mehr eindeutig. Aus der Darstellung (7.55)
folgt auch, daf} die eigentliche orthochrone Lorentz-Gruppe zusammenhéngend sein
muf, weil die Drehgruppe SO(3) zusammenhéngend ist, d.h. jedes Element A€ Ll
148t sich durch eine stetige Kurve mit dem Einheitselement verbinden, weil dies fiir
jedes Element R € SO(3) moglich ist (was wir hier als bekannt voraussetzen). Damit
ist auch gezeigt, daf3 die Lorentz-Gruppe insgesamt genau vier Zusammenhangs-
komponenten besitzt.

Zum Abschlufl kénnen wir nunmehr beweisen, daf§ die homogenen Koordinaten-
transformationen zwischen Lorentz-Systemen genau die eigentlichen orthochronen
Lorentz-Transformationen sind:

r=1rh. (7.57)

Einen ersten Hinweis in dieser Richtung liefert die Beobachtung, daf I in der
Untergruppe L von I enthalten sein mufl: Man kann ndmlich argumentieren,
daB der Faktor a(A) in den Gleichungen (7.19), (7.21) und (7.22) aufgrund
des Relativitétsprinzips und der Isotropie des Raumes nur vom Betrag der
Relativgeschwindigkeit der beteiligten Inertialsysteme abhéngen kann:
a(A) = a(lv]) .
Also ist auch
a(A™h) = a(lv]) .
Durch Anwendung der Produkteigenschaft (7.23) folgt
a(o)* = a(0) = 1,

also a(|v]) = 1. Wir werden im folgenden aber ein anderes Verfahren benut-
zen, das auch die diskreten Anteile zu erfassen erlaubt.
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Zu diesem Zweck gehen wir davon aus, dafi (wegen der Isotropie des Raumes und
aus Stetigkeitsgriinden) folgende Transformationen in I" enthalten sein sollten:

(a) beliebige Raumdrehungen R,

(b) zu jeder Geschwindigkeit v, die der Bedingung v < ¢ geniigt, genau ein Boost

B(v), welcher den Ubergang von einem gegebenen Lorentz-System zu einem
neuen beschreibt, dessen Ursprung sich relativ zum urspriinglichen mit der
Geschwindigkeit v bewegt.

Nicht in I" enthalten sein sollten dagegen:
(¢) die Skalentransformationen Dy,
(d) die Spiegelungen P und T,
(e) Kombinationen dieser Transformationen.

Derartige Transformationen wiirden ndmlich das Relativitdtsprinzip, genauer das
Prinzip der Universalitidt des Verfahrens der Koordinatenfestlegung, verletzen: Sie
entsprechen Transformationen zwischen Koordinatensystemen ohne Relativbewe-
gung mit parallelen Koordinatenachsen. Natiirliche Koordinaten in solchen Syste-
men miissen aber identisch sein.

Nun ist gem#f den Gleichungen (7.19), (7.21) und (7.22) I" eine Untergruppe
von I", und aufgrund von Gl (7.28) und Gl (7.36) wissen wir, da$f jede lineare
Transformation A€l eindeutig in der Form

A= DyP"T™ Ay mit A>0, n,me{0,1}, Age L (7.58)
geschrieben werden kann. Insbesondere sind alle A€ I" von der Form
A= D\P'"T™A mit A>0, n,me{0,1}, AcLl | (7.59)

wobei wegen (a) und (b) wirklich alle A€ LL auftreten miissen. Zu jedem Ae Ll
darf aber auch nur ein Wert fiir A, fiir n und fiir m gehoren, da sonst wegen
der Gruppeneigenschaft von I' auch mindestens eine der in (c)-(e) verbotenen
Transformationen in I" enthalten sein miite; also sind in Gl. (7.59) A, n und m
Funktionen von A, wobei

A A1 dz) = A(A1) A(A2) (7.60)
und

n(A14) = n(Ay) + n(ds) mod 2

gelten mufl. Weiter ist n(1) = m(1) = 0, und da n(A) und m(A) stetig von A
abhingen miissen und Ll zusammenhéngend ist, gilt
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fir alle A€ LL. Damit bleibt nur noch zu zeigen, dafl auch
A4) =1
fiir alle Ae LL ist; dies beruht auf der Multiplikativitét nach Gl. (7.60).

Zum Beweis benutzen wir die Zerlegung (7.55): A = BR impliziert

A(A) = A(B) A(R) ; es geniigt also, A(R) =1 und A(B) =1 zu zeigen.
Nun ist jede Drehung R bzw. jeder Boost B von der Form

R = SR()§"  baw. B = SAs0)5",

wobei S eine geeignete Drehung und R3(p) eine Drehung um die 3-Achse um
den Winkel ¢ sowie A3(f) ein Boost in 3-Richtung mit der Geschwindigkeit
v = ¢ tanh 0 ist. Wegen der Multiplikativititseigenschaft (7.60) gilt daher

AR) = A(S) MRs(9)) MS™H) = A(Rs(p))

bzw.
A(B) = A(S) MA3(0)) A(5™1) = A(43(6))

und weiter 3 B B

R3(p1 4+ w2) = Ra(e1) Ra(p2)
bzw.

A3(01 + 62) = As(01) A3(62)
so daf y 5

AR) = AMRs3(p)) = exp (const. p)

bzw.

A(B) = A(A3(0)) = exp(const.f) .

Da sich jedoch bei Drehungen um verschiedene Achsen die Drehwinkel bzw.
bei Boosts in verschiedene Richtungen die Rapiditéten nicht einfach addie-
ren, bleibt nur const. = 0, d.h. A = 1, und der Beweis von Gl. (7.57) ist
vollstéandig.

Damit haben wir endgiiltig, und allein aufgrund des Einsteinschen Relativitatsprin-
zips, die Gruppe aller linear homogenen Koordinatentransformationen zwischen
Lorentz-Systemen als die eigentliche orthochrone Lorentzgruppe identifiziert.

Hinzu kommen noch die Translationen: Man definiert die Poincaré-Gruppe P,
die eigentliche Poincaré-Gruppe Py, die orthochrone Poincaré-Gruppe P! und die
etgentliche orthochrone Poincaré-Gruppe PJ_ als diejenigen Gruppen von affinen
Transformationen im Minkowski-Raum, deren homogene Anteile in den entspre-
chenden Versionen der Lorentz-Gruppe liegen:

JaeR* AeL }, (7.62)
JaeR* AeL.}, (7.63)
JaeRY AeLl}, (7.64)
JaeR* AeLl }. (7.65)
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Das Multiplikationsgesetz ergibt sich aus der Interpretation des Paares (a, A) als
eine Lorentz-Transformation A, gefolgt von einer Translation um a:

(al,/ll) (GQ,AQ) = (al +A1a2,/11/12) . (766)

Wir haben also vollstindig bewiesen, und zwar allein aufgrund des Einsteinschen
Relativitatsprinzips, dafl die Invarianzgruppe der speziellen Relativitdtstheorie, d.h.
die Gruppe aller Koordinatentransformationen zwischen Lorentz-Systemen, die ei-
gentliche orthochrone Poincaré-Gruppe ist.

7.3 Zur Geometrie des Minkowski-Raums

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die Frage, welche Vektoren zeR* durch
eigentliche orthochrone Lorentz-Transformationen ineinander tiberfithrt werden
kénnen. Zwei Vektoren x und z’/ im Minkowski-Raum wollen wir dquivalent nen-
nen, wenn es ein Ae LL mit ' = Az gibt; wir schreiben in diesem Falle = ~ z'.
Offenbar erfiillt ,~“ wirklich die definierenden Bedingungen einer Aquivalenz-
relation, namlich

Reflexivitit: TR,
Symmetrie: rr = =,
Transitivitét: r~z und ' 21’ = s~z .

Fiir die Drehgruppe und Vektoren im dreidimensionalen Euklidischen Raum R? ist
uns die Lésung des entsprechenden Aquivalenzproblems bekannt: Vektoren kénnen
genau dann, und nur dann, durch eine Drehung ineinander tiberfiithrt werden, wenn
sie die gleiche Lénge haben.

Fiir die Lorentz-Gruppe und Vektoren im vierdimensionalen Minkowski-Raum
R* bleibt der zweite Teil dieser Aussage richtig: Zwei Vierervektoren x und 2’ sind
sicher nur dann durch eine Lorentz-Transformation ineinander iiberfithrbar, wenn
ihre invariante Lange beziiglich der Lorentz-Metrik n die gleiche ist:

Definition: Ein Vektor x im Minkowski-Raum heif3t

zeitartig, falls 2?2 >0,

lichtartig, falls 22=0, 2#0,

raumartig, falls 2 <0,
Null, falls x=0.

Dies sind vier verschiedene Klassen von Vierervektoren; dabei ist die vierte Klasse
trivial, denn sie besteht nur aus einem Element. Vektoren aus verschiedenen Klas-
sen sind offenbar indquivalent. Dariiber hinaus zerfallen die Klasse der zeitartigen
Vierervektoren und die der lichtartigen Vierervektoren noch in jeweils zwei Unter-
klassen, je nach dem Vorzeichen der zeitlichen Komponente z° (beachte, daf8 fiir
zeitartige oder lichtartige Vierervektoren notwendigerweise z° #0 gilt).
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Um dies zu zeigen, betrachten wir einen beliebigen Vierervektor

0
xr

/0
Az = 2/ = (i,)eR‘l

sowie sein Bild

unter einer eigentlichen orthochronen Lorentz-Transformation A e Ll.
Ist z zeitartig bzw. lichtartig, d.h. gilt 2% >|x|>0 bzw. |2°|=|z|>0, so ist auch
o' wieder zeitartig bzw. lichtartig, d.h. es gilt [2/°|>|z’|>0 bzw. [2°|=|z/|>0.
In diesem Fall haben 2’° und 2° wegen AY>1 das gleiche Vorzeichen:

>0 = 2° Az’ + Azt + A%z + Af2?
A3 — \J(A9)2 + (A9)2 + (43)2 e
Ay (@ —z]) = 0,

v

v

10 AJx® + Azt + AJ2? 4 Afa?
4320 41/ (AD)2 + (A3)2 + (49)2 e
A5 (2 +]z|) < 0.

8
A
e}
I
8
I

IN

IN

Ferner gilt mit einem fest gew&hlten Einheitsvektor e < R3:

Ist = zeitartig und z° >0 bzw. 2° <0, so l#Bt sich z durch Anwendung eines Boosts
A = B(v) zur Geschwindigkeit v = cz/z°? auf die Normalform zy bringen, mit
29 = 4+V22 bzw. 2% = —V2? und zy = 0.

Ist z lichtartig und 2% >0 bzw. 2° <0, so it sich 2 durch Anwendung eines Boosts
A = B(v) zur Geschwindigkeit

1— |z = 1—|zf =
v = —¢c——5 — bzw. v = — —
L+ [a]” |z L[] |z
auf die Form 2’ bringen, mit 2’° = +1 bzw. 2’ = —1 und 2’ = z/|z|. Durch

eine anschlieBende Rotation 148t sich dann &’ in e transformieren.

Ist & raumartig, so 148t sich 2 durch Anwendung eines Boosts A = B(v) zur
Geschwindigkeit v = caz/|x|> auf die Form 2/ bringen, mit 2° = 0 und
2’ = v/—xz2x/|x|. Durch eine anschlieende Rotation 148t sich dann &’ in v—z2e
transformieren.

Damit gelangen wir zu folgender Einteilung des Minkowski-Raums in Ll—
invariante Teilmengen (vgl. Abb. 7.2):

R* = VTuv-uV,fuvy URU{0}. (7.67)
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Abb. 7.2: Unterteilung des Minkowski-Raums in Ll—invariante Teilmengen
(zwei Raumdimensionen sind unterdriickt)

Fiir diese Teilmengen ist folgende Terminologie gebrauchlich:

1. Elemente von

VT = {2zeR*/2>>0, 2°>0} (7.68)
bzw.

V™ = {zeR' /2?2 >0, 2°<0} (7.69)

heiflen positiv oder in die Zukunft orientierte bzw. negativ oder in die Ver-
gangenheit orientierte, zeitartige Vektoren. Durch eigentliche orthochrone
Lorentz-Transformationen lassen sich solche Vektoren auf folgende Normal-

form bringen:
(“6;2) baw. <\g;72> . (7.70)

. Elemente von

Vot = {2zeR* /22 =0, 2° >0} (7.71)

bzw.
Vo = {zeR*/2?2=0, 2° <0} (7.72)

heiflen positiv oder in die Zukunft orientierte bzw. negativ oder in die Ver-
gangenheit orientierte, lichtartige Vektoren. Durch eigentliche orthochrone
Lorentz-Transformationen lassen sich solche Vektoren auf folgende Normal-

form bringen:
<+e1) bzw. (‘2) , (7.73)

wobei e einen fest vorgegebenen Einheitsvektor im R3 bezeichnet.
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3. Elemente von
R = {zeR* /2?2 <0} (7.74)

heiflen raumartige Vektoren. Durch eigentliche orthochrone Lorentz-Transfor-
mationen lassen sich solche Vektoren auf folgende Normalform bringen:

0
(\/_726> . (7.75)

wobei e einen fest vorgegebenen Einheitsvektor im R? bezeichnet. Demzufolge
a8t sich durch eigentliche, orthochrone Lorentz-Transformationen fiir raum-
artige Vektoren x jeder beliebige Wert der Nullkomponente x'°, insbesondere

auch beliebiges Vorzeichen von 2'0, erreichen.
Die Mengen B
vVt = vtuytu{o} (7.76)
bzw. -
V- = V- UV, u{0} (7.77)

heiflen auch Vorwdrts-Lichtkegel bzw. Riickwérts-Lichtkegel; dann ist VT bzw. V™~
das Innere und V" U {0} bzw. V;” U {0} der Rand des Vorwiirts-Lichtkegels bzw.
des Riickwirts-Lichtkegels.

SchlieBlich vereinbart man noch, zwei beliebige Ereignisse x und y im R* (mit
x #y) relativ zeitartig bzw. relativ lichtartig bzw. relativ raumartig zu nennen,
wenn (y—x)? >0 bzw. (y—2z)?> =0 bzw. (y—x)? <0 ist; entsprechend definiert
man (im zeitartigen oder lichtartigen Fall) die relative zeitliche Orientierung: Ist
(y—m)? > 0, so heifit y positiv relativ zu x, oder nach z, und entsprechend x negativ
relativ zu y, oder vor y, wenn 3% > 20 ist.

Diese Einteilung hat tiefgreifende physikalische Bedeutung:

Nehmen wir zunéchst an, x und y seien relativ zueinander zeitartig oder licht-
artig, also

- % > ly— x| -

Solche Ereignisse konnen offenbar, wenigstens im Prinzip, durch ein Signal oder
eine kausale Einwirkung miteinander verbunden sein, ohne daf§ die Ausbreitungs-
geschwindigkeit des Signals die Lichtgeschwindigkeit iiberschreitet. Sind = und y
dagegen relativ zueinander raumartig, d.h. ist

y" =2’ <ly—al,

so miiite ein Signal, das zwischen zwei solchen Ereignissen ausgetauscht werden
konnte, eine mittlere Geschwindigkeit

_ly—=
v ly—=z

T T €

haben. Wenn es solche Signale giibe, dann lieBe sich durch Ubergang zu einem an-
deren Inertialsystem die zeitliche Reihenfolge von Aussendung und Empfang des Si-
gnals, d.h. im Endeffekt die Reihenfolge von Ursache und Wirkung, umkehren. Die
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Konsequenzen einer solchen Moglichkeit sind absurd. Aus diesem Grunde erweist
sich die Lichtgeschwindigkeit auch als die maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit
fiir Signale und kausale Einwirkungen. So ist beispielsweise die Geschwindigkeit
punktformiger Teilchen durch die Lichtgeschwindigkeit begrenzt — jedenfalls so-
weit sich diese Teilchen zur Ubermittlung von Informationen oder von sonstigen
Einwirkungen eignen. Will man zur Ubermittlung von Informationen dagegen Wel-
lenerscheinungen verwenden, so ist zu beachten, daf§ die Phasengeschwindigkeit

vph = w(k)/k

einer ebenen Welle durchaus die Lichtgeschwindigkeit iiberschreiten darf, da eine
solche Welle zur Signaliibertragung ungeeignet ist. Hierzu werden vielmehr Impulse,
also Wellenberge, benutzt, die sich mit der Gruppengeschwindigkeit

vgr = |Viw(k)|

ausbreiten. Fiir einen Wellenleiter ist z.B.

w(k) = /Wi + k2%,
V wi + k2c? kc?

UVpp = V——— > C , Uy = ——— < C.
P k & V wd + k2c?
Eine genauere Analyse zeigt, dafl die eigentlich kritische Grofie die Frontgeschwin-
digkeit

also

o w(k)
vt = klgrolo Tk
ist; es ist dies die Geschwindigkeit, mit der sich das erste Signal einer plttzlich
eingeschalteten Welle im Raum ausbreitet.

Ganz allgemein und prinzipiell 148t sich also feststellen: Nur relativ zeitarti-
ge oder lichtartige Ereignisse konnen in kausaler Beziehung zueinander stehen,
und die zeitliche Reihenfolge derartiger Ereignisse ist unabhéngig vom gewihlten
Inertialsystem. Fiir zwei relativ raumartige Ereignisse dagegen 143t sich stets ein
Inertialsystem I finden, in denen sie gleichzeitig sind; sie werden in einem relativ
zu I bewegten Inertialsystem I’ dann jedoch nicht mehr gleichzeitig sein: Dies ist
die Relativitit der Gleichzeitigkeit.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir noch zwei weitere interessante Er-
gebnisse zur Charakterisierung der Lorentz-Transformationen als der Transforma-
tionen zwischen Inertialsystemen nachtragen.

1. Schon im Jahre 1911 haben P. Frank und H. Rothe untersucht, inwieweit die
allgemeinen Teile (R1) und (R2) des Relativitétsprinzips (Homogenitét und
Isotropie von Raum und Zeit sowie physikalische Gleichwertigkeit aller Iner-
tialsysteme) die Transformationen zwischen Inertialsystemem festlegen. Wir
haben bereits gesehen, dafl diese Transformationen affin sein und eine Gruppe
bilden miissen. Es zeigt sich, daf} fiir die homogenen Transformationen nur
drei Moglichkeiten bleiben:
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a) homogene Galileitransformationen,
b) Lorentz-Transformationen mit einer Grenzgeschwindigkeit coo,

c¢) vierdimensionale Drehungen.

Hierbei ist die Moglichkeit ¢) sofort zu verwerfen, da man durch geeignete
Drehungen das Vorzeichen jeder Koordinate umkehren konnte, die zeitliche
Reihenfolge von je zwei Ereignissen also stets vom Bezugssystem abhinge. Die
homogenen Galilei-Transformationen ergeben sich aus den Lorentz-Transfor-
mationen im Grenzfall ¢, — co. Welche der beiden Méglichkeiten a) oder b)
realisiert ist, héingt also davon ab, ob es eine endliche Grenzgeschwindigkeit
Coo fiir Signale gibt oder nicht; ¢, ist zugleich die Grenze fiir die Relativge-
schwindigkeit zwischen Inertialsystemen.

2. Die orthochronen Lorentz-Transformationen lassen sich allein dadurch cha-
rakterisieren, daf} sie die Reihenfolge zeitartiger Ereignisse festlassen. Genauer
hat E.C. Zeeman im Jahre 1964 folgenden Satz bewiesen:

Essei f:R* — R* eine umkehrbar eindeutige kausale Abbildung, d.h. fiir
je zwei Ereignisse z,y€R* sei f(y) genau dann positiv zeitartig relativ zu
f(x), wenn y positiv zeitartig relativ zu x ist. Dann ist f von der Form

flx) = Xz + a,

wobei A>0, Ae LT und acR?* ist. Man beachte, daf8 nicht einmal die Ste-
tigkeit von f vorausgesetzt zu werden braucht: auch sie folgt bereits aus der
Hypothese der Kausalitét.

7.4 Verhalten unter Lorentz-Transformationen

7.4.1 Zeitdehnung

Wir betrachten eine Uhr, die in in einem Inertialsystem I ruht. Zwei aufeinander-
folgenden Taktschlédgen der Uhr entsprechen die Ereignisse x und y, mit zeitarti-
gem Differenzvektor Az = y —z. In I ist = = (ct,x), y = (c(t + At),x) und
Az = (cAt,0) mit cAt = /(Az)2. Durch Anwendung eines Boosts mit der Ge-
schwindigkeit —v gehen wir zu einem Inertialsystem I’ {iber, in dem sich die Uhr
mit der Geschwindigkeit v = ¢fn bewegt, und finden

1
At = At —— . (7.78)

V1—0v2%/c?

Bewegte Uhren gehen also langsamer: At < At’. Dieser Effekt ist z.B. durch die
Beobachtung einer verlingerten Lebensdauer schnell bewegter Pionen und Myo-
nen aus der kosmischen Strahlung nachgewiesen. Die im Ruhesystem gemessene
kleinstmogliche Zeitdifferenz At heifit Eigenzeitdifferenz.

Die relativistische Zeitdehnung ist auch der Grund dafiir, dal man bei der
Synchronisation von Uhren durch Uhrentransport vorsichtig vorgehen mufl: Wenn
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man in einem Inertialsystem eine Uhr mit der Geschwindigkeit v um eine Strecke
L bewegt, so wird dazu die Zeit T = L/v benétigt. Auf der Uhr ist dabei aber nur

die Zeit
To = (L/v) \/1—v2/c?

vergangen. Die Differenz

AT = T-Ty = (L/v) (1 =+/1—=0v%/c?)
ist fiir v < ¢ anndhernd durch I
AT = =
c
gegeben. Durch geniigend langsamen Transport kann also der Gangunterschied, wie
bereits frither angekiindigt, beliebig klein gehalten werden.

7.4.2 Mallstabverkiirzung, Relativitidt der Gleichzeitigkeit

Wir betrachten einen Mafistab, der in einem Inertialsystem I ruht und in Richtung
eines Einheitsvektors e liegt. Zu einer festen Zeit ¢ entsprechen den beiden Enden
des Mafistabes die Ereignisse x und y, mit raumartigem Differenzvektor Ax = y—zx.
In Iist z = (ct,x), y = (ct,y) und Az = (0,Ale) mit Al = \/—(Ax)2. Durch
Anwendung eines Boosts mit der Geschwindigkeit —v gehen wir zu einem Iner-
tialsystem I’ iiber, in dem sich der Mafistab mit der Geschwindigkeit v = ¢fn

bewegt, und finden
. Al
Ay = Pmee . (7.79)

¢ /1—-wv2/c?

Speziell ist At’ # 0, aber At = 0 (Relativitéit der Gleichzeitigkeit). Auflerdem wird
Al
1 27/.2 e“ ?
V1—v2/c

Wegen At’ # 0 liefert dies jedoch micht die Linge des Mafstabes in I; diese er-
gibt sich vielmehr als rdumlicher Abstand der Weltpunkte von Stabanfang und
Stabende, wenn diese in I’ gleichzeitig sind:

Az = Az', = Ale; .

Al = |y — 2| wenn  y0 = 2/°
Nun gilt
70 =@+ pfnx) Y =90 +Bny)
) = y(@) + pna®) ,  y| = vy + Bny°)
x|, = x| ) Y. =y,
und daher
y? = 20 —= ' —2' = —Bn-(y-—z) = - BneAl,
— o) = (- e+ Bn (0 - 2")

= y(1-B) Al (n-e)n,
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d.h.
Al = Al /1 —22/c2 falls n|le , Al' = Al falls nle. (7.80)

Es ergibt sich eine Verkiirzung bewegter Stibe in Bewegungsrichtung. Quer zur
Bewegung gibt es keine Verkiirzung; also gilt fiir Volumina

Vi = Vy/1—v%/c?. (7.81)

Ein Maflstab hat demnach die grofite Lénge in seinem Ruhesystem. Es ist {ibri-
gens nicht so, daBl man diese sog. Lorentz-Kontraktion eines rasch vorbeifliegenden
Mafstabes direkt sehen konnte. Das Bild des Gegenstandes auf der Netzhaut ist
nédmlich durch die von ihm ausgehenden und gleichzeitig auf der Netzhaut auftref-
fenden Photonen bestimmt. Man kann zeigen, daf} sich kein kontrahiertes, sondern
ein um den Winkel ¢ = arctan(v/c) gedrehtes Bild ergibt.

7.4.3 Additionstheorem der Geschwindigkeiten

Wir betrachten einen Korper, der sich in einem Inertialsystem I mit der Geschwin-
digkeit v geradlinig-gleichférmig bewegt. Fiir seine Geschwindigkeit v’ in einem
relativ zu I mit der Geschwindigkeit —w bewegten Inertialsystem I’ erhilt man
dann nach Division der rdumlichen Komponenten von Gl. (7.47) durch die zeitliche

v +w
l+vw/c?

!

v = , Vo= vy /y. (7.82)

Insbesondere ergibt sich fiir v ||w das schon zuvor hergeleitete Additionstheorem
der Geschwindigkeiten, Gl. (7.53). Erneut erweist sich ¢ als Grenzgeschwindigkeit.

7.4.4 Doppler-Effekt und Aberration von Licht

Wir betrachten eine ebene Welle
u(t,e) = wug exp(—i(wt —k-x)) = up exp(—ip(t,x)) .

Mit

k= (‘*’I£C> e RY (7.83)

schreibt sich die Phase der Welle als ¢(t,2£) = k-x. Diese Phase mufl un-
abhéingig vom Bezugssystem sein, was nur moglich ist, wenn sich k& unter Lorentz-
Transformationen ebenso transformiert wie z, wenn also k ein Vierervektor ist.
Insbesondere transformiert sich & demnach unter einem Boost A(n,0) = B(v)
geméf

KO = v (K — Bn-k),
k| = (k| — Bnk°), (7.84)
K, = ki,



128 7 Spezielle Relativitédtstheorie

mit k* = w/e, k"0 = w'/c (vgl. Gl (7.47)). Fiir Lichtwellen ist speziell w?/c* = k?,
also k2 =0: k ist lichtartig. In diesem Falle wird die erste Gleichung in (7.84) zu

W = yw(l—Bcosh) , (7.85)

wobei 6 den Winkel zwischen n und k bezeichnet. Fiir § < 1 findet man den
klassischen Doppler-Effekt, wie er sich auch aus der Athervorstellung ergiibe. Es
gibt aber sogar fiir # = 7/2 einen transversalen Doppler-Effekt; er ist allerdings von
der Ordnung 2. Weiter ist wegen k', =k, und |k, | = |k|sin6, |k’ | = |k'|sine’

k
sinf = usin@ = isinG,

K] W'

also

sin 0
ing = \1-p2 ———. 7.86
S b 1— Bcosb ( )
Die scheinbare Richtung eines Lichtstrahls hingt also vom Bezugssystem ab. Ein
solcher Aberrationseffekt ist auch in der Athertheorie zu erwarten und wegen der
Bahnbewegung der Erde an Fixsternen zu beobachten. Die Relativitdtstheorie re-
produziert das klassische Resultat in erster Ordnung von 3.

7.5 Relativistische Kinematik

eines Punktteilchens
In der nichtrelativistischen Mechanik beschreibt man die Bewegung eines Punkt-
teilchens durch eine Bahnkurve ¢ — x(t). In einer relativistischen Theorie ist eine

gleichwertige, aber in ¢ und & symmetrischere Behandlung angemessen. Dazu fiihrt
man einen neuen Parameter o ein und beschreibt die Bewegung durch eine Welt-

linie o) — (ZO(U)> _ (7.87)

Der Parameter o ist beliebig und hat keine physikalische Bedeutung; man wird
aber fordern, da} ¢ monoton mit ¢ wéchst:

d 0
% > 0. (7.88)

Fiir realisierbare Bewegungen mufl auflerdem

dz0 1

dj
do

dx
dt

- <1

do ¢

<Z§)2 > 0. (7.89)

sein, d.h. es muf} gelten
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Abb. 7.3: Raum-Zeit-Diagramm mit Weltlinie eines Punktteilchens (zwei Raum-
dimensionen sind unterdriickt)

Diese Bedingung ist Lorentz-invariant und unabhéngig von der gewéhlten Parame-
trisierung. In einem Raum-Zeit-Diagramm wird die Weltlinie immer schlicht iiber
der Zeitachse liegen, und ihre Steigung ist nie kleiner als Eins (vgl. Abb. 7.3).

Die Lorentz-invariante Grofle

L [ran? e W
= = -] = 1— .
T12 c /o-1 do (da) /tl dt 62 (7 90)

ist unabhéngig von der Parametrisierung und ist die FEigenzeit, die mitbewegte
Beobachter mit einem Satz von geradlinig-gleichférmig bewegten Uhren messen,
die jeweils gerade dieselbe Momentangeschwindigkeit wie der Massenpunkt haben.
Man kann diesen Satz von Uhren als Idealkonstruktion einer beschleunigungsun-
empfindlichen Uhr ansehen. Eine solche Uhr ist in beliebiger Ndherung auch durch
geeignet konstruierte mitgefiihrte Uhren zu realisieren, beispielweise dadurch, dafl
man die (vom Inertialsystem unabhéngige) Beschleunigung miit und das MeBergeb-
nis benutzt, um die Ganggeschwindigkeit der Uhr zu korrigieren. Eine Quarzuhr
ist in guter Ndherung beschleunigungsunempfindlich, nicht aber eine Pendeluhr.
Insbesondere ist auch die ,biologische Uhr“ eines mitbeschleunigten Beobachters
fiir nicht zu grofle Beschleunigungen beschleunigungsunempfindlich. Daher ist 799
auch die von einem mitbewegten Beobachter gemessene und erlebte Zeitspanne.

Die Eigenzeit 7 ist ein besonders natiirlicher und bevorzugter Lorentz-inva-
rianter Parameter fiir zeitartige Weltlinien, d.h. Weltlinien x(o) mit

<Z§)2 > 0, (7.91)

fiir die also die Lichtgeschwindigkeit nie erreicht wird. Offenbar ist
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Zi = /1- . (7.92)

AuBlerdem ergibt sich aus Gl. (7.90) die Ungleichung

T2 < ta—t1, (7.93)

d.h. die Eigenzeit ist nie grofler als die in irgendeinem Inertialsystem gemessene
Zeit.

Ein klassisches Gedankenexperiment moge dieses Ergebnis verdeutlichen: Wenn
von zwei Zwillingen der eine in einem Inertialsystem verbleibt und der andere eine
Rundreise mit einem Raumschiff unternimmt, in deren Verlauf er hohe Geschwin-
digkeiten erreicht, so wird bei der Riickkehr der weit gereiste Zwilling weniger geal-
tert sein als sein daheimgebliebener Bruder. Zur Verdeutlichung gibt Abb. 7.4 die
Weltlinien beider Briider im Inertialsystem des daheimgebliebenen Bruders wieder.

Abb. 7.4: Zwillingsexperiment: Weltlinie des daheimbleibenden Zwillings A
und allgemeine Weltlinie des reisenden Zwillings B im Inertialsystem von A
(zwei Raumdimensionen sind unterdriickt)

Gegen diese klare Vorhersage der speziellen Relativitdtstheorie werden hiufig
Einwinde im Namen des gesunden Menschenverstandes erhoben. Die Situation
wird oft Zwillingsparadoxon genannt, wobei das Ergebnis aufgrund der folgenden
Uberlegung als paradox bezeichnet wird:

Die spezielle Relativitdtstheorie sagt aus, daB der Gang einer Uhr in ihrem
Ruhesystem am langsamsten ist. Es bewegt sich nun, so wird argumentiert, nicht
nur der Zwilling B in Bezug auf den Zwilling A, sondern ebenso auch der Zwilling A
in Bezug auf den Zwilling B. Somit sollte einerseits fiir den Zwilling B sein Bruder
A rascher altern, andererseits sollte aber auch der Zwilling A an seinem Bruder B
einen schnelleren Alterungsprozel beobachten. Das sei, so heifit es, paradox; der
einzige Ausweg bestehe darin, dafl beide Zwillinge gleich schnell gealtert seien.
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Gegen diese Argumentation ist einzuwenden, daf} die Situation fiir A und B kei-
neswegs so symmetrisch ist, wie in dieser Uberlegung stillschweigend angenommen
wird. Die Weltlinie von A ist ndmlich gerade, die Weltlinie von B dagegen muf ir-
gendwo gekriimmt sein, wenn B zu A zuriickkehren will. Dieser Unterschied besteht
in jedem Inertialsystem. Er macht sich u.a. darin bemerkbar, daf§ B im Gegensatz
zu A eine Beschleunigung erfahrt. Man konnte deshalb auf die Idee kommen, diese
Beschleunigung als die eigentliche Ursache des unterschiedlichen Alterns von A und
B anzusehen und den Effekt damit in den Bereich der allgemeinen Relativitétstheo-
rie zu verweisen.

Auch diese Ansicht ist jedoch, wie wir sehen werden, irrig. In der Tat laf3t
sich ja die Weltlinie von B so einrichten, daf} sich auch B fast immer geradlinig-
gleichférmig, d.h. beschleunigungsfrei bewegt. In Abb. 7.5 ist eine solche Situation
dargestellt, in der die Weltlinie von B stiickweise gerade ist; nur in sehr kleinen (im
Prinzip beliebig kurzen) Intervallen treten Beschleunigungen auf, um die Richtung
der Geschwindigkeit zu &ndern. Es wire sehr seltsam, wenn der gesamte Altersun-
terschied in diesen (im Prinzip beliebig kurzen) Beschleunigungsphasen aufgesam-
melt wiirde. Eine derartige stiickweise gerade Weltlinie wird von Skeptikern auch
herangezogen, um zu argumentieren, daf die Situation zwischen A und B eben doch
symmetrisch sei, da die kurze Beschleunigungsphase keinen Einflufl haben koénne.

Abb. 7.5: Zwillingsexperiment: Weltlinie des daheimbleibenden Zwillings A und
stiickweise gerade Weltlinie des reisenden Zwillings B im Inertialsystem von A
(zwei Raumdimensionen sind unterdriickt)

Die spezielle Relativitéitstheorie sagt natiirlich auch fiir stiickweise gerade Welt-
linien unterschiedliches Altern von A und B voraus. Der Effekt ist dann sogar be-
sonders leicht zu berechnen. Wenn die Geschwindigkeiten auf den beiden geraden
Stiicken der Weltlinie von B in Abb. 7.5 durch +v gegeben ist, so ist

T2 = \/1—'[)2/02 (tg—tl) < to—11 .

Die Weltlinien von A und B sind aber grundsétzlich verschieden, nédmlich einer-
seits gerade und andererseits nur stiickweise gerade. Der Zwillingseffekt ist nicht
dynamischer, sondern rein geometrischer Natur.
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In einem Dreieck mit drei positiv zeitartigen Seiten x, y und z = = + y ist,
gemessen in der Lorentz-Metrik 7, die Seite z ldnger als die Seiten x und y zusam-
mengenommen: Es gilt ndmlich

22 = 2242z y+y?.

Die Grofle 2z-y wertet man am besten im Ruhesystem von x aus:

20y = 22%° = 2222+ y? > 2/a2 V2

Also ist wirklich

2
2> 2V Py = (Va2 V)
d.h.
V22 > a2 y? (7.94)

Dem Zwillingseffekt liegt die Dreiecksgeometrie in der Lorentz-Metrik zugrunde: Er
ist geometrisch in dem Sinne, daf ein ,,Umweg* in der Raum-Zeit in der Lorentz-
Metrik zu einer kiirzeren Eigenzeit fiihrt. Die Lorentz-Metrik verhélt sich hier an-
ders als die Euklidische Metrik, in der bekanntlich je zwei Seiten eines Dreiecks
zusammen lénger als die dritte sind. Zwar ist es richtig, dal die Weltlinie von B
ohne jede Beschleunigung nicht verwirklicht werden kann, aber es wére abwegig,
diese Beschleunigung als Wirkursache fiir den Altersunterschied von A und B anzu-
sehen, so wie es verfehlt wire, die Knicke in den Ecken eines Dreiecks als wirkende
Ursache dafiir anzunehmen, dafl das Dreieck geschlossen ist und dafl je zwei Seiten
zusammen lédnger sind als die dritte.

Wir wollen uns das Zustandekommen des Altersunterschiedes klarmachen, in-
dem wir ein einfaches Beispiel genauer durchrechnen (vgl. Abb. 7.6). A mdge in
einem Inertialsystem I ruhen, wéhrend sich B, von I aus gesehen, zunéchst im
Zeitintervall 0 <t <T/2 mit der Geschwindigkeit v von A entfernt und dann im
Zeitintervall T/2 <t <T mit der Geschwindigkeit —v zu A zuriickkehrt, um zur
Zeit t =T wieder mit A zusammenzutreffen. Beide, A und B, verabreden, einander
Vo mal pro Sekunde Eigenzeit Lichtsignale zuzusenden, um so ihren Partner iiber
ihren Alterungsprozefl auf dem laufenden zu halten. Wir wollen berechnen, wann
die Lichtsignale des Partners bei A bzw. B eintreffen. Hierzu geben wir zunéchst
die Weltlinien an, wobei wir als Bahnparameter die jeweilige Eigenzeit verwenden.
(Die Eigenzeit fiir A ist einfach ¢, also die Zeitkoordinate in I, die Eigenzeit fiir B
ist dagegen T =t/ + const.):

Weltlinie von A: x4 (t) (ct,0)

Weltlinie von B:  zp(7) { y7(ev) fir - 0<7<T/2y

T(0,v) +y7(c,—v) fir T/2v<7<T/y
Weltlinien der (o) = za(tn) +o1(c,+¢); tn = n/wo
Signale von A:

Weltlinien der Mn(o2) = xp(mh) +o2(c,—¢); T = n/wg
Signale von B:
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Abb. 7.6: Zwillingsexperiment: Zum Zustandekommen des Altersunterschiedes;
Néheres siehe Text (zwei Raumdimensionen sind unterdriickt)

Die Ankunftzeiten der ausgesandten Signale berechnet man ganz einfach aus den
Schnittpunkten der Weltlinien. Mit § = v/¢ findet man:

Ankunft der Signale von A bei B:

n 1+0 . -
— _ < <
~ W\ 15 fir 0<7, <T/2vy
Tn = 3
n 1-—
— 4+ T —_— fuir T/2v<7,<T
(Z410) (155t T/m<h<Th

1
% % fir  0<n/vy <T/2y
t = dh 0<t, <(T/2)(1+0)
n 1 _
vﬁo ﬁ + T8 fir T/2y<n/w<T/y
dh. (T/2)(1+8) <ty <T

Man entnimmt diesem Ergebnis:

a) Sowohl A als auch B unterscheiden zwei Phasen: In der ersten Phase kommen
Signale von dem sich entfernenden Partner, in der zweiten Phase kommen
Signale von dem sich nidhernden Partner.

b) Fiir A wie fiir B ist in der ersten Phase die Eintreffhiufigkeit

1-p
VT = 1y —

1+

im Vergleich zu vy erniedrigt, in der zweiten Phase die Eintreffhaufigkeit
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vy = v 4| LB
2 = W13
im Vergleich zu vy erhoht; die Faktoren
1-8 bzw 1+6
1+ 4 1-p

sind dabei genau die relativen Frequenzénderungen des Doppler-Effektes. Sie
sind fiir A und B gleich; insofern herrscht also wirklich Symmetrie zwischen
A und B. Wenn die Weltlinie von B gerade wire, dann gébe es nur die erste
Phase, und die Symmetrie zwischen A und B wére vollsténdig.

¢) Eine Asymmetrie geometrischer Art kommt dadurch hinein, daf fiir B bei-
de Phasen genau die Héilfte seiner Eigenzeit dauern, wihrend fiir A die
erste Phase im Intervall 0 <t¢ < (T7/2)(1+ ) und die zweite im Intervall
(T/2)(1+ B) <t <T herrscht: Fiir A dauert Phase 1 linger als Phase 2.

d) Die Gesamtzahl der ankommenden Signale ist

fiir B:
NB _ TZ/O 17 TZ/O 1+
1+ 1—
T
- ;0 1—B+14+p) = Ty .
fiir A:
Ty 1-p Ty 1+
Ny = —2(1 - -T2
= TVO\/1—52.
Also ist

= 1-8Ng < N,

d.h. A empfingt weniger Signale als B: B ist weniger gealtert als A. Die Asym-
metrie kommt dadurch zustande, daf fiir A die Phase erhohter Signalh#dufig-
keit kiirzer ist als die Phase erniedrigter Signalh&ufigkeit. Der Altersunter-
schied wird demnach in der Zeitspanne angehduft, in der sich A und B in
verschiedenen Phasen finden, nicht etwa in der (beliebig kurzen) Beschleuni-
gungszeitspanne.

Die letzten Zweifel an der Realitit des Zwillingsphinomens sollten von experi-
menteller Seite mit der erfolgreichen Chronometerreise von Hafele und Keating
ausgerdumt sein, bei der eine Prézisionsuhr in einem Linienflugzeug um die Welt
transportiert und der Gangunterschied zu einer ruhenden Uhr gleicher Bauart be-
stimmt wurde.
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Kehren wir nach diesem Exkurs zur relativistischen Kinematik zuriick. Der
Vierervektor

dx
= = 7.95
u = - (7.95)
heilt Vierergeschwindigkeit; offenbar gilt
dx dt c
g 7.96
w= Bd_ (v) | (7.96)
wobei wie zuvor v = dx/dt die gewshnliche Geschwindigkeit ist. Man sieht, daf§
dz >
2 2
S il = . 7.97
b <d7’> ¢ ( )
Weiter definiert man die Viererbeschleunigung
du d’x
und bekommt du d .
_dudt 45 (0 Y*v-a (¢
o= GE =) 22 (5). (7.99)

wobei a = dv/dt = d*x/dt* die gewohnliche Beschleunigung ist'. Wegen GI.
(7.97) gilt
du d
2u-— = —(w?) =0
Y dr(u) ’
d.h.
u-a = 0. (7.100)

Hieraus folgt, dal a ein raumartiger Vierervektor ist, denn w ist ja ein zeitartiger
Vierervektor. Im momentanen Ruhesystem des Massenpunktes gilt

u = (S) . a = (2) (7.101)

Als einfaches Beispiel fiir ein Problem der relativistischen Kinematik diskutie-
ren wir die gleichméfig beschleunigte Bewegung, wobei wir uns der Einfachheit
halber auf die lineare Bewegung in einer Raumdimension beschrinken. (Im fol-
genden steht also z(7) bzw. v(7) fiir die nichttriviale rdumliche Komponente des
Vierervektors, der zuvor als x(7) bzw. u(7) bezeichnet worden war.) Eine solche
gleichméfig beschleunigte Bewegung ist auf Lorentz-invariante, d.h. vom Inertial-
system unabhéngige Weise durch die Bedingung

du\” 9
o = — a° = const. (7.102)

Im Fall der Viererbeschleunigung weichen wir also von unserer sonstigen Konvention ab: Der
aus den rdumlichen Komponenten der Viererbeschleunigung a gebildete dreidimensionale Vektor
ist nicht in jedem Inertialsystem gleich der gewohnlichen Beschleunigung a; vielmehr ist dies
gemiB Gl. (7.99) und Gl. (7.101) nur im Ruhesystem des Teilchens der Fall.
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gekennzeichnet, und es wird sich als giinstig erweisen, mit der Rapiditat 6 des
momentanen Ruhesystems des Massenpunktes relativ zum Ruhesystem des Mas-
senpunktes zu Beginn der Bewegung, als Funktion der Eigenzeit 7, zu arbeiten.
Wegen

8 = tanh® , ~ = coshf , [~ = sinhf

(vgl. Gl (7.42) und Gl. (7.44) ist ndmlich

B cosh 6 B ie sinh 6
U= €\ sinh6 v &= €7\ cosh

und somit

4 _ a
dr ¢
ergibt, mit der Losung
0(t) = at/c (7.103)
zur Anfangsbedingung 6(0) = 0. Damit wird
B(r) = tanh(at/c) , (7.104)
dt
= = ~v(r) = cosh(ar/c) , (7.105)
-
ldr B(7) v(r) = sinh(at/c) (7.106)
cdr v o ’ :

sowie durch Integration nach 7 mit den Anfangsbedingungen ¢(0) = 0, z(0) = x¢
tr) = g sinh (a7 /c) (7.107)

x(r) = % cosh (at/c) + xo . (7.108)

Indem wir 7 durch t ausdriicken, erhalten wir schliefSlich

x(t) = %j\/lJr(at/c)Q + 0, (7.109)

t
o(t) = (7.110)
1+ (at/c)®
Speziell sehen wir, dafl ¢t — oo &quivalent ist zu 7 — oo, und daf fiir grofle Zeiten
z(t) ~ et , v(t) ~ ¢ fir ¢— oo, (7.111)

wahrend wir fiir kleine Zeiten die Newtonsche Naherung wiederfinden:

z(t) ~ 2at® + 29 , o(t) ~ at fir at<ec. (7.112)
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7.6 Kovarianter Formalismus

Im Verlauf der bisherigen Diskussion der speziellen Relativitédtstheorie haben wir
zunéchst die eigentlichen orthochronen Poincaré-Transformationen als Koordina-
tentransformationen zwischen Lorentz-Systemen (d.h. Inertialsystemen mit natiirli-
chen Koordinaten) identifiziert und dann die Struktur dieser Transformationen
analysiert sowie einige der sich daraus ergebenden physikalischen Konsequenzen
behandelt. Wir wenden uns nun dem Einsteinschen Relativitétsprinzip im eigent-
lichen Sinne zu: In seiner vollen Allgemeinheit besagt es, dafl alle physikalischen
Gesetze in allen Lorentz-Systemen die gleiche Gestalt haben miissen oder, anders
ausgedriickt, forminvariant sein miissen unter eigentlichen orthochronen Poincaré-
Transformationen. Mathematisch bedeutet dies, dafl alle physikalischen Gesetze
relativistisch kovariant geschrieben werden kénnen, d.h. als Gleichungen zwischen
Groflen, die sich in natiirlicher Weise unter der eigentlichen orthochronen Poin-
caré-Gruppe transformieren. Zur Uberpriifung einer gegebenen Theorie auf ihre
Vertréglichkeit mit dem Einsteinschen Relativitétsprinzip ist es also zuné&chst er-
forderlich, die darin vorkommenden physikalischen Groéflen zu Skalaren, Vektoren
oder allgemeiner Tensoren iiber dem Minkowski-Raum R* zusammenzufassen; man
spricht auch von Welt- oder Viererskalaren, Welt- oder Vierervektoren bzw. Welt-
oder Vierertensoren. Beispiele fiir diese Vorgehensweise haben wir bereits im Rah-
men der im letzten Abschnitt diskutierten relativistischen Kinematik von Punkt-
teilchen kennengelernt, z.B. die Eigenzeit 7 als Weltskalar oder den Vierervektor x,
die Vierergeschwindigkeit v und die Viererbeschleunigung a als Weltvektoren. Wei-
tere Beispiele sind der (ebenfalls schon benutzte) gewshnliche Differentialoperator
d/dr als Weltskalar, der partielle Differentialoperator

10
0= (0,V)= |-,V 7.113
@.v) = (157 (7.113)
als Weltkovektoroperator und sein Quadrat, der Wellenoperator oder d’Alembert-

Operator ,
9 10
o =0 = 290 A (7.114)
als Weltskalaroperator.

Der natiirliche Formalismus zur Behandlung relativistisch kovarianter Theo-
rien ist also die im Anhang behandelte Tensoralgebra und Tensoranalysis, und
zwar iiber dem Minkowski-Raum R*. Dessen Geometrie ist durch das indefinite
Skalarprodukt n festgelegt, und die Lorentz-Transformationen sind gerade die Iso-
metrien dieses vierdimensionalen pseudo-Euklidischen Vektorraums. Im Gegensatz
zur Tensorrechnung im dreidimensionalen Euklidischen Raum sind aber Vektoren
und Kovektoren, sowie allgemeiner kontravariante und kovariante Tensoren, hier
wohl zu unterscheiden. Im Indexkalkiil, den wir im folgenden verwenden wollen,
wird die Beziehung zwischen kontravarianten und kovarianten Komponenten durch
Heraufziehen und Herunterziehen von Indizes mit dem Skalarprodukt 7 hergestellt;
dabei bleiben die zeitlichen Komponenten numerisch invariant, wihrend die rdum-
lichen Komponenten ihr Vorzeichen wechseln. Andererseits wollen wir auch wei-
terhin der Konvention folgen, dafl obere und untere Indizes fiir Komponenten von
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dreidimensionalen Vektoren nicht unterschieden werden miissen, und verabreden
deshalb, Komponenten von Dreiervektoren mit entsprechenden Komponenten von
Vierervektoren (Indizes oben) und nicht von Viererkovektoren (Indizes unten) zu
identifizieren; die (vorldufig) einzige Ausnahme von dieser Regel bildet der oben ein-
gefiihrte Differentialoperator 9. Schlief3lich vereinbaren wir noch, fiir Vierervektoren
wie auch fiir Viererkovektoren von nun an die Zeilenschreibweise zu verwenden. Es
gilt also beispielsweise:

o = (ct+)

7.115
z, = (ct,—x), ( )
ut = 7(0,-1—’0), (7 116)
u, = v(c,—v), ’
2, 2,
ot - 72(7 va,+a+wgav>7
c c
L (fva ___¥va (7.117)
12 c ’ C2 9
aber
10
o = |-—,-V
<c€)t’ > ’ (7.118)
10 )
o, = |-——,+V | .
. (cc’)t’+ )

7.7 Relativistische Dynamik
eines Punktteilchens

Geméifl dem im letzten Abschnitt aufgestellten Postulat der relativistischen Ko-
varianz fithren wir zur Formulierung der relativistischen Mechanik eines Punkt-
teilchens zunéchst zwei weitere Vierervektoren ein: Der Viererimpuls p ist einfach
proportional zur Vierergeschwindigkeit u, die Viererkraft F' dagegen zur Viererbe-
schleunigung a:

pt = mut. (7.119)
F* = ma* . (7.120)
Aus Gl. (7.97) bzw. Gl. (7.100) ergibt sich dann
pup" = plpy = PP = (me)®, (7.121)
bzw.
puF" = p'F, = p-F = 0. (7.122)

Dabei ist m eine positive reelle Konstante (also ein Viererskalar), die als die Ruhe-
masse des Teilchens bezeichnet wird.
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Zur Interpretation der Gleichungen (7.119)—(7.122) schreiben wir zunéchst mit
Hilfe der Gleichungen (7.116) und (7.117):

P= my(ew) (7.123)
2 . 2 .

F“:m72<’yva,a+7vav>. (7.124)
C

c2

Durch Entwicklung nach Potenzen von 8 = v/c¢ erhalten wir in niedrigster Ord-
nung

E = ¢p’ = \/#72/02 = mc® + Imo? + ..., (7.125)
p:\/%w:mv-l—... , (7.126)

cF? = % =wv-ma+ ... |, (7.127)
po_ma o omlvav (7.128)

102/ ' (1-v2/c2)2

Vergleich mit der Newtonschen Mechanik liefert unmittelbar die physikalische Inter-
pretation von Viererimpuls bzw. Viererkraft: Thre rdumlichen Komponenten sind
die relativistischen Verallgemeinerungen des gewohnlichen Impulses py = mwv
bzw. der gewohnlichen Kraft Fpy = ma, ihre zeitlichen Komponenten dagegen
(nach Multiplikation mit ¢) die relativistischen Verallgemeinerungen der kineti-
schen Energie Ex = $mv? bzw. der Leistung Ly = v-Fy. (Der Index N
soll andeuten, daf} es sich um die aus der Newtonschen Mechanik wohlbekannten,
nichtrelativistischen Ausdriicke handelt.) Demnach ist Gl. (7.120) als die relati-
vistische Bewegungsgleichung eines Punktteilchens anzusehen; diese erweitert und
vereinigt in relativistisch kovarianter Weise die Newtonsche Bewegungsgleichung
und die sich daraus ergebende Energiebilanz. Aus Gl. (7.128) ersehen wir ferner,
dafl die Konstante m wirklich die Ruhemasse des Punktteilchens ist, also der Ko-
effizient, der seine Triigheit im momentanen Ruhesystem beschreibt. In der Tat:
Fiir kleine Geschwindigkeiten gilt ndherungsweise p = mwv. Die exakte Beziehung
zwischen Impuls und Geschwindigkeit jedoch lautet p = m~ywv. Das bedeutet, dafl
in bewegten Bezugssystemen die triage Masse — als Koeffizient zwischen der wirken-
den Kraft und der durch sie erzielten Beschleunigung — gegeniiber der Ruhemasse
um den Faktor + erhoht erscheint; man bezeichnet dieses experimentell mit hoher
Genauigkeit bestitigte Phinomen daher auch als relativistische Massenzunahme.
(Der Effekt macht sich insbesondere bei Teilchenbeschleunigern bemerkbar und
muf} bei deren Konstruktion natiirlich beriicksichtigt werden.) Dennoch ist es aus
theoretischer Sicht ungiinstig, den Faktor m~y als Masse zu bezeichnen, denn er ist
zwar ein Skalar, aber kein Weltskalar: Lorentz-invariante Bedeutung hat nur die
Ruhemasse.

Wie bereits erwahnt und auch durch die in Gl. (7.125) verwendete Notation
angedeutet, ist die zeitliche Komponente des Viererimpulses in der relativistischen
Mechanik als Gesamtenergie zu deuten:

E = ¢p°. (7.129)
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Insbesondere enthilt also die Gesamtenergie den konstanten Beitrag
Ey = mé? (7.130)

der der Ruhemasse proportional ist und als Ruheenergie bezeichnet wird: Diese
Proportionalitdt von Ruhemasse und Ruheenergie ist wohl die beriihmteste Vor-
hersage der speziellen Relativitédtstheorie. Sie ergibt sich in natiirlicher Weise aus
der Notwendigkeit, die Grundgesetze der Mechanik mit dem Einsteinschen Relati-
vitatsprinzip in Einklang zu bringen. Die hier angegebene Herleitung allerdings ist
zwar plausibel, aber noch keineswegs zwingend, denn es wére durchaus denkbar,
daf} sich die Gesamtenergie E von der (mit ¢ multiplizierten) zeitlichen Kompo-
nente des Viererimpulses um eine additive Konstante unterscheidet: Beispielsweise
konnte anstelle von Gl. (7.125)

1
E = ¢p® —mc® = mc? ( - 1) = imo? + ... (7.131)

V1—v2/c?

gelten, denn im Limes kleiner Geschwindigkeiten wire auch dies mit der Newton-
schen Mechanik vertriglich, da dort die Gesamtenergie ohnehin nur bis auf eine
additive Konstante bestimmt ist. Um diese Moglichkeit auszuschlieBen und die
Konstante auf den durch Gl. (7.125) gegebenen Wert festzulegen, betrachte man
die Erhaltungssétze fiir die Gesamtenergie und fiir den gesamten rdumlichen Impuls
fiir Systeme von Punktteilchen bei Abwesenheit duflerer Krifte, z.B. bei Streupro-
zessen: Diese Erhaltungssétze kénnen dann und nur dann zu einem einzigen Erhal-
tungssatz fiir den Viererimpuls zusammengefafit werden, wenn die Gesamtenergie

durch Gl. (7.129), also
E = /m2c* + 2|p|? (7.132)

gegeben ist — ohne additive Konstante.

Es ist hervorzuheben, dafl der Erhaltungssatz fiir den Viererimpuls in abge-
schlossenen Systemen fiir alle — elastische wie inelastische — Streuprozesse gilt.
Insbesondere duflert sich bei gebundenen Zustinden die Bindungsenergie als Mas-
sendefekt: Die Masse eines gebundenen Zustandes ist kleiner als die Summe der
Massen seiner Bestandteile. Auf dieser Tatsache beruht z.B. die Energiefreisetzung
in Sternen durch Kernfusion, so dafl schon der Schein unserer Sonne, und damit un-
sere blofe Existenz, Beweis genug ist fiir die Richtigkeit der Einsteinschen Formel
(7.130).

Eine besondere Situation, die aber sehr wichtig ist, tritt fiir den Fall ein, daf} die
Ruhemasse m verschwindet. Die Weltlinien solcher masseloser Teilchen sind licht-
artig, und die zwischen zwei Ereignissen auf einer lichtartigen Kurve verstreichende
Eigenzeit ist geméf Gl. (7.90) stets gleich Null. Die Eigenzeit ist also zur Parame-
trisierung der Weltlinien masseloser Teilchen ungeeignet, und es gibt auch keinen
anderen irgendwie ausgezeichneten Lorentz-invarianten Bahnparameter. Insbeson-
dere sind also Vierergeschwindigkeit und Viererbeschleunigung masseloser Teilchen
nicht definiert, und einzig der Viererimpuls p* hat, wie sich herausstellt, noch phy-
sikalische Bedeutung. Auch die Viererkraft namlich ist, als Ableitung des Vierer-
impulses nach der Eigenzeit, nicht definiert, und der Versuch, durch Ubergang zu
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einem anderen Lorentz-invarianten Bahnparameter eine alternative Definition der
Viererkraft zu geben, scheitert an der Tatsache, dafl es eben keinen physikalisch
ausgezeichneten derartigen Parameter gibt, so dafl die blole Auswahl eines geeig-
neten Bahnparameters der Bewegungsgleichung einen physikalisch unakzeptablen
Aspekt der Beliebigkeit verleihen wiirde. Bei Beteiligung masseloser Teilchen ver-
wendet man daher anstelle einer Bewegungsgleichung die Bilanzgleichung fiir den
Viererimpuls.

Als Anwendung betrachten wir die Compton-Streuung, also die elastische Streu-
ung zwischen Photonen () und Elektronen (e™).

Teilchen : ¥y + e — v + e
Viererimpulse : g + p = ¢ + 7
Esist ¢> =¢? =0 und p? = p? = (mc)?, wobei m die Ruhemasse des Elektrons
bezeichnet. Ferner sei 6 der Streuwinkel des Photons, gemessen im Ruhesystem des
einlaufenden Elektrons; dann gilt in diesem System

p = (mc,0) und q-q" = |q||¢'|cos® = ¢°¢°cosh,

also

2
a—d+p =9 = ((¢g-d)+p)° =p% = @@-d¢)p=1qq

/

= mc(q" —¢°) = ¢°¢° (1 —cosb)

1 1
— mc qT_qW = 1—cosf .

Benutzt man noch die der Quantenmechanik entlehnte Beziehung E = v zwischen
der Energie FE eines Photons und der Kreisfrequenz w der entsprechenden elektro-
magnetischen Welle, so ergibt sich die fiir die Compton-Streuung charakteristische
Beziehung zwischen Frequenzverlust und Streuwinkel

2711
mc(_) = 1—cosf . (7.133)

h W w

Als weiteres schones Anwendungsbeispiel fiir den Satz von der Erhaltung des
Viererimpulses wollen wir noch die Rakete im Rahmen der speziellen Relativitéits-
theorie diskutieren; dabei werden wir uns der Einfachheit halber wieder auf die
lineare Bewegung in einer Raumdimension beschréanken und diese durch die in der
Rakete verstreichende Eigenzeit 7 parametrisieren. Der Antrieb einer Rakete er-
folgt durch Ausstofl von Gasen, bestehend aus Teilchen der Ruhemasse mg, die
mit der Geschwindigkeit v, = ¢8, ausstromen sollen; dabei wollen wir den Fall
mo =0, vy = ¢, B, =1 (Photonenrakete) in unsere Betrachtung mit einbeziehen.
Dazu definieren wir zunéchst

M(r) = verbliebene Ruhemasse der Rakete zur Eigenzeit 7 ,

u(t) = Vierergeschwindigkeit der Rakete zur Eigenzeit 7 ,

p(t) = Viererimpuls der Rakete zur Eigenzeit 7 ,
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sowie

Viererimpuls eines einzelnen vom Antrieb
zur Eigenzeit 7 ausgestoflenen Teilchens,

Anzahl der zur Eigenzeit 7 im Eigenzeit-
intervall d7 ausgestoflenen Teilchen,

u(t) = c(y(7), B(T)(1)) = c(coshb(r), sinh (7)) ,
p(r) = M(7)u(r) .

Damit lautet der Erhaltungssatz fiir den Viererimpuls des Gesamtsystems aus
Rakete und Gas

(7.134)

dp(t) + dn(7) qu(T) = 0,
d.h.
dM du  dp
WU"‘ME = E = Vqq - (7135)

Aus dieser Beziehung ergibt sich, unter Benutzung von Gl. (7.97) und Gl. (7.100),
durch skalare Multiplikation mit u einerseits

dM dM du
277 = . _— _ = — .
¢ — u < 7 U + M dT) TN (7.136)

und durch Quadrieren andererseits

dM > du\?
e (dT) + M? (C;:) = 1262 . (7.137)

Da u zeitartig ist und ¢, zeitartig oder lichtartig, gilt « - ¢, # 0, und wir kénnen
mit Hilfe von Gl. (7.136) die Teilchenstromrate v aus Gl. (7.137) eliminieren. Dann

wird
2 () e (' de
dr dr (u-qq)? \ dr ’

1 [du)? q2c? 1 [(dM\®
‘@(m) _ (1_(u-qa)2)]\/[2<dT> . (7.138)

Im Fall mg=0 ist ¢g2=0 und der Vorfaktor in Gl. (7.138) gleich 1. Im Fall mgq >0
148t sich der Vorfaktor in Gl. (7.138) am einfachsten im momentanen Ruhesystem
der Rakete auswerten; dort gilt

d.h.

u = (C,O) y da = m00(7a,ﬁa7a) = U-qq = mOCQP)/a , qg = mgc2
q202
= 1-—t = =1-77 =4 .

(u-ga)?
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Wir erhalten also in jedem Fall

2 2 2 2
1 M
AN L (du)\T B (dMAT (7.139)
dr ¢ \dr M2\ dr
(die erste dieser beiden Gleichungen folgt aus Gl. (7.134)). Nehmen wir noch an,

dafl § mit 7 monoton zunimmt (was ggf. durch die Substitution 6 — —6 zu
erreichen ist), so 148t sich hieraus eindeutig die Wurzel ziehen:

do Bo dAM

_— = - —=—. 7.140

dr M dr ( )
Bei konstanter Ausstromgeschwindigkeit v, = ¢8, kann diese Differentialgleichung
elementar integriert werden, und die Losung zur Anfangsbedingung 6(79) = 0 mit
M(79) = My lautet

_ M(7)
0(r) = — Baln My
B(r) = tanh <—ﬁa lnﬂﬁz)) : (7.141)
~v(7) = cosh (—ﬂa In ]\ﬁ[;)) ,

oder

()

Br) = —— 5
1+ (M(T) ) o
M, (7.142)
L M)\ M)\
v<T>2<(MO) + (A ,
Im nichtrelativistischen Grenzfall ist dies die bekannte Raketengleichung
M

v(t) = — g lnﬂ . (7.143)

0

Die erreichte Endgeschwindigkeit hiangt jedenfalls nur von der Ausstromgeschwin-
digkeit v, und vom Verhiltnis zwischen Anfangs- und Endmasse der Rakete ab. Zur
Maximierung der Endgeschwindigkeit erscheint es daher vorteilhaft, v, moglichst
grof} zu wihlen; am giinstigsten wire dabei eine Photonenrakete mit v, =c. Eine
Photonenrakete hat jedoch ihre eigenen Probleme, die sich besonders deutlich zei-
gen, wenn man die erreichbare Beschleunigung a mit der im Raketenmotor zur
Verfiigung stehenden Leistung L vergleicht. Durch Auswertung von Gl. (7.139)
bzw. (7.140) im momentanen Ruhesystem der Rakete erhilt man némlich geméis
Gl. (7.101)
vg AM

= Dl 7144
@ M dr (7.144)
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wéhrend die Leistung L des Raketenmotors durch

L = — d—MC2 — move? (7.145)
dr

gegeben ist: Vom momentanen Ruhesystem der Rakete aus betrachtet, setzt sich
ndmlich der zur Eigenzeit 7 im Eigenzeitintervall dr eintretende Verlust dM an
Ruhemasse der Rakete (dM < 0) aus der Umsetzung von Masse in Energie im
Raketenmotor (—Ld7/c?) und dem Verlust durch den Ausstof der Gasteilchen
(—movdr) zusammen. Im Fall mg >0 148t sich der zweite Term in Gl. (7.145) unter
Benutzung von Gl. (7.136) umformen:

aM aM 2
L = — —c— moy® = —02<1—m00).
U+ Qaq

dr dr

Nun gilt im momentanen Ruhesystem der Rakete

u = (C,O) y GQa = mOC(’Yaaﬁa'Ya) = U-(Gq = mOCQVa

2
TE = VIR

U - qa

Wir erhalten also in jedem Fall

L = — %62 (1—+/1-p2), (7.146)

und durch Kombination mit Gl. (7.144) ergibt sich folgende Relation zwischen der
spezifischen Leistung L/M des Raketenmotors und der erzielten Beschleunigung a:

Lo 1=vi=f: (7.147)

M4,
Im nichtrelativistischen Grenzfall (8, < 1) reduziert sich dies auf

L
7= 1v.a (7.148)

im ultrarelativistischen Grenzfall (5, =1) dagegen auf

L
e (7.149)

Um mit einer Photonenrakete eine Beschleunigung von ca. 10 Meter pro Sekunde?
zu erzielen, bendtigt man demnach eine spezifische Leistung von ca. 3 Gigawatt
pro Kilogramm — was utopisch erscheint.

Zum Abschlufl berechnen wir noch den Wirkungsgrad n der Rakete, also das
Verhiltnis der kinetischen Energie T' der Rakete bei Brennschlufl 7 zur Arbeit A,
die vom Raketenmotor insgesamt geleistet wurde, unter der Voraussetzung kon-
stanter Ausstrémgeschwindigkeit v, = ¢f,. Ist My = M(7p) die Anfangsmasse
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und M; = M(m) die Endmasse der Rakete sowie © = M;/My (z < 1) deren
Verhiltnis, so gilt einerseits

T = Mic*(m—1),
und andererseits nach Integration von Gl. (7.146)
A = (M()—M1)02 (1— \/1—ﬂ3) y

also wegen Gl. (7.141)

_ T _  x cosh(fglnz)—1  z xla + p=Fa -2 (7.150)
TTAT T g Tea-im)
Im nichtrelativistischen Grenzfall (8, < 1) reduziert sich dies auf
n = — Iz, (7.151)

1—x

mit einem Maximum bei 1/x = 4,93, n = 0,647, im ultrarelativistischen Grenzfall
(Ba>>1) dagegen auf

n=3(1-1), (7.152)

d.h. der Wirkungsgrad einer Photonenrakete ist stets < 50%.

7.8 Kovariante Formulierung
der Elektrodynamik

Wie schon zu Beginn dieses Kapitels erwéhnt wurde, ist die zum Postulat erhobene
Beobachtung der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit Ausgangspunkt der speziellen
Relativitatstheorie. Da Licht eine elektromagnetische Erscheinung darstellt, ist zu
erwarten, dafl die Elektrodynamik relativistisch kovariant ist. Zunéchst miissen wir
also angeben, wie Groflen wie Ladungsdichte und Stromdichte, skalares Potential
und Vektorpotential oder elektrisches und magnetisches Feld zu Vierervektoren
bzw. Vierertensoren zusammenzufassen sind.

Ausgangspunkt dieser Analyse ist die durch vielfiltige experimentelle Erfah-
rung belegte Tatsache, daf§ die elektrische Ladung eine absolut erhaltene Grofe
darstellt, die zudem nur in ganzzahligen Vielfachen der sogenannten Elementarla-
dung auftritt und keinerlei Geschwindigkeitsabhéngigkeit aufweist: Die elektrische
Ladung eines Punktteilchens ist demnach eine Lorentz-invariante reelle Konstante,
also ein Viererskalar.
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Betrachten wir nun eine in einem gegebenen Lorentz-System ruhende Ladungs-
dichte po; die zugehorige Stromdichte ist also 7, =0. Von einem mit der Geschwin-
digkeit v bewegten Lorentz-System aus gesehen, erhalten wir wegen der Invarianz
der Gesamtladung und der Lorentz-Kontraktion des Volumenelementes (vgl. Gl.
(7.81)) die Ladungsdichte p = vypp; ferner liegt aufgrund von Konvektion die Strom-
dichte 7 = pv = ypov vor. Dies legt nahe, daf§ Ladungsdichte p und Stromdichte
J geméif

j“ = (Cp7]) ) j# = (Cp7 7.7) (7153)
zu einem Vierervektorfeld zusammengefafit werden kénnen, das als Viererstrom-
dichte bezeichnet wird. Damit 148t sich ndmlich der Erhaltungssatz fiir die elektri-
sche Ladung (vgl. Gl (3.1)) in kovarianter Form schreiben:

gy = 0. (7.154)
Ganz analog konnen skalares Potential ¢ und Vektorpotential A geméif
Al = (¢/ke, A) . Ay = (¢/kc,—A) (7.155)

zu einem Vierervektorfeld zusammengefafit werden, das als Viererpotential bezeich-
net wird. Damit lassen sich nunmehr sowohl die Lorentz-Eichung (3.46) als auch
die Maxwellschen Gleichungen (3.54) und (3.55) fur die Potentiale in der Lorentz-
Eichung in kovarianter Form schreiben:

O"A, = 0. (7.156)

= - 0 j . .
gAr = 92Ar Ko §* (7.157)

Die Felder erhilt man aus den Potentialen durch Differentiation: Elektrisches Feld
FE und magnetisches Feld B kénnen geméfl

—FOi = F()i = EZ'/HC,

g (7.158)
FY = Fy; = — €41 By,

zu einem antisymmetrischen Vierertensorfeld zweiter Stufe zusammengefafit wer-
den, das als Feldstirketensor bezeichnet wird. (Wir erinnern an unsere Konvention,
obere und untere Indizes von dreidimensionalen Vektoren nicht zu unterscheiden:
Speziell sind die E; bzw. B; die Komponenten von E bzw. B.) In Matrixschreib-
weise ist

0 —Ei/ke —E3/kc —E3/kc
Fuv — +E1/K/C 0 —B3 +32
+E/kc +DBs 0 -B '
—i—Eg/K)C —Bs + B 0
7.159
0 +E1/ke +Ey/ke +Es/kc ( )
F . —El/;‘ic 0 —B3 +BQ
py —EQ/KJC +Bg 0 —Bl ’

—Eg/lic —Bg +B1 0
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Damit 148t sich die Definition der Felder durch die Potentiale in den Gleichungen
(3.40) und (3.42) in kovarianter Form schreiben:

Fu = 0,A, — 0,4, . (7.160)

Ferner nehmen die homogenen Maxwellschen Gleichungen (3.5-b) und (3.5-c) die
kovariante Form
Oxbyy + OuFus + Oy Fgy = 0 (7.161)

und die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen (3.5-a) und (3.5-d) die kovariante
Form
O F" = kKuo j¥ (7.162)

al.

Das Transformationsverhalten elektromagnetischer Felder unter einem Boost
B(v) = A(n,0) 148t sich aus der Tatsache ablesen, dafl F' ein Vierertensor ist. Nach
kurzer Rechnung unter Verwendung der Gleichungen (7.47)—(7.49) findet man:

ETI = E E| = fy(EL + Kefn X B) ,
, , J&; (7.163)
I :BH s BL:’y(BlfanE).

Die Differentialformenschreibweise ist in ihrer relativistisch kovarianten Form
ebenfalls wesentlich durchsichtiger und einprégsamer als in der frither benutzten
Formulierung gem#f den Gleichungen (3.20)—(3.24): Um dies zu sehen, fithren wir
mit Hilfe der in Gl. (7.9) definierten Basis {eg,e1,e2,e3} und der dazu dualen
Basis {60,61,62,63} zwei 1-Formen

J o= Juet . A= Aye! (7.164)

und eine 2-Form

F = 1F, e'ne” (7.165)

auf dem Minkowski-Raum ein. Dann lassen sich die wichtigen Gleichungen mit Hilfe
der dufleren Ableitung d und des Sternoperators * im Minkowski-Raum formulieren;
dieser ist mit der Konvention

2 = 1 | ez = +1 (7.166)
explizit gegeben durch
x(1) = ePnelne?ned,
*(eo) = elre?ned | *(ei) = lEijkeo/\ej/\ek,
(e Ae‘) — eljke ineb *(eJ/\e ) + %ejkleOAel, (7.167)
*(el/\e /\6) = *(eo/\ej/\e) = ejklel,

(6 /\6 NE /\63)
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Damit nehmen der Erhaltungssatz fiir die Ladung, Gl. (7.154), bzw. die Lorentz-
Eichung (7.156), die Form

d+j =0 (7.168)
bzw.

d+xA =0 (7.169)
an, wiahrend die Definition der Felder durch die Potentiale

F = dA (7.170)

und die homogenen Maxwellschen Gleichungen
dFF =0 (7.171)
lauten. Die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen schliellich haben die Gestalt
—xdxF = Kugj . (7.172)

Zu den grundlegenden Gesetzen der Elektrodynamik gehort neben den Max-
wellschen Gleichungen auch die Lorentz-Kraft, deren relativistisch kovariante Form
wir noch angeben miissen: Die elektromagnetische Viererkraft F'* auf eine Punkt-
ladung ¢, die sich mit der Vierergeschwindigkeit u* entlang ihrer Weltlinie z*(7)
bewegt, ist die Lorentz-Viererkraft

F* = kqu,F" . (7.173)

Hat man es statt mit einer Punktladung ¢ mit einer allgemeinen Ladungs- und
Stromverteilung zu tun, die durch eine Viererstromdichte j* charakterisiert ist,
so ist die von einem gegebenen elektromagnetischen Feld F*¥ ausgeiibte Lorentz-
Viererkraftdichte f* gegeben durch

o= kj, (7.174)

Die rdumlichen Komponenten der Ausdriicke (7.173) bzw. (7.174) sind die rela-
tivistischen Verallgemeinerungen der Kraftgesetze (3.2) bzw. (3.3), ihre zeitlichen
Komponenten dagegen (nach Multiplikation mit ¢) die relativistischen Verallge-
meinerungen der Ausdriicke gqv-E bzw. j-E fiir die vom Feld an der Materie
geleistete Arbeit (genauer: fiir die vom Feld an die Materie abgegebene Leistung
bzw. Leistungsdichte). Auflerdem lassen sich die Gleichungen (7.173) und (7.174)
in relativistisch kovarianter Weise als zwei Varianten ein- und desselben Kraftge-
setzes identifizieren, wenn man bedenkt, dafl einer Punktladung ¢, die sich unter
dem Einflu} einer Viererkraft F'* mit der Vierergeschwindigkeit u* entlang ihrer
Weltlinie z#(7) bewegt, die Viererstromdichte

J(x) = qc/dT ut(1) 0(x — z(7)) (7.175)
und die Viererkraftdichte
i) = ¢ / dr F*(7) 8(z — 2(7) (7.176)

zuzuordnen ist; diese sind, wie zu erwarten, -funktionsartig auf der Weltlinie kon-
zentriert.
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7.9 Der Energie-Impuls-Tensor

In Kapitel 3 haben wir die Energiebilanz und die Impulsbilanz im elektromagne-
tischen Feld bereits ausfithrlich besprochen, doch lassen sich diese (dort getrennt
behandelten) Aspekte nun auf bemerkenswerte Weise vereinheitlichen. Dazu schrei-
ben wir, ausgehend von dem kovarianten Kraftgesetz (7.174), die Viererkraftdichte
f* unter Verwendung der Maxwellschen Gleichungen (7.162) und (7.161) wie folgt
um:

1
fﬂ = '%Fuﬂjn = 7FH’€8VFUH
Ho
1
= — (0"(F*F,.) — (0"F"")F,,)
Ho
1
= — (8"(F””’Fm) — %(O”F“")F,m — %(6"’F"”)Fw)
Ho
1
= — (8"(F"’”’Fm) %(O”F’m + 9" F"H) F,m)
Ho
1
- = (8V(FHK'FVN) + %(GHFK,V) Fuﬁ)
Ho
1
= — (8"(F’“’“Fm) — i(‘)“(F”"“F,m)) :
Ho
Es ist also
M= —-0,1T", (7.177)
mit einem Vierertensorfeld T#” zweiter Stufe, das wie folgt definiert ist:
1
™ = — o (A FHEEYA — LtV FRAEL) (7.178)

Der Vierertensor T heiflt Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes;
er ist symmetrisch und spurfrei:

™ =T17" | T/ =0. (7.179)
Seine Komponenten haben folgende Bedeutung:

e Seine rein zeitliche Komponente ist die Energiedichte p? des elektromagne-
tischen Feldes; vgl. Gl. (3.58):

e Seine gemischten Komponenten sind (abgesehen von Faktoren c oder 1/¢) die
Komponenten des Poynting-Vektors S, d.h. sowohl der Energiestromdichte
als auch der Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes; vgl. die Gleichun-
gen (3.59), (3.60) und (3.85):

T = T = - Ty = _T’OZSi/C:sz/C:szP'

?
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e Seine rein rdumlichen Komponenten sind (abgesehen von einem Vorzeichen)
die Komponenten des Maxwellschen Spannungstensors, d.h. der Impulsstrom-
dichte des elektromagnetischen Feldes; vgl. die Gleichungen (3.86) und (3.87):

ik __ ki __ _ _ Max __ P
™™ =T" =T =T, = — T = Jik -

Insbesondere erweist sich also in der relativistisch kovarianten Formulierung der
Elektrodynamik die — schon in Kapitel 3 beobachtete — Gleichheit (bis auf einen
Faktor c¢?) von Energiestromdichte und Impulsdichte des elektromagnetischen Fel-
des als ein Aspekt der Symmetrie des Energie-Impuls-Tensors. Auch sehen wir, dafl
die Spur des Maxwellschen Spannungstensors gleich dem Negativen der Energie-
dichte sein mu$.

7.10 Abstrahlung einer bewegten Punktladung:
Liénard-Wiechertsche Potentiale

In diesem Abschnitt wollen wir die von einer beliebig bewegten Punktladung ¢
erzeugten elektromagnetischen Potentiale und Felder bestimmen; diese lassen sich
ndmlich in geschlossener Form angeben. Aus Kapitel 6.2 wissen wir zunéchst, dafl
sich die Losung der Feldgleichung (7.157) fiir die Potentiale in der Lorentz-Eichung
zu retardierten Randbedingungen durch Faltung der Quelle mit der retardierten
Greenschen Funktion ergeben, d.h. es gilt?

At(z) = % d*r" Grey(z — ') j*(2) , (7.180)
T
wobei
OGret(x —2') = 47w §(z — ') (7.181)
und explizit
Gret(z — ') = 20(2° —2°) 6((x — 2)?) . (7.182)
Wenn wir Gl. (7.175) hier einsetzen, erhalten wir mit Gl. (3.27)
A(z) = 1 /dT A’ 0(z° — ) 5((z — )2) uh(7) 6z — (7))
2T K Ccey
und kénnen zunichst die 2’-Integration ausfiihren:
w _ q 0_ .0 _ 2\ u
AF(x) SE—— /dT O(z” —z°(1)) 6((x — z(7))*) u*(7) . (7.183)

Auch die verbleibende 7-Integration 1&8t sich nun ausfiihren, wenn man beach-
tet, dafl das Argument der §-Funktion, als Funktion von 7 betrachtet, genau zwei
einfache Nullstellen besitzt, ndmlich an den Stellen 7.¢¢ und 74, die durch

l,O - 'TO(Tret) = |:E - x(Tret)| ; xo(Tav) - 330 = |w(7-av) — .’1}| (7184)

2Die hier benutzte und im Rahmen einer relativistisch kovarianten Theorie natiirliche Nor-
mierung der Greenschen Funktionen des Wellenoperators weicht um einen Faktor ¢ von der in
Kapitel 6 verwendeten ab.
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bestimmt sind?. Offenbar sind T,e; bzw. 7.y gerade die Parameterwerte, die zu den
DurchstofSpunkten z,t bzw. z,, der Weltlinie der Punktladung ¢ durch den vom
Beobachtungspunkt = aus aufgespannten Riickwirts-Lichtkegel bzw. Vorwirts-
Lichtkegel gehoren; die Vierergeschwindigkeit und die Viererbeschleunigung an die-
sen Durchstoflpunkten wollen wir mit e und apet bzw. Uay und a,y bezeichnen.
Auflerdem fithren wir noch die Viererskalare

Pret = E Uret * (LU - xret) 3 Pav = E Uay * (xav - -T) (7185)

sowie aus spéter ersichtlich werdenden Griinden die Vierervektoren

L — Tret Uret Lay — T Uay
Npet = ————— — , MNay = - (7.186)
Pret c Pav c

ein. (Man beachte, dal & — Zyet bzw. 2,y — 2 positiv lichtartige und ye; bzw. Uay
positiv zeitartige Vierervektoren sind; also ist pret > 0, pay > 0.) Im momentanen
Ruhesystem der Punktladung gilt

ufet = (C’ 0) ’ QTM—LL'fet = (pret7pretn) ’ nfet = (O’n) ’ (7 187)
uby, = (C7 0) ) xh, —at = (pav7pavn) , omhy = (O,TL)

(Vgl. dazu Abb. 7.7.)

Abb. 7.7: Zur Berechnung der von einer bewegten Punktladung erzeugten Poten-
tiale (eine Raumdimension ist unterdriickt)

Damit wird

I (@ —a(n)? ~2¢prer # 0

@
d :
(z — (7))

T=Tret

(7.188)
= +2pay # 0

T=Tav

3Die Indizes ,ret“ bzw. ,av¥ stehen fiir ,retardiert® bzw. , avanciert®.



152 7 Spezielle Relativitédtstheorie

und deshalb ( )
O(T — Tret) o(r —
_ 2 _ ret av
0 ((a: x(7)) ) 2 e e

Wegen der #-Funktion bleibt nur der retardierte Beitrag iibrig, und es ergeben sich
die sog. Liénard-Wiechertschen Potentiale

(7.189)

Ko G Upey
Af(z) = —— =2, (7.190)
Am Pret
Zur Bestimmung der zugehorigen Feldstéarken ist zu beachten, dal 7.t implizit
von z abhéngt; das gleiche gilt also auch fiir Z,et, Uret, Aret, Pret UNA Nper. Wir
differenzieren daher zunéchst die Bestimmungsgleichung fiir 7,¢; nach x

0 = 6“((1‘ - xret)z) = 277&)\ ('x’i - xfet) a#(xA - xi\et)
da?
= 2(!1)“ - x,riet) - 271;0\ (‘,'CM - x?et) T auTret
T 1 T=Tret
= 2(1# - xﬁet) - 2($ - xrct) * Upet, aM,rrct
und erhalten
aH — b,
ohr,, = —— et (7.191)
CPret
Daraus folgt
dz? o — zh
au v — au — v ret
Tret dr S Tret Uret CPret
du” xh — ah
auul/ — 8;4 = av ret
ret dT T Tret ret CPret
oder
8‘“17;/61; = (nitet + ufet/c) uryet/c (7192)
auu?et = (nget + u,riet/c) a?et/c (7193)
sowie
1
ap‘pret = E%,\ ((a#ufet)(x)\ - xi\et) + ufet(n#A - 8#x1%\et))
1
- E ufet + gnﬁA (afet (‘IA - x?et) - ufetul%\et) (nfet + ufet/c)
d.h. )
Opret = — Npey + gpret (et Tyer) (Mpeg + Uret/€) - (7.194)
Also wird
8”A”(m) _ Ko g pret(auulr/et) — (8upret)u?et
Am p?et
— Ko g ((n:fet + uﬁet/c) a’r/et + nf"betu’r/et
am CPret p?et

_ (a’ret i nret) (nilet + ufet/c) uryet >

02 Pret
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und daher

Ko q
Fr (LL') = 47Tp2 . (nfetu?et - n?etu/riet)
re

Kiogq (1
+ m <C (uﬁetaryet - uryetaitet) + (nitetaryet - n;/etafet) (7195)

1
T (Oret Tret) (nfetu;/et - n?et”fet)) .

Wir wollen diese Formeln auch noch in ihrer nichtrelativistischen Fassung angeben.
Dazu setzen wir

r=x—T , r =17 , n=nr/ (7.196)

und bekommen

uﬁet = ’Yretc(Lﬂret) ’
1%

2 2 2
Qret = Vret (’Yret /Gret TQrep 5 Qe + Vret (/Bret : a‘ret) IBret) ’

Pret = ’Yret(’r—l@ret'?ﬂ) = Wretr(l_lgret'n) )

e (1 Yret » ez — Yret B )
ret — — Jret > - JretMre )
’ Vret (1 716ret'n) ’ Vret (1 7ﬂret'n) *

sowie nach kurzer Rechnung

n

_ Qe T 3 .
O Vret 1— /Bret' + Vret (IBrct arct) :
Es folgt fiir das Skalarpotential
q 1 1
= - 7.197
¢(z) dmeg v 1 — B M ( )
und fiir das Vektorpotential
1
Ag) = 0a Ll Pra (7.198)

dr 1 1 =B n

wihrend wir fiir das elektrische Feld E(x) und das magnetische Feld B(x) nach
einiger Rechnung folgende Ausdriicke erhalten:

E(.I) — q i nilgret

dmeo r? 71"2et (1 - Bret'n)g

q } n X ((n — 5ret) X a’ret) (7199)
T A1 )
B(z) = L nx E(x) . (7.200)

KC
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Die Feldstérken zerfallen also in Geschwindigkeitsfelder, die von der Beschleunigung
unabhiingig sind und wie 1/r? abfallen, und Beschleunigungsfelder oder Strahlungs-
felder, die linear von der Beschleunigung abhéngen und wie 1/r abfallen.

Weitere Einsichten in die Eigenschaften der Liénard-Wiechertschen Potentia-
le und der zugehorigen Feldstdrken lassen sich durch das Studium des aus den
Gleichungen (7.199) und (7.200) resultierenden Poynting-Vektors gewinnen. Wir
wollen dies hier nicht weiter ausfithren und geben nur das Ergebnis fiir die gesamte
Leistung Wg; an, die durch eine im Unendlichen gelegene (und dort beziiglich des
gewihlten Inertialsystems ruhende) Fliche abgestrahlt wird:

2 2 2 2.2
q Aroy — (ﬂret X aret) q" Qpey
Wa, = = - . 7.201
S 6meoc? (1—p2,)3 6megcd ( )

Dies ist also die korrekte relativistische Verallgemeinerung der nichtrelativisti-
schen Larmorschen Formel (6.70): Man hat in jener Gleichung nur das Quadrat
der gewthnlichen Beschleunigung durch das Negative des Quadrates der Viererbe-
schleunigung zu ersetzen. Insbesondere ist das Ergebnis ein Viererskalar und damit
unabhéngig von der Wahl des Bezugssystems.

Fiir eine vertiefte Behandlung der Abstrahlung von bewegten Punktladungen
verweisen wir auf [Jackson, Kap. 14].



Anhang:
Mathematische Hilfsmittel

In diesem Anhang stellen wir die mathematischen Hilfsmittel zur Behandlung von
Tensorfeldern beliebiger Stufe im flachen Raum zusammen. Dabei beschrénken wir
uns auf eine moglichst knappe und iibersichtliche Zusammenfassung der benotigten
Begriffe und Ergebnisse. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung wird auf die mathema-
tische Literatur verwiesen.

A.1 Tensoralgebra

A.1.1 Vektorrdume, aktive und passive Transformationen

Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper R der reellen Zahlen.
(Wir kénnten ebensogut einen komplexen Vektorraum betrachten.) Beziiglich einer
beliebigen Basis {ei,...,e,} laBt sich dann jeder Vektor x in V eindeutig in der
Form

T = Zmiei (A1)
i=1

darstellen. Die Zahlen 2* heifien Komponenten von z beziiglich der gegebenen Basis.
Wir werden uns im folgenden der FEinsteinschen Summenkonvention anschlieBen
und das Summenzeichen unterdriicken: Uber doppelt auftretende Indizes ist also
stets zu summieren, solange dies nicht ausdriicklich ausgeschlossen wird. Gl. (A.1)
wird z.B.

r = 2'e; . (A.2)

Wir wollen auflerdem Basisvektoren in V' mit unteren und Komponenten von be-
liebigen Vektoren in V' mit oberen Indizes bezeichnen.
Eine lineare Abbildung D : V — V ist durch die Bilder der Basisvektoren e;
gegeben:
D(e;) = Dlej . (A.3)
Dann ist

D(x) = D(a'e;) = xi(D(ei)) = xi(Djev) = (D;xj) e; -
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Die Komponenten des Vektors D (z) beziiglich der Basis {ej,...,e,} sind also
gegeben durch _ o
D(z)" = Dja’ . (A4)

In der Physik wird man die Basis {e,...,e,} mit einem Koordinatensystem iden-
tifizieren; statt von den Komponenten eines Vektors x spricht man dann auch von
seinen Koordinaten. Wenn D umkehrbar ist, beschreibt die lineare Abbildung ei-
ne aktive Transformation, die auf den Vektor x wirkt und so seine Komponenten
beziiglich des vorgegebenen Koordinatensystems dndert.

Zu unterscheiden von den aktiven Transformationen sind die passiven Trans-
formationen, auch Koordinatentransformationen genannt. Hierbei wird nicht der
Vektor x geiindert, sondern die alte Basis {ey,...,e,} wird durch eine neue Basis
{€1,...,én} ersetzt. Dann wird derselbe Vektor x beziiglich der neuen und der
alten Basis jeweils verschiedene Komponenten haben:

r = z'e; = T'e; .

Die neue Basis wird sich durch die alte Basis ausdriicken lassen. Fiir das folgende
ist es zweckmiéBig, den Zusammenhang in der Form

e = (DY e, (A.5)
mit einer invertierbaren Matrix D anzusetzen. Dann ist
€ = Dgéj ) (A.6)

und der Zusammenhang zwischen den neuen und den alten Komponenten eines
beliebigen Vektors = in V' bestimmt sich aus

—q = o ] o 7 j_
r'e; = vle; = Dja’e;

zu

' = Dijal . (A7)

Mit unserem Ansatz ergibt sich also dasselbe Transformationsgesetz fiir die Kompo-
nenten wie im aktiven Fall. Der Unterschied zwischen aktiven und passiven Trans-
formationen ist in folgendem Schema zusammengefaft:

Tab. A.1: Eigenschaften von aktiven und passiven Transformationen

TRANSFORMATION | VEKTOR z | BASIS ¢; | KOMPONENTEN z

aktiv + — +
passiv — + +

Hierbei bedeutet ,,+*, daf} sich die entsprechenden Gréfien bei der Transformation
dndern, und ,,—“, daf sie unveréndert bleiben.
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In der Physik sind aktiver und passiver Standpunkt wohl zu unterscheiden,
allerdings oft gleichwertig. Der aktive Standpunkt hat den Vorteil gréfierer An-
schaulichkeit, der passive Standpunkt ist allgemeiner, da aktive Transformationen
in manchen Féllen nicht wirklich zu realisieren sind — im Gegensatz zu Umdefini-
tionen des Koordinatensystems.

A.1.2 Dualraum und duale Basis

Der Dualraum V* zu einem Vektorraum V iiber R ist definiert als die Menge der
Linearformen auf V', d.h. der linearen Abbildungen von V in den Grundkoérper R.
Offenbar ist V* selbst ein Vektorraum.

Ist {e1,...,e,} eine Basis von V, so kénnen wir ein System {e!,...,e"} von
Linearformen auf V wie folgt definieren:

ei(ej) = o (A.8)
Allgemein projiziert ¢! jeden Vektor auf seine i-te Komponente:
e'(r) = ei(asjej) = 27 ei(ej) = xjc?;- = 2.
Diese Linearformen sind als Vektoren in V* linear unabhéngig, da

r.e' = 0 — 0 = xiel(ej) = z,0; = x5,

und sie bilden eine Basis von V*. Fiir * e V* und x €V gilt ndmlich
*(z) = z*(z’e;) = 2'2(e;) = €'(x)zx*(e;) = (z*(es)e’)(z) .

Die Basis {e!,...,e"} heifit die zur Basis {e1,...,e,} duale Basis, und beziiglich
dieser Basis 148t sich jeder Vektor z* in V* eindeutig in der Form

¥ = ze (A.9)

darstellen, wobei x; = z*(e;).

Man beachte, dafl wir Basisvektoren in V' mit unteren und Komponenten von
Vektoren in V' mit oberen Indizes, aber umgekehrt Basisvektoren in V* mit obe-
ren und Komponenten von Vektoren in V* mit unteren Indizes bezeichnen. Diese
duale Notation findet ihren Grund im Verhalten dieser Gréfien unter Transforma-

tionen. Die zu der gemifl Gl. (A.5) transformierten Basis {éi,...,&,} duale Basis
{et,...,e"} ist ndmlich durch

e = Diel (A.10)
gegeben, da

(Diei)(e,) = Died(D™Mhe) = DHD ™Yy el(e)

Dj(D™)i 8] = DDV = 6 = &(e) -

Also ist

et = (D7hiel, (A.11)



158 Anhang: Mathematische Hilfsmittel

und der Zusammenhang zwischen den neuen und alten Komponenten eines belie-
bigen Vektors z* in V* bestimmt sich aus

AV

i = (DY, . (A.12)

€ = (Dil)ze- , & = Dl |
) e ) o (A.13)
i = (D7)jz; , 2 = Dja’

Groflen mit oberem Index transformieren sich mit der Matrix D, Gréflen mit unte-
rem Index dagegen mit der dazu transponiert-inversen Matrix (DT)~! = (D—HT.
Den Dualraum V** des Dualraums V* von V', auch Bidualraum von V genannt,
kénnen wir mit V' identifizieren. Jedem Vektor x €V 148t sich ndmlich durch die
Vorschrift
r(z*) = 2" (x) fiir z* e V*

in kanonischer Weise eine Linearform z** auf V* zuordnen, und man iiberzeugt sich
relativ miihelos davon, daf die so definierte lineare Abbildung von V' in V** einen
kanonischen Isomorphismus von V' mit V** liefert. Im Gegensatz hierzu haben V'
und V* zwar als Vektorrdume gleiche Dimension und sind somit isomorph, doch
148t sich ohne weitere strukturelle Daten kein kanonischer, d.h. basisunabhéngiger,
Isomorphismus zwischen V' und V* angeben.

A.1.3 Tensorprodukte, Tensorraume und Tensoralgebra

Gegeben seien zwei Linearformen v* und v* auf V. Dann 1483t sich eine Bilinearform
auf V', also eine bilineare Abbildung von V x V' in den Grundkérper R, wie folgt
definieren:

(,y) — W (z)v"(y)  firz,yeV .

Diese Bilinearform, die einfach durch Multiplikation der Werte von v* und v* ent-
steht, heifit Tensorprodukt von u* und v* und wird mit v* ® v* bezeichnet. Es ist
also definitionsgeméf

(u* @v*)(z,y) = u'(z)v*(y) . (A.14)

Offenbar bildet die Menge aller Bilinearformen auf V' einen Vektorraum. Wenn
die n Linearformen ¢’ (i = 1,...,n) eine Basis von V* bilden, so ist durch die
n? Bilinearformen e! ® e/ (i,j =1,...,n) eine Basis im Vektorraum der Bilinear-
formen auf V' gegeben. Fiir jede Bilinearform b auf V' ist namlich mit b;; = b(e;, e;)

b(.T,y) = ‘riyjb(eivej) = ei(‘r)ej(y)b(eiaej) = (blj ei®6j)(xay)7
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und es gilt

bijei®ej =0 < b = (bijei®ej)(ehes) =0 firl<r,s<n
<~ b =0.

Ganz entsprechend 148t sich beispielsweise zu einem Vektor u in V' und einer Line-
arform v* auf V eine bilineare Abbildung von V* x V in den Grundkérper R wie
folgt definieren:

(x*,y) — x"(u)v*(y) fiir 2*eV*, yeV .

Auch diese bilineare Abbildung, die wieder einfach durch Multiplikation der Werte
von u und v* entsteht, heilt Tensorprodukt von uw und v* und wird mit u ® v*
bezeichnet. Es ist also definitionsgemif

(u@v)(z%y) = 2" (u)v™(y) . (A.15)

Diese Konstruktionen lassen sich auf Multilinearformen beliebiger Stufe verall-
gemeinern. Hierzu definieren wir zunéchst:

Der Tensorraum TPV der p-fach kontravarianten und q-fach kovarianten Ten-
soren, oder einfach Tensoren vom Typ (p,q), iiber V ist der Vektorraum der mul-
tilinearen Abbildungen

Vix..xV*xVx...xV — R.

p-mal g-mal

Zusétzlich definieren wir 70V =R, TPV = TPV, T,V = TqOV. Insbesondere ist
TV =T'V =V, da jedes Element von V als Linearform auf V* aufgefait werden
kann, und TPV =TV = V*.

Das Tensorprodukt zweier Tensoren u in TPV und v in T, gV ist nun ein Tensor

uw®v in TPH2V, der wie folgt definiert ist:

q+q’
URQU)NTT, e T Ty ey Ty
WD ety ) ' (A.16)
= u(@], T Ty L) V(T Ty Tyt D)
Offenbar ist u ® v bilinear in » und v, d.h.
u® (AMvr +A2v2) = AMu®v + Au®uy, (A17)
()\1U1~F)\2U2)®1} = MU1QOU + Aus @0,
und es gilt das Assoziativitiatsgesetz
u@WRw) = (LV)Qw, (A.18)

aber im allgemeinen nicht das Kommutativititsgesetz, d.h.

UV £ vRu .
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In der Tat wird fiir i#j und k#1 i.a.
(e;®e) ek ey = €F(e) el(ej) = 521-“5;-
# 0Fol = ef(e;)el(e;) = (e;®e;) (€F,€) .

Ferner ist
TPV = V®..9VeV's.. .oV . (A.19)
p-mal g-mal
Die nP*9 Tensoren €;, ® ...Qe;, ® el @ ... Q€% (1 <iy,....ip, j1,...jqg < 1)

bilden eine Basis von TPV Jeder beliebige Tensor ¢ in TPV besitzt also eine ein-
deutige Darstellung der Form

t =177 0.0 QNQ... Q. (A.20)

Unter einer Koordinatentransformation (vgl. Gl. (A.13)) transformieren sich dann
die Basen im Tensorraum TPV gemif

€, ®..0¢ ©e®.. Q&

1

, , (A.21)
(DTHE (D) D] .. D} e, ®...0¢, @ ®.. e
und die Komponenten eines Tensors ¢ in TPV geméf
T81...0 1 i —1\1 —1\! ki...k
= D Dy (DTYE (DT (A.22)

Es ist oft zweckméBig, einen Tensor einfach durch seine Komponenten beziiglich
irgendeiner Basis zu bezeichnen. Man kann einen Tensor ¢ in TPV geradezu als einen

Satz von nPT? Zahlen t;i:::;‘; , zusammen mit dem Transformationsgesetz (A.22),
definieren.

Dieser sog. Indexkalkiil ist fiir konkrete Rechnungen sehr praktisch, wihrend bei
allgemeinen Uberlegungen gewohnlich eine basisunabhiingige Formulierung mehr
Klarheit schafft. Welcher Kalkiil zu bevorzugen ist, héngt von der jeweiligen Fra-
gestellung ab und sollte jedenfalls eine Frage der ZweckméBigkeit und nicht der
Weltanschauung sein.

Die direkte Summe

;v = Prrv (A.23)
p.q
der Tensorrdume aller Stufen bildet, versehen mit der tensoriellen Multiplikation,
eine assoziative Algebra, die (gemischte) Tensoralgebra iiber V.

FEine wichtige Operation mit Tensoren, die wir als néchstes beschreiben wollen,

ist die sog. Verjingung. Durch Verjiingung kann man aus Tensoren in 77V Ten-

soren in T(f__llV wie folgt konstruieren: Gegeben sei ein Tensor ¢ in TPV mit der

Darstellung (A.20). Dann ist der durch Verjiingung des r-ten kontravarianten und

s-ten kovarianten Index entstehende Tensor ¢ in T;’__fV definiert durch

rd _ il.uirflk‘i,uklu.i

t = tj1~~jsf1kj5+1...jl; (A24)
€, ®...0¢ Qe

1 Tt

®..0¢ Q.0 1l Q. Qe
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Man iiberzeugt sich leicht von der Basisunabhéngigkeit dieser Operation. Im In-
dexkalkiil schreibt sie sich in der einfacheren Form

Fiteipo1 g i1edeo1kieip_1

irider = tirjarkjaodu (A.25)
Als elementares aber wichtiges Beispiel betrachten wir den Fall p=1, ¢=1: Jeder
Tensor t € TV =V ® V* ist von der Form

t=tie®el. (A.26)

Fiir solche Tensoren 148t sich die Verjiingung ¢ e T9V = R von t nur auf eine
einzige Weise bilden und entspricht einfach der Spur von t:
t=tr(t) = t. (A.27)

In T}V gibt es ein ausgezeichnetes Element E, den Kronecker-Tensor oder Ein-
heitstensor, mit den Komponenten E; = d;, also

E =0die,@e = ¢ @e" . (A.28)

Die Komponenten dieses Tensors sind nicht nur kovariant, sondern sogar invariant
unter Basistransformationen:

i i (—1\1 sk i (p—1\k ;

0; = Dp(D77); 0 = D (D7)} = 6.
Ein wichtiger Spezialfall der Verjiingung ist die Kontraktion zweier Tensoren ¢’ in
T g, V und ¢ in TPV mit p > p’ und ¢ > ¢'. Hierbei werden alle Indizes von ¢ mit
Indizes von t kontrahiert. Der entstehende Tensor wird mit #'—¢ bezeichnet; also
ist =t in T(f__;i V. In Indexschreibweise stellt sich die Operation der Kontraktion
wie folgt dar:

12 il"'lp—p/ _ /ll"
(t_‘t)jl...jqﬂzz - tkl‘

Agr Jkyckpryig .t ’
q 1 'y Pl Pp—p A2
‘.k:p/ tll‘..lq/,.]l‘..jqiq/ : ( . 9)

Speziell ist fiir einen festen Tensor ¢’ in Tg/,V und fiir p>p’, ¢>¢’ durch
iv(t) = t'—t (A.30)

eine lineare Abbildung iy : TPV — T, ;’:51/ definiert. Man rechnet sofort nach,
daf3
itl®t// = it” O'L'tI . (AS].)

A.1.4 AuBlere Produkte und Hulere Algebra

Die Menge APV der total antisymmetrischen Tensoren in TPV bildet einen (:)—
dimensionalen Unterraum von 77V

Das Tensorprodukt zweier total antisymmetrischer Multilinearformen ist je-
doch im allgemeinen nicht total antisymmetrisch; man muf} es also sozusagen mit
Gewalt antisymmetrisieren und erhélt dann das sog. duflere Produkt, das zwei an-
tisymmetrischen Multilinearformen « in APV und 3 in A?V eine antisymmetrische
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Multilinearform a a3 in APY9V zuordnet. Zur Erlduterung des Antisymmetrisie-
rungsprozesses definieren wir zunéchst fiir jede Permutation meS, durch

Te(T1® ... QTp) = Tr1) @ ... @ Tr(p) fir z1,...,2p €V (A.32)
eine lineare Abbildung =g : TPV — TPV . Fiir ue TPV ist dann
Ayu = Z sign () mg (u) (A.33)
TES,

eine antisymmetrische Multilinearform A4,u € APV. Damit &6t sich das duflere Pro-
dukt anrB e APTIV von ae APV und Be AV wie folgt definieren:

anf = p!iq!Aerq(a@ﬁ) _ b Z sign () T (o ® F) . (A.34)

1g!
P T E Sptq

Beispiel: Fiir z,ye Vist cAry=2®y —y® z, insbesondere zArx = 0.

Aus den entsprechenden Eigenschaften des Tensorprodukts folgt unmittelbar:
a A ist bilinear in « und 3, d.h.

an(Mfr+AfB2) = ManrBi + danfs,

(A.35)
(Aar+Xa2) A = ManfB + daaanfd,

und es gilt das Assoziativitétsgesetz
an(Bry) = (anfB)ay. (A.36)
AuBlerdem ist das duflere Produkt graduiert kommutativ, d.h. es gilt
anf = (D) 0ra fiir ae APV, BeAIV . (A.37)
Weiter findet man leicht, daB fiir Vektoren z1,...,z, in V
TiA ... ATp#0 <<= x1,...,7, linear unabhingig . (A.38)

Die (Z) schiefsymmetrischen Tensoren e;, A ... ne;, (1 < iy < ... <1y < n)
bilden eine Basis von APV. Jeder beliebige schiefsymmetrische Tensor « in APV
besitzt also eine eindeutige Darstellung der Form

o 1 . .
o = Z Qe A ne, = ] at " none, o (A39)
1<) <..<ip<n
Die direkte Summe N
AV o= Parv (A.40)
p=0

der antisymmetrischen Tensorrdume aller Stufen bildet, versehen mit der dufleren
Multiplikation, eine graduiert kommutative, assoziative Algebra, die dufere Algebra
oder Grassmann-Algebra iiber V.
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Statt kontravarianter antisymmetrischer Tensoren in APV c TPV hitten wir
natiirlich ebensogut auch kovariante antisymmetrische Tensoren in A,V c T,V be-
trachten und damit statt der duleren Algebra A*V = P APV die dufere Algebra
AV = @A,V bilden kénnen. Auch 1a8t sich fiir p>p’ und o’ € Ay V, ae APV
wieder eine Kontraktion ina = a'—~aeAP"P'V von o mit « definieren; aller-
dings spaltet man hierbei konventionellerweise — im Vergleich zur Kontraktion in
der Tensoralgebra — einen Faktor p! ab. Genauer wird

1

(O/“Oz)il'”i””’/ _ — O‘;ﬁ.“kp/ akl...kp,il...ipfp/ ] (A41)
p:

Dann ist wieder
T/ Aot = T Oty . (A.42)
Jede lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen Vektorrdumen induziert lineare
Abbildungen
¢ : TPV — TPW und APp: APV — APV |
die durch

TPo (21 ®...0xp) = ¢(21)Q...® d(zp)

(A.43)
ANPo(z1n...nzp) = Plz)A ... Agp(zp)

defininiert sind.

Eine besondere Rolle spielt der Raum A™V mit n = dim (V'), denn er ist ein-
dimensional. Fiir jede lineare Transformation ¢ : V — V auf V ist daher die
induzierte lineare Abbildung A"¢ : A"V — A™V einfach durch Multiplikation
mit einer Zahl gegeben, ndmlich der Determinante von ¢:

(A"¢)(o) = det(¢) « fir ae A"V . (A.44)

Offenbar gilt
det (¢1¢2) = det (¢1) det (d)g) . (A45)

Dafl diese Definition in der Tat mit der {iblichen Definition der Determinante
einer linearen Abbildung iibereinstimmt, sieht man nach Einfithrung einer Basis

{e1,...,en} von V mit a=ej; A ... ne, wie folgt ein:
Atplern...nep) = (llleil)A.../\(d)iL"ein) = lf...qﬁib"eilA.../\ei"
= sign(ig,..., i) if...(bf{‘elA.../\en

= det(¢) e1n...nep .

Ein Element we A"V, w # 0 bestimmt eine Orientierung von V. Fiir eine Basis
{e1,...,en} von V ist ejn...ne, = Aw mit XA # 0. Die Basis heifft positiv
orientiert, wenn A\>0, und negativ orientiert, wenn A <0. Ein Automorphismus A
von V heifit orientierungserhaltend bzw. orientierungsumkehrend, wenn det(A) > 0
bzw. det(A) < 0.
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A.1.5 Euklidische und pseudo-Euklidische Vektorrdume

Ein n-dimensionaler reeller Vektorraum V' heifit ein Euklidischer Vektorraum bzw.
pseudo-Euklidischer Vektorraum, wenn auf V eine positiv definite bzw. nicht-
degenerierte symmetrische Bilinearform g¢g:V xV — R definiert ist. Es muf
also gelten:

9(@, Ay + Aayz) = Ag(@,yn) + A2 gz, y2) , (A.46)
gMz1 + Ao, y) = Aig(z1,y) + Aag(za,y),
(g ist bilinear),
9(x,y) = g(y,x), (A.47)
(g ist symmetrisch), und
P A0 = glma) > 0, (A.48)
(g ist positiv definit) bzw.
g(z,y) = 0 firalleyeV = z2=0, (A.49)

(g ist nicht-degeneriert). Eine solche Bilinearform g bezeichnet man als Skalarpro-
dukt oder inneres Produkt auf V. (Leider ist die Terminologie in der mathematischen
Literatur hier nicht einheitlich. Wir wollen im folgenden verabreden, den Begriff
»okalarprodukt“ allgemein fiir nicht-degenerierte symmetrische Bilinearformen zu-
zulassen und den Begriff ,jinneres Produkt“ speziell fiir positiv definite symmetri-
sche Bilinearformen zu reservieren.) In jedem Fall wird g nach Einfiihrung einer Ba-
sis {e1,...,e,} von V durch eine symmetrische (n x n)-Matrix (g;;) = (g(ei, €;))
beschrieben, und es ist

g(z,y) = giza'y’  fir z=2a'e; , y=y'e; € V.

Als Tensor in T9V hat g also die Darstellung g = g;;j ¢’ ® ¢/ . Statt g(z,y) schreibt
man oft (x,y) oder x - y.

Besonders natiirliche Basen in einem Euklidischen bzw. pseudo-Euklidischen
Vektorraum V' sind Orthonormalbasen, fiir die definitionsgemé&f

g(ei,ej) = gij = 5ij (A50)
bzw.

gleie5) = gij = i (A.51)
ist, wobei

+1 falls 1<i=j5<r

—1 falls r+1<i=j<r+s

Hierbei sind r und s natiirliche Zahlen, die — so besagt es der Trdgheitssatz von
Sylvester — basisunabhéngig und damit charakteristisch fiir das gegebene Skalar-
produkt g sind. Natiirlich sind sie nicht unabhéngig voneinander, denn ihre Summe
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ist gleich der Dimension n von V; nur ihre Differenz ist ein freier Parameter, der die

Signatur von g genannt wird. Es ist jedoch iiblich, das ganze Paar (r, s) als Signatur

von g zu bezeichnen, und diesem Brauch werden wir hier weitgehend folgen.
Lineare Abbildungen ¢ :V — V| fiir die gilt

g(ox,dy) = g(z,y) firz,yeV, (A.53)

heiflen orthogonal bzw. pseudo-orthogonal oder isometrisch; sie sind stets invertier-
bar und bilden eine Gruppe, die gewthnlich O(n) bzw. O(r, s) genannt wird, die
orthogonale Gruppe bzw. pseudo-orthogonale Gruppe in n Dimensionen. Beziiglich
Orthonormalbasen sind Isometrien durch orthogonale bzw. pseudo-orthogonale Ma-
trizen gegeben, d.h. durch Matrizen, die

PTp =1 (A.54)

bzw.
¢'ng = n (A.55)
erfiillen. In der Tat fithren z.B. die Gleichungen (A.51) und (A.53) auf

(0" ne)i; = dimads = oF dglen.e) = g(dfer, dher)
= g(¢ei>¢€j) = g(ei’ej) = Mij >

und aus Gl. (A.55) folgt det(¢) = £ 1. Somit zerfillt die Gruppe O(r,s) und
analog die Gruppe O(n) in mindestens zwei zusammenhiingende Teile, einen mit
det (¢) = +1 und einen mit det(¢) = — 1. Die Isometrien ¢ mit det (¢) = 1
bilden eine Untergruppe von O(n) bzw. O(r, s), die SO(n) bzw. SO(r, s) genannt
wird, die spezielle orthogonale Gruppe bzw. spezielle pseudo-orthogonale Gruppe in
n Dimensionen. Im allgemeinen zerfillt bei der Zerlegung in Zusammenhangskom-
ponenten die Gruppe SO(r, s) weiter, die Gruppe SO(n) dagegen nicht, denn sie
ist bereits zusammenhéngend: SO(n) ist die Gruppe der Drehungen in V' (ohne
Spiegelungen).

Ein Skalarprodukt auf V' definiert in natiirlicher Weise auch Skalarprodukte auf
TPV und APV, ndmlich durch die Bedingung

(T1®...0Tp, N ®...QYp) = (T1,41) - (Tp, Yp) » (A.56)
so daf

(1A o AZp, Y1 A oY) = pldet ((x4,y5)) - (A.57)
Insbesondere ist [(1/p!) (z1A ... Azp,z1A ... /\:Ep)]l/2 das Volumen des von
Z1,...,%p aufgespannten Parallelepipeds. Es ist deshalb zweckméBig, auf APV ein

etwas anders normiertes Skalarprodukt {.,.) zu definieren:

1

(a, 8) = 2;(04 B) . (A.58)
Wenn die e; eine Orthonormalbasis in V' bilden, so werden mit dieser Definition die
€, @...®e;, eine Orthonormalbasis in TPV und die e;, A ... ne;, eine Orthonor-

malbasis in APV bilden. Ist ¢ Isometrie von V', so sind TP¢ bzw. AP¢ Isometrien
von TPV bzw. APV.
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In einem pseudo-Euklidischen Vektorraum V' gibt es ferner einen natiirlichen
Isomorphismus 7 :V — V* von V mit seinem Dualraum V*, der definiert ist
durch

(rz)(y) = glz,y) fir z,y €V . (A.59)

Zu jedem Vektor x in V' gehort also iiber das Skalarprodukt in natiirlicher Weise
eine Linearform 7x auf V', die selbst linear von x abhéngt. Offenbar ist 7x = 0
nur dann, wenn =0, da g nicht-degeneriert sein soll, und folglich erh&lt man aus
Dimensionsgriinden auf diese Weise aus den Vektoren in V' auch alle Linearformen
auf V. Weiter wird mit Hilfe des Isomorphismus 7 dann auch V* in natiirlicher
Weise ein pseudo-Euklidischer Vektorraum: Man definiert

g* @ y) = gr 7t T lyY) (A.60)

Natiirlich ist mit g auch ¢g* positiv definit. Fithren wir nun in V eine Basis
{e1,...,e,} sowie in V* die dazu duale Basis {e!,...,e"} ein, so wird

gleies) = g5+ glzy) = gya'y’, (A.61)

g e ed) = g | gt (@t y") = gy, (A.62)

Te; = gye! Tl = gY¢, (A.63)

wobei 77! der inverse Isomorphismus zu 7 und (¢g%) die inverse Matrix zu (g;;) ist:

g% gr; = 6} . (A.64)

In der Tat folgt aus den Gleichungen (A.59) und (A.61)
(rei)(x) = gle,xle;) = ziglei,e;) = gijel(x) firzeV |

was die erste Formel in (A.63) beweist; die zweite Formel in (A.63) ergibt sich
daraus mit Gl. (A.64), und schliefilich fiithrt die Definition (A.60) direkt auf Gl.
(A.62):
g(e,e) = glg™erg’e) = g" " g = g7 .

Wenn {ej,...,e,} Orthonormalbasis von V ist, so ist die dazu duale Basis
{et,...,e"} Orthonormalbasis von V*; 7 und 77! sind in diesem Falle durch die
Einheitsmatrix bzw. durch die kanonische n-Matrix aus Gl. (A.52) dargestellt.

Die Isomorphismen 7 und 77! lassen sich zu entsprechenden Isomorphismen auf
den Tensorrdumen fortsetzen; genauer gesagt liefern sie dadurch Isomorphismen

V. — Té’jllV (Heraufziehen von Indizes) ,

v — Tf_:llV (Herunterziehen von Indizes) .

(A.65)

Wir geben solche Isomorphismen fiir einen speziellen Fall, t € T2V, in Komponen-
tenschreibweise an; der allgemeine Fall ist dann klar:

7 — 9k = gF  (Heraufziehen)

tij — t;k = gt (Herunterziehen) (A.66)
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Die oben definierten Skalarprodukte lassen sich dann auch als Kontraktionen schrei-
ben. Zum Beispiel gilt fiir ¢,t' € TPV

(t't) = 7(t'") =t = iyt . (A.67)

Wenn man Tensoren beziiglich orthonormaler Basen darstellt und wenn man es mit
positiv definiten Skalarprodukten zu tun hat, so braucht man auf die Stellung der
Indizes nicht zu achten, da wegen g;; = 0;; die Komponenten

j ijk i
tk 9 tJ 9 Jjk

numerisch gleich sind und da sich kontravariante und kovariante Tensoren unter
orthogonalen Koordinatentransformationen in gleicher Weise transformieren. Bei
indefiniten Skalarprodukten dagegen darf man die Stellung der Indizes auch bei
Bezugnahme auf orthonormale Basen keinesfalls vernachlissigen, denn das Herauf-
und Herunterziehen von Indizes kann zu einem Wechsel des Vorzeichens fiihren.

Es sei nun in V eine geordnete Orthonormalbasis {e1,...,e,} gegeben (es
kommt nunmehr auf die Reihenfolge der Basisvektoren an); diese bestimmt dann
eine Orientierung ej A ... ane, in V. Die orientierungserhaltenden Isometrien ¢ von
V erfiillen det (¢) =1 und bilden, wie gesagt, eine Gruppe SO(n) bzw. SO(r, s).
Man verifiziert sofort, dafl der sog. e-Tensor, also die Grofie

~in €y N oo NE, € A"V (A68)

invariant ist unter allen Transformationen in der Gruppe SO(n) bzw. SO(r,s);
hierbei ist

iin { ' 0 wenn zwei Indizes gleich (A.69)
sign (

i1,...,1n) wenn alle Indizes verschieden

Fiir das Herauf- und Herunterziehen von Indizes des e-Tensors gilt die gleiche Kon-
vention wie zuvor; insbesondere ist fiir ein indefinites Skalarprodukt der Signatur
(r,s) z.B.

€iyi, = (=1)% erein

.

Eine wichtige Begriffsbildung ist der sog. Sternoperator oder x-Isomorphismus. Da-
bei handelt es sich um einen linearen Isomorphismus

w1 APV — A"TPY (A.70)

der beziiglich einer positiv orientierten Orthonormalbasis in basisunabhéngiger
Weise durch

1 JieeJn—
* (€,L-1 Ao /\e,L-p) = m eil...ip P 6]-1 Ao /\ejn_p (A?l)

definiert ist. In einer beliebigen Basis von V schreibt sich der Sternoperator wie
folgt:
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*(6/\.../\6) = ;g. e g |g|_1/2
i1 ip (n_p)[ i1k ipkp (A 72)

E1.okp j1eedn—p
€ Cj N NEG

wobei zur Abkiirzung g = det (g;;) geschrieben wurde. (Fiir p=0 ist Gl. (A.72)
als #(1) = € zu interpretieren.) Der Sternoperator ist bis auf ein Vorzeichen sein
eigenes Inverses; genauer gilt:

$2 = (—1)p(n—pts auf APV . (A.73)

Mit dem oben definierten Skalarprodukt (.,.) zeigt man (am besten durch
Einfiihrung einer positiv orientierten Orthonormalbasis), daf

(a, ) = *(anxf) = (xa,*8) fiir a, e APV . (A.74)
Mit Hilfe des e-Tensors 148t sich der Sternoperator auch als Kontraktion schreiben:
kO = dr(q)€ . (A.75)
Beispiel: Dreidimensionaler Euklidischer Raum V3:
e orientierte Orthonormalbasis von V3 = A'V3: {e;, ey, e3} ,
e orientierte Orthonormalbasis von A2V3 : {e1nez,esne;,ezner}
e orientierte Orthonormalbasis von A3V?3:{ejresnes} .
e Sternoperator:
(1) = ejneanes , *(ejnexnes) = 1, (A.76)

*(el) = %fijk €j A€ * (ez- /\6]') = €ijk €L , (A??)

oder ausfiihrlich geschrieben

x(e;) = eanes , x(eanes) = ey,
x(e2) = ezner , x(ezner) = ez, (A.78)
*(63) = ejnex , *(61/\62) = e3.

e Vektorielles Produkt: Fiir @,y V? ist & x yeV? durch
Xy = x(xry) (A.79)
definiert. Insbesondere gilt

€ Xe€e; = €jk€r , TXY = €kT;Y; € . (A80)
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A.2 Tensoranalysis im flachen Raum

A.2.1 Definition und Transformationsverhalten
von Tensorfeldern

Wie in Kapitel 1.6 und Kapitel 7.1 ausgefithrt wurde, entspricht mathematisch
die Raum-Zeit in der klassischen Newtonschen Physik einem vierdimensionalen,
rdumlich Euklidischen affinen Raum und in der speziellen Relativitdtstheorie einem
vierdimensionalen pseudo-Euklidischen affinen Raum. Zur Definition von Tensorfel-
dern auf solchen affinen Rdumen betrachten wir allgemeiner einen n-dimensionalen
affinen Raum F {iber einem n-dimensionalen Vektorraum V. Ein p-fach kontrava-
riantes und q-fach kovariantes Tensorfeld, oder einfach Tensorfeld vom Typ (p, q),
auf F ist definitionsgemé&f eine Abbildung

A:E—TPV. (A.81)

Nach Einfiihrung eines affinen Koordinatensystems in F, bestehend aus einem
Punkt 0 € E als Ursprung und einer Basis {e1,...,e,} in V, a6t sich jedes solche
Tensorfeld auch als Abbildung

A:E— T'R" (A.82)

bzw. als Abbildung
A:R" — TPR" (A.83)

auffassen und eindeutig in der Form

Aw) = A} T (@) e, ®... 0, @@ @€" (A.84)
schreiben; die Komponenten o
11...7p
AJI]q

sind dann gewoOhnliche reellwertige Funktionen auf E bzw. auf R™. Im Indexkalkiil
bezeichnet man ein Tensorfeld einfach durch diesen seinen Satz von Koordinaten-
funktionen. Wir wollen hierbei stets annnehmen, dafl die Basisvektoren eq, ..., e,
selbst nicht vom Ort abhéngen. Von dieser Einschrinkung wird man sich bei der
Diskussion von Tensorfeldern auf gekriimmten R&umen befreien miissen, was je-
doch nicht Gegenstand des vorliegenden Buches ist, sondern erst des Folgebandes
dieser Reihe iiber ,,Geometrische Feldtheorie“.

Die Menge aller (beliebig oft differenzierbaren) Tensorfelder vom Typ (p,q)
auf E wollen wir mit 7”(E) bezeichnen, mit den Abkiirzungen F(E) = T (E),
TP(E) = TJ(E), T,(E) = T,)(E). Offenbar wird 7P(E) selbst ein (unendlich-
dimensionaler) Vektorraum, wenn man

(aA+ BB)(x) = aA(z)+pB(x) , (ad)(z) = aA(x) (A.85)

setzt. Ganz analog, d.h. punktweise, lassen sich auch alle anderen bislang eingefiihr-
ten algebraischen Operationen des Tensorkalkiils — also Tensorprodukt, dufleres
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Produkt, Verjiingung, Kontraktion, Skalarprodukt, Sternoperator usw. — auf Ten-
sorfelder iibertragen. So definiert man beispielsweise

(A® B)(z) = A(z)® B(z) . (A.86)

Aus den Uberlegungen in Kapitel 1.6 und Abschnitt A.1.1 ergibt sich das Trans-
formationsverhalten von Tensorfeldern unter aktiven und passiven Transformatio-
nen: So transformiert sich ein Tensorfeld Ae7F(E) unter einer aktiven Drehung
D, gefolgt von einer Translation um einen Vektor a, geméaf

AP(z) = DA(D ™ (z —a)) . (A.87)
In Komponenten bedeutet das (bei festgehaltenem Koordinatensystem):

(AP)077 (@) = D D (DY) (DTN AL (D @ — ) . (A88)
Unter einer passiven Transformation, also bei einem Wechsel der Basis, &ndert sich
ein Tensorfeld als solches iiberhaupt nicht, da die Abbildung (A.81) ja ohne je-
den Bezug auf eine Basis definiert ist. Dies bedeutet aber andererseits, dafl sich
die Abbildungen (A.82) und (A.83) sowie die Komponentenfunktionen in nichttri-
vialer Weise dndern miissen: Man erhélt fiir die Komponentenfunktionen wieder
das Transformationsgesetz (A.88), wenn man den Basiswechsel in der Form der
Gleichungen (A.5) und (A.6) ansetzt.

A.2.2 Ableitung von Tensorfeldern

Wir fithren nun einen Ableitungsoperator ein, der einem gegebenen Tensorfeld
AeTP(E) ein neues Tensorfeld V ® A € 7 ,(E) zuordnet, und zwar definie-
ren wir (im Indexkalkiil geschrieben)
iy i1y
(V®A)jj1...jq = VA5 (A.89)

wobei V; = 9/0z7 und z7 die Koordinaten des Punktes z in E beziiglich eines
vorgegebenen affinen Koordinatensystems sind. Zu zeigen ist natiirlich dann die
Basisunabhéngigkeit dieser Definition; dabei wollen wir, wie schon bisher, der Ein-
fachheit halber annehmen, daf§ Basen und Basistransformationen ortsunabhéingig
sind. Dann gilt mit Z = Dz +a und A = AP

e T M

VA ()

J1---Jq

a i1 ip - 1 - q 1---Fp —1/=
= (D D (DT (DY AR (D (@ - a)))

oTI J1 Ja
= DD (0N (07 L (A0 @ - )
= Df D (DD (D (Al @)
= D ...Dy (DD (DY AR (DTN @ — a)

= VAL

J1---Jq
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womit die Basisunabhiingigkeit bewiesen ist. Offenbar ist der so definierte Ablei-
tungsoperator linear:

V®(@A+pB) = aVRA+ VOB, (A.90)

AuBlerdem vertauscht er mit der Verjiingung sowie mit dem Herauf- und Herunter-
ziehen von Indizes.

Durch Mehrfachanwendung, Verjiingung, Herauf- und Herunterziehen von In-
dizes etc. konnen weitere Differentiationsoperatoren definiert werden, z.B. (im In-
dexkalkiil geschrieben)

VAL = 9 VART (A.91)
und . . . . .
AN = VAL, (4.92)

falls g positiv definit ist, bzw.

DA;TS = VAT (A.93)
falls g, wie in der speziellen Relativitéitstheorie, Signatur (1,7 — 1) hat: A ist der
Laplace-Operator und O der Wellenoperator oder auch d’Alembert-Operator.

Felder mit Werten in A,V c T,V heiBlen Differentialformen vom Grade p und
bilden einen Raum Q,(E). Fiir weQ,(E) 148t sich dann auch das duBere Produkt
VArweQpi1(E) definieren, das aus V ® w durch Antisymmetrisierung entsteht.
Statt V Aw schreibt man meist dw und nennt dw die duflere Ableitung von w. In
Koordinaten wird

1 . ) )
dw = ot Viwi,..i, € AET A LonET (A.94)
p!
falls )
W= = Wi, e‘net AL ner . (A.95)
p!

Man rechnet sofort nach
2 =0, (A.96)

dlanB) = (da)af + (-1)Panrdp fir acQ,(E), BeQq(E). (A97)

Eine besondere Rolle spielen die Differentialformen vom Grade n mit n = dim (V);
sie heilen auch Volumenformen. Ist V sogar ein orientierter Euklidischer Vek-
torraum, so lassen sich mit Hilfe des Sternoperators die Volumenformen auf F
mit gewOhnlichen Funktionen auf E und allgemeiner die p-Formen auf £ mit den
(n—p)-Formen auf F identifizieren; diese Identifikation héingt allerdings explizit von
der Wahl der Orientierung ab. Um zweifelsfrei entscheiden zu kénnen, welche der
beiden Optionen fiir die Identifikation eines gegebenen antisymmetrischen Tensor-
feldes mit einer Differentialform angemessen ist, mufl man also dessen Transforma-
tionsverhalten unter orientierungsumkehrenden Transformationen (Spiegelungen)
untersuchen.
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Beispiel: Dreidimensionaler Euklidischer Raum V3:

Unter Verwendung einer orientierten Orthonormalbasis {e;, e2,e3} von V3 kann
man 0-Formen (gewdhnliche Funktionen) und 3-Formen (Volumenformen) auf E?
mit Skalarfeldern sowie 1-Formen und 2-Formen auf E® mit Vektorfeldern iden-
tifizieren; genauer entsprechen die 0-Formen den Skalarfeldern im engeren Sin-
ne (p(x) — ¢(—x) unter Paritit) und die 3-Formen den Pseudo-Skalarfeldern
(p(x) — — p(—x) unter Paritéit) sowie die 1-Formen den Vektorfeldern im enge-
ren Sinne oder polaren Vektorfeldern (A(x) — — A(—x) unter Paritét) und die
2-Formen den Pseudo-Vektorfeldern oder azialen Vektorfeldern (A(x) — A(—x)
unter Paritét). Damit lassen sich sémtliche Differentialoperatoren der iiblichen Vek-
toranalysis durch die duflere Ableitung ausdriicken: Im wesentlichen ist d auf 0-
Formen der Gradient, auf 1-Formen die Rotation und auf 2-Formen die Divergenz:
Genauer liefert

Qo (E?) -L 0, (E?)

bzw.

Q3(E?) =5 Q0(FB?) -5 04(B%) =5 Q4(E®)
den Gradienten fiir Skalarfelder bzw. Pseudo-Skalarfelder,
0 (B3) -L Qo (B3) = 0, (B?)

bzw.

0y (E?) =5 04 (B%) -5 Qo(E®)
die Rotation fiir polare bzw. axiale Vektorfelder und schliefilich
0 (B?) =5 Q0(B%) -5 Q5(E%) =5 Qo(E®)

bzw.
0o (E3) -L Q4(E3)

die Divergenz fiir polare bzw. axiale Vektorfelder. In Komponenten ergibt sich mit
Hilfe der Gleichungen (A.76)—(A.80) fir ¢ € Qo(E) = To(E)

dp = Vo = Vipe;
und fiir A € Q1(E) =T1(E)
VRA = Vidje;®e;,
dA = VAA = ViAjeine; = 5 (ViA;—ViA) ene;j,
VxA = xdA = x(VAA) = V;Aje; xe; = €, Vidjey,

VA= xd*xA = *(V/\*A) = ViAjeqpej = 5ZJVZA]
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A.2.3 Integration von Differentialformen

Differentialformen spielen sowohl in der reinen Mathematik als auch in den physika-
lischen Anwendungen eine ausgezeichnete Rolle, weil man sie integrieren kann. Es
sei ndmlich w e Q,(E) eine Differentialform p-ter Stufe auf E mit der Darstellung
(A.95), und es sei M c E eine orientierte p-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von E (mit den nétigen Glattheitseigenschaften). Der Einfachheit halber sei ange-
nommen, da} M durch ein einziges orientiertes Koordinatensystem parametrisiert
werden kann, d.h. es existiere eine umkehrbar eindeutige, orientierungserhaltende
Abbildung
v — M

u x

eines p-dimensionalen Parametergebietes U auf M. Dann definiert man das Integral
von w iiber M als das gewohnliche Mehrfachintegral

|

1 . .
Zj /M Wiy iy (@) dz™ A L Ada'

oz dz'»
1 out T out (A.98)
= o Udu1 du? w;, i, (x(u)) det .
O™ Ox'»
our T Oup

Fiir den Fall einer allgemeinen Untermannigfaltigkeit M 148t sich die Definition auf
diesen Spezialfall zuriickfithren, und zwar durch Aufspaltung von M in Teilstiicke,
bzw. unter Verwendung von sog. Zerlegungen der Eins. Natiirlich mufl man dann
zeigen, dafl die Definition unabhéngig ist von der Parametrisierung und ggf. der
Aufspaltung in Teilstiicke, bzw. der Zerlegung der Eins.

Der bei weitem wichtigste Satz iiber die Integration von Differentialformen ist

der allgemeine Satz von Stokes
/ dw = / w . (A.99)
M oM

Dabei ist OM der orientierte Rand von M.

Fiir den Beweis dieses Satzes verweisen wir wieder auf die einschlidgige mathema-
tische Literatur. Hier wollen wir uns nur davon iiberzeugen, dafl alle Integralsétze
der elementaren Vektoranalysis Spezialfiille des allgemeinen Satzes von Stokes sind.
In der Tat gilt wegen #> =1

e fiir 0-Formen:

[yda%Vgo = [ydgo = /87<P = @(x1) — p(x0)

(v Weg von zg nach z;)

Dies ist eine Version des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.
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e fiir 1-Formen:

/Fdf-(VxA): /F*(VXA): /FdA: 8FA: /Wdac-A

(F durch ~ berandete Fliche)

Dies ist der Stokessche Satz im engeren Sinne:
/df~(V><A)= /da:-A. (A.100)
F vy

e fiir 2-Formen:

/Vd%(v.A) = /V*(V~A) = /Vd*A: /av*A: /Fdf~A

(V durch F berandetes Volumen)
Dies ist der GauBlsche Satz:

/Vdsas (V-A) = /Fdf~A. (A.101)

Andererseits ist

/ df -A = Flul von A durch die Fliche F' ,
F

/da: - A = Zirkulation von A ldngs der Kurve = .
~

Demnach kann man V- A als Quellenstéirke von A pro Volumen und V x A als Zir-
kulation von A pro Fliache deuten: Die Divergenz beschreibt also die Quellendichte
und die Rotation die Wirbeldichte eines Vektorfeldes A.

Ferner ist zu erwidhnen der allgemeine Satz von Poincaré, der folgendes besagt:
Ist w eine geschlossene p-Form, also weQ,(E) mit dw = 0, so ist w sogar eine
exakte p-Form, d.h. es gibt eine (p—1)-Form a€Q,_1(E) mit w = da. Diese Aus-
sage ist — im Gegensatz zu ihrer Umkehrung (exakte Formen sind stets geschlossen;
vgl. Gl. (A.96)) — keineswegs trivial und bleibt i.a auch nicht richtig, wenn man den
Raum F durch eine offene Teilmenge U von E ersetzt. (Eine hiufig in der Literatur
angegebene hinreichende Bedingung dafiir, dafl sie richtig bleibt, ist die, daf3 das
Gebiet U sternformig ist.) Spezialfille hiervon sind die folgenden Aussagen iiber
Vektorfelder A auf E:

VxA =0 <= esexistiert ein Skalarfeld p mit A = Vo . (A.102)

V-A =0 <= esexistiert ein Vektorfeld C mit A = VxC . (A.103)
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Formelsammlung zur Vektoranalysis

Definition von Gradient, Rotation und Divergenz in Bezug auf eine orientierte
Orthonormalbasis {e1,ez2,e3} im R3:

Gradient eines Skalarfeldes (: Ve = Vipe;
Rotation eines Vektorfeldes A: V XA = €;:VjAL e
Divergenz eines Vektorfeldes A: V-A = 0;;ViA;

Hierbei ist 6 der Kronecker-Tensor und € der total antisymmetrische e-Tensor:

5 = 1 falls i=j
A 0 falls i#£j

+1 falls (4, j, k) eine gerade Permutation von (1,2, 3)
€ijk = -1 falls (4, j, k) eine ungerade Permutation von (1,2, 3)
0 sonst

Identitéten:
VxVp =0
V- (VxA)
V- -Vp = Ay
Vx(VxA) =V(V-A)-AA
V.(pA) = ¢pV-A+ (Vyp)- A
V. (A x B) B - (VxA) - A-(VxB)

Vx(pA) = oV x A+ (Vp)x A

Vx(AxB) = A(V-B)—-B(V-A)+(B-V)A—(A-V)B

0

Integralsétze:

GauBscher Satz: / df - A = / d*z (V- A)
v v

Stokesscher Satz: / de-A = / af - (V x A)
oF F

Greensche Identitdaten:

1. Greensche Formel: / df - (¢ V) = / d3z {Vo- Vi + oA}
ov v

2. Greensche Formel: /av df -{o Vi -9V} = /Vd?’iv {p Ay — Y Ap}



176 Anhang: Mathematische Hilfsmittel



Ausgewihlte Literatur

1. ELEKTRODYNAMIK:

Becker, R., Sauter, F. Theorie der Elektrizitit, Band 1: Finfihrung in die Maz-
wellsche Theorie, Elektronentheorie, Relativititstheorie. 21. vollig neubear-
beitete Auflage. Teubner, Stuttgart 1973.

Jackson, J.D. Klassische Elektrodynamik. 2. verbesserte Auflage. De Gruyter,
Berlin 1983.

Meetz, K., Engl, W.L. FElektromagnetische Felder: Mathematische und Physi-
kalische Grundlagen, Anwendungen in Physik und Technik. Springer, Heidel-
berg 1980.

Panofsky, W., Phillips, M. Classical Electricity and Magnetism. 2nd edition.
Addison-Wesley, Reading, MA 1962.

Thirring, W. Lehrbuch der Mathematischen Physik, Band 2: Klassische Feldtheo-
rie. 2. neubearbeitete Auflage. Springer, Wien 1990.

2. HYDRODYNAMIK:

Landau, L.D., Lifschitz, E.M. Lehrbuch der Theoretischen Physik, Band VI:
Hydrodynamik. 5. iiberarbeitete Auflage. Akademie-Verlag, Berlin 1991.

Wieghardt, K. Theoretische Stromungslehre. Teubner, Stuttgart 1974.

3. SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE:

Sexl, R.U., Urbantke, H.K. Relativitit, Gruppen, Teilchen: Spezielle Relati-
vitdtstheorie als Grundlage der Feld- und Teilchenphysik. 3. neubearbeitete
Auflage. Springer, Wien 1992.



178 Ausgewiihlte Literatur

4. MATHEMATISCHE METHODEN:

Berendt, G., Weimar, E. Mathematik fiir Physiker, Band 1: Analysis und Li-
neare Algebra. 2. bearbeitete Auflage. VCH, Weinheim 1990.

Berendt, G., Weimar, E. Mathematik fiir Physiker, Band 2: Funktionentheo-
rie, Gewdohnliche und Partielle Differentialgleichungen. 2. bearbeitete Aufla-
ge. VCH, Weinheim 1990.

Courant, R., Hilbert, D. Methoden der mathematischen Physik I. 3. Auflage.
Springer, Heidelberg 1968.

Courant, R., Hilbert, D. Methoden der mathematischen Physik II. 2. Auflage.
Springer, Heidelberg 1968.

Forster, O. Analysis I. 4. durchgesehene Auflage. Vieweg, Braunschweig 1983.
Forster, O. Analysis II. 5. durchgesehene Auflage. Vieweg, Braunschweig 1984.
Forster, O. Analysis III. 3. durchgesehene Auflage. Vieweg, Braunschweig 1984.

Grobner, W., Lesky, P. Mathematische Methoden der Physik I, Bibliographi-
sches Institut, Mannheim 1964.

Janich, K. Analysis fiir Physiker und Ingenieure. 2. Auflage. Springer, Heidelberg
1990.

Schwartz, L. Mathematische Methoden der Physik. Bibliographisches Institut,
Mannheim 1974.



Register

Aberration 128
abgeschlossenes System 17
Abstrahlung 91ff, 150ff
bewegte Punktladung 97, 150ff
Dipolterm 95
Hertzscher Dipol 96
Quadrupolterm 95
Additionstheorem der
Geschwindigkeiten 116, 127
Ampere, André Marie 5
Ampere (Einheit) 36
Amperesches Durchflutungsgesetz 33
Amperesches Gesetz 32
duflere Ableitung 171
duflere Algebra 162
dueres Produkt 161f
Archimedes, Auftriebsgesetz von 22
Atherhypothese 9, 106

Bernoulli, Gesetz von 21
Bezugssystem 103
Bidualraum 158
Bilanzgleichung 16f;
s.a. Kontinuitétsgleichung
fiir den Drehimpuls 18f, 47
fiir den Impuls 18, 47
fiir die elektrische Ladung 25, 91
fiir die Energie 43
fiir die Masse 16
fiir eine extensive Grofie 16
Bildkraft 66
Biot-Savartsches Gesetz 72, 75
Boltzmann, Ludwig 7
Boost 114ff

Cartan-Zerlegung 116

Chiralitédt 87; s.a. Handigkeit
Compton-Streuung 141
Coulomb-Eichung 42, 71
Coulomb-Potential, instantanes 43
Coulombsches Gesetz 7, 28

d’Alembert-Operator 84, 88, 171;
s.a. Wellenoperator
retardierte Greensche Funktion
88ff, 150
Determinante 163
Differentialform 171
Volumenform 171
Dipol, mathematischer 55
Dipolmoment
elektrisches 53
magnetisches 75
Dirichletsche Greensche Funktion
63ff
Konstruktion 67ff
Dirichletsches Randwertproblem
571, 63ff
Dispersion 84
Divergenz 172, 175
Doppler-Effekt 128
Drehgruppe 105, 113
Drehimpuls 18f, 47ff
Bilanz 19, 47
Dichte 19, 49
Quelldichte 19, 49
Stromdichte 19, 49
Drucktensor 18
duale Basis 157
Dualraum 157



180 Register

Eichfreiheit 41
Eichtheorie 11
Eichtransformation 41f, 71
residuale 41f, 71
Eichung 41f, 71, 84, 146, 148
Coulomb-Eichung 42, 71
Lorentz-Eichung 42, 84, 146, 148
Eigenzeit 125, 129
Einstein, Albert 3
Einsteinsches Relativitatsprinzip 106
Einsteinsche Summenkonvention 155
Einsteinsche Synchronisations-
vorschrift 107
elektrisches Feld 7, 25
elektrische Ladung 25
Dichte 25
Erhaltung 25, 91
Stromdichte 25
Viererstromdichte 146
Elektrodynamik 25ff, 145fF
kovariante Formulierung 145ff
Mafsysteme 35fF
elektromagnetisches Feld
Drehimpuls 47ff
Bilanz 47
Dichte 49
Quelldichte 49
Stromdichte 49
Energie 43ff
Bilanz 43, 149
Dichte 44, 46, 87, 149
Quelldichte 43
Stromdichte 44, 87, 149;
s.a. Poynting-Vektor
Impuls 47fF
Bilanz 47, 149
Dichte 48
Quelldichte 47
Stromdichte 48, 150;
s.a. Maxwellscher
Spannungstensor
Transformationsverhalten
Lorentz-Transformationen 147
Paritét 34
Zeitumkehr 34

elektromagnetische Wellen 83ff
Abstrahlung 91ff, 150ff
Energiedichte 87
Energiestromdichte 87;
s.a. Poynting-Vektor
Polarisation 85ff
Streuung 98ff
Wellengleichung 83f
Elektromotor 80f
Elektronenradius, klassischer 101
Elektrostatik 51ff
Grundgleichungen 51
Multipolentwicklung 51ff
Randwertproblem 57ff, 63ff
elektrostatisches Maflsystem 36
Energie 43ff
Bilanz 43, 149
Dichte 44, 46, 87, 149
elektrostatische Energie
441, 59, 79
Feldenergie 44
magnetostatische Energie
441, 77, 79
Quelldichte 43
Stromdichte 44, 87, 149
Energie-Impuls-Tensor 149f
epsilon-Tensor 167, 175
Ereignis 104, 108, 123ff
relativ lichtartig 123
relativ raumartig 123
relativ zeitartig 123
Erhaltungssatz
fiir die elektrische Ladung
25, 91, 146, 148
fiir eine extensive Grofle 17
fiir die Masse 16
fiir den Viererimpuls 140ff
Euklidischer Vektorraum 164
Fulersche Strémungsgleichung 20
extensive Grofle 16
Bilanz 16
Dichte 16
Quelldichte 16
Stromdichte 16
konduktive 17
konvektive 17



Faraday, Michael 5
Faradaysches Induktionsgesetz 29
Feld
Skalarfeld 13, 172
Pseudo-Skalarfeld 172
Tensorfeld 13, 169
Vektorfeld 13, 172
axiales Vektorfeld 172
polares Vektorfeld 172
Feldbegriff 5, 7ff, 10f, 12ff
Feldkonfiguration 12
Feldlinien 15, 27, 29;
s.a. Stromlinien
des Geschwindigkeitsfeldes 15
des elektrischen Feldes 27, 48
des magnetischen Feldes 29, 48
Feldstéarketensor 146
Feldtheorie 10f
klassische Feldtheorie 10
quantisierte Feldtheorie 10
Fernwirkung 2
Flachenladungsdichte 57
Fluid 15, 20ff
ideales Fluid 20
inkompressibles Fluid 21
Newtonsches Fluid 22
Fluf} des elektrischen Feldes 27
Flufl des magnetischen Feldes 29
Flufisatz
fiir das elektrische Feld 27f
fiir das magnetische Feld 29
Formfaktor 54; s.a. Multipolmoment
Fresnel, Augustin Jean 3
Frontgeschwindigkeit 124

Galilei-Invarianz 105
Galilei-Transformation 105
Galvani, Luigi 3
Gauflsches Gesetz 27f
Gauflsches Masystem 37
Gauflscher Satz 174f
Glashow, Sheldon 11
Gradient 172, 175
Grassmann-Algebra 162
Greensche Formeln 58, 175

Register 181

Greensche Funktion
des Laplace-Operators 52
Dirichletsche 63ff
Neumannsche 63f
retardierte 88ff, 150
Gruppengeschwindigkeit 84, 124

Héndigkeit 86f; s.a. Polarisation
Heavisidesches Maflsystem 37
Helizitét 86f; s.a. Polarisation
Hertz, Heinrich 7

Hertzscher Dipol 96f

Hittorf, Johann Wilhelm 7
Huygenssches Prinzip 90
Hydrodynamik 15ff
Hydrostatik 21f

Impuls 18, 471f
Bilanz 18, 47, 149
Dichte 18, 48
Quelldichte 18, 47
Stromdichte 18, 48, 150
Induktionsgesetz 29f
Induktionsspannung 29f
Induktivitdat 78
Spule 78
Induktivitdtsmatrix 78
Selbstinduktivitdt 78
Wechselinduktivitat 78
Inertialsystem 103
Influenz 66
Isometrie 165

Joulesche Warme 5, 79

Kapazitat 60
Kapazitatskoeffizient 60
Kapazitatsmatrix 60ff
Kugelkondensator 61
leitende Kugel 61
leitende Kugel in einer
leitenden Hohlkugel 61
Plattenkondensator 62
zwei leitende Kugelschalen in
einer leitenden Hohlkugel 62f
Kohlrausch, Rudolf 6
Konduktion 17



182 Register

Kontinuitétsgleichung 16f;
s.a. Bilanzgleichung

fiir den Drehimpuls 18f, 47

fiir den Impuls 18, 47

fiir die elektrische Ladung 25, 91

fiir die Energie 43

fiir die Masse 16

fiir eine extensive Grofie 16
Kontinuumsphysik 3ff
Konvektion 17
Koordinaten 156

natiirliche 104f

aktive Transformation 156

passive Transformation 156
Kovarianz 137f, 145ff
Kronecker-Tensor 161, 175
Kugelkondensator 61

Lagrange, Joseph-Louis 2
Laplace-Operator 52, 171
Greensche Funktion 52
Larmorsche Formel 97, 154
Lenzsche Regel 30
Lichtkegel 109, 123
Riickwiérts-Lichtkegel 123
Vorwérts-Lichtkegel 90, 123
Liénard-Wiechertsche Potentiale
150ff
Lorentz-Eichung 42, 84, 146, 148
Lorentz-Gruppe 111ff
eigentliche Lorentz-Gruppe 112
eigentliche orthochrone
Lorentz-Gruppe 112
orthochrone Lorentz-Gruppe 112
Lorentz-Invarianz 106
Lorentz-Kontraktion 126f;

s.a. Maflstabsverkiirzung
Lorentz-Kraft 7, 25f
Lorentz-Viererkraft 148
Lorentz-System 107
Lorentz-Transformation 111ff

Boost 114ff

magnetisches Feld 7, 25
gerader Draht 73
Spule 73

magnetische Induktion 25
Magnetostatik 71ff
Grundgleichungen 71
Multipolentwicklung 74ff
magnetostatisches Maflsystem 36
Masse
Dichte 15
Erhaltung 16
Stromdichte 15
Massendefekt 140
MafBstabsverkiirzung 126f;
s.a. Lorentz-Kontraktion
MafBsystem 36f
elektrostatisches 36
Gauflsches 37
Heavisidesches 37
magnetostatisches 36
Systeme International (SI) 36
MafBsysteme 35ff
asymmetrische 35f
symmetrische 36f
Mayer, Robert 4f
Maxwell, James Clerk 6
Maxwellsche Gleichungen
25, 27, 35, 147f
Anfangswertproblem 37ff
kovariante Formulierung 146ff
Randbedingungen 39ff
Maxwellscher Spannungstensor
48, 150
Maxwellscher Zusatzterm 32
Mesmer, Franz 3
Michelson-Morley-Experiment
103, 106
Minkowski-Raum 14, 109, 120 ff
Ereignis 104, 108, 123ff
Lichtkegel 109, 123
Skalarprodukt 109
Vektor 120, 122f
Monopol, mathematischer 55
Multipolentwicklung
fiir eine Ladungsverteilung 51ff
Dipolmoment 53
Monopolmoment 53
Quadrupolmoment 53
Multipolmoment 54f



fiir eine Stromverteilung 74ff
Dipolment 75
Multipolfeld 54

Nahwirkung 2

Naturphilosophie 4

Navier-Stokessche Gleichungen 23

Neumannsche Greensche Funktion 63

Neumannsches Randwertproblem
58f, 63f

Newtonsches Fluid 22

Newtonsches Gravitationsgesetz 2, 7

Newtonsche Punktmechanik 2

Newtonsches Relativitéatsprinzip 105

Oersted, Hans Christian 5
Orientierung 163
orthogonale Gruppe 165
spezielle orthogonale
Gruppe 165
Orthonormalbasis 164

Phasengeschwindigkeit 84, 124
Plattenkondensator 62
Poincaré-Gruppe 119
eigentliche
Poincaré-Gruppe 119
eigentliche orthochrone
Poincaré-Gruppe 119
orthochrone
Poincaré-Gruppe 119
Poincaré, Satz von 174
Poisson-Gleichung 51, 72
Polarisation 85ff, 99
elliptische Polarisation 85
lineare Polarisation 85
zirkulare Polarisation 86f
linkszirkulare Polarisation 86
rechtszirkulare Polarisation 87
Potential
Coulomb-Potential 43
skalares Potential 41, 51
Vektorpotential 41, 71
Viererpotential 146
Poynting-Vektor 44, 87, 93, 96ff, 149
pseudo-Euklidischer Vektorraum 164

Register 183

pseudo-orthogonale Gruppe 165
spezielle pseudo-orthogonale
Gruppe 165
Punktmechanik 1ff

Quadrupol, mathematischer 55
Quadrupolmoment 53
quasistationédre Vorgénge 72

Rakete 141ff

Rapiditat 114

Raum-Zeit 14, 103, 129

Reibung 20

relativistische Dynamik

eines Punktteilchens 138ff

Bewegungsgleichung 138f
Viererimpuls 138ff
Viererkraft 138f

relativistische Kinematik

eines Punktteilchens 128ff, 135ff

Eigenzeit 129
Viererbeschleunigung 135
Vierergeschwindigkeit 135
Weltlinie 128f

relativistische Massenzunahme 139

Relativitdt der Gleichzeitigkeit 124

Relativitatsprinzip 103ff
FEinsteinsches 106
Newtonsches 105

retardierte Zeit 91

Reverberation 90

Ritter, Johann Wilhelm 5

Rotation 172, 175

Ruheenergie 140

Ruhemasse 138

Salam, Abdus 11

Schelling, Friedrich 4f

Selbstinduktivitdt 78

Signatur 165

Skalarfeld 13, 172
Pseudo-Skalarfeld 172

Skalarprodukt 164

Spezielle Relativitatstheorie 103ff
Dynamik 138ff
Kinematik 128ff, 135ff



184 Register

Kovarianz 137f
Lorentz-Gruppe 111ff
Poincaré-Gruppe 119
Relativittsprinzip 103ff
Spule 73, 78
Sternoperator 167f
Stokes, Satz von
allgemeiner 173
im engeren Sinne 174f
Streuung 98ff, 141
Compton-Streuung 141
Polarisation 99
Streuebene 99
Streuwinkel 99
Wirkungsquerschnitt 98ff
Stromlinien 15
Stromung 15, 21
stationre Strémung 21
wirbelfreie Stromung 21
Stromungsfeld 15
Stromungsgeschwindigkeit 15
substantielle Ableitung 20
Sylvester, Trigheitssatz von 164
Systéme International (SI) 36

Tensor 158ff
Indexkalkl 160
Verjngung 160
Kontraktion 161

Tensoralgebra 160

Tensorfeld 14, 169
Ableitung 170f

Tensorprodukt 158f

Tensorraum 159

Thomson, William 6

Thomsonsches Prinzip 65

Vektor im Minkowski-Raum

lichtartiger 120, 122
negativ orientierter 122
positiv orientierter 122

raumartiger 120, 123

zeitartiger 120, 122
negativ orientierter 122
positiv orientierter 122

Vektorfeld 13, 172
axiales Vektorfeld 172
polares Vektorfeld 172
Vektorpotential 41, 71
Viererbeschleunigung 135
Vierergeschwindigkeit 135
Viererimpuls 138ff
Erhaltung 140ff
Viererkraft 138f
Lorentz-Viererkraft 148
Viererpotential 146
Viererstromdichte 146
Viskositét 22
Volta, Alessandro 3

Weber, Wilhelm 6
Wechselinduktivitéat 78
Wechselwirkungen, fundamentale 10
Wechselwirkungsenergie
elektrischer Dipol und Feld 56
magnetischer Dipol und Feld 76
Ladungsverteilung und Feld 56
Stromverteilung und Feld 76
Weinberg, Steven 11
Wellenoperator 84, 88, 171;
s.a. d’Alembert-Operator
retardierte Greensche Funktion
88ff, 150
Weltlinie 128f
Wirkungsquerschnitt 98ff
differentieller 98f
totaler 100f

Zahigkeit 22
Zeitdehnung 125f
Zwillingsparadoxon 130ff



