Exercicio 1

Uma expressao completamente parentizada ou é uma matriz M, ou é da forma (AB),
onde A e B sao expressoes completamente parentizadas.

Vamos provar por inducao que o niimero de pares de parénteses numa expressao
completamente parentizada com n matrizes é n — 1. Se n = 1, a expressao tem s6
uma matriz e é portanto da forma M, contendo 0 pares de parénteses.

Considere agora uma expressao completamente parentizada com n > 1 matrizes.
Entao a expressao é da forma (AB), onde ambas A e B sao expressoes comple-
tamente parentizadas. Suponha que A contenha n; matrizes e B contenha nq
matrizes, sendo ny + ne = n.

Como n1, ny < n, temos por hipdtese de indugdo que o ntimero de pares de
parénteses em A e B é n; — 1 e ny — 1, respectivamente. Assim, o nimero de pares
de parénteses em (AB) é

m—1D+Mme—1)+1=n14+ny—1=n-1,

como queriamos.

Exercicio 2
Suponha que s # t. Seja v € V tal que (v,t) € A. Entao se s = vy,...,0p =0

é um (s,v)-caminho simples em D, temos que s = vy, ..., v, t é um (s,t)-caminho
simples. Isso é verdade pois D é aciclico, logo t nao pode ser um dos vértices v,
ey Uk

b

Seja ¢(v) o ntmero de (s,v)-caminhos simples em D. Se s = v, temos c(v) = 1.
Caso contrario temos

(1) c(v) = Z c(u).
w:(u,v)EA

Um algoritmo para calcular o ntiimero de (s,t)-caminhos simples é o seguinte:

(1) Seja vy, ..., v, uma ordenacao topolégica de D. Suponha, sem perda de
generalidade, que s = vy e t = vy,.
(2) Parai=1, ..., n, calcule ¢(v;) usando (1).

Para calcular ¢(v), precisamos conhecer ¢(u) para todo (u,v) € A. Por isso,
como usamos uma ordenagao topolégica, o passo (2) estd bem definido.

Para executar o passo (1) gastamos tempo O(|V| 4 |A|). Para executar o
passo (2) precisamos percorrer todos os vértices do grafo e para executar as somas
olhamos para cada arco exatamente uma vez. Assim, gastamos para o passo (2)
tempo O(|V| + |A4]).

Exercicio 3
Considere o grafo D = (V,A) com V =1,2,3e A ={(1,2),(1,3),(2,3)}. Con-
sidere a fun¢ao comprimento [ tal que I(1,2) =2, 1(1,3) =1 e (2,3) = —2.
Quando o algoritmo de Dijkstra é executado a partir do vértice 1, ele encontrara
distancias d; = 0, do = 2 e d3 = 1, ao passo que o caminho minimo entre 1 e 3 tem
comprimento 0.

Exercicio 4
Seja x € ¥* uma palavra de comprimento n. Note que, se x € L*, entao = €
LOU L' U-.-U L™ De fato, suponha que 2 € L™ com m > n. Entdo

T =T1X2" " Tm

com i, ..., Ty, € L. Mas, como z tem comprimento n, pelo menos m — n das
palavras x; devem ser a palavra vazia. Mas entao, eliminando essas palavras, vemos
que z € LPUL'U---UL", como querfamos.
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Defina:

1 sex[l...i]eL*
cli ) = e © 8
0 caso contrério,
parat=0,...,nek=0,...,n.
Podemos considerar os seguintes casos:
(1) se k =0, entao c¢(i, k) = 1 se e somente se i = 0;
(2) se k > 0, entao c(i,k) = 1 se e somente se existe j < ¢ tal que z[1...j] €
LFlexlj+1...i € L.

Assim chegamos a seguinte férmula para c:

1 sek=0et=0,

0 sek=0e1>0,
C(Zak): A

\/ c(j,k—1)AN(z[j+1...4 € L) caso contrério.

j=0

Usando essa formula, podemos desenvolver um algoritmo que recebe uma palavra z €
>* e devolve 1 se x € L* e 0 caso contrario.

Testa-Palavra(z)

n = |z
¢(0,0) =1
parai=1,...,n: ¢(:,0) =0
para k=1, ..., n:
parat =0, ..., n:
c(i,k)=0
para j =0, ...,
c(i,k) =c(i,k)V (c(j, k=D A(z[j+1...7] € L))
para k=0, ..., n:
se ¢(n, k) = 1: devolva 1
devolva 0

Qual o tempo gasto pelo algoritmo? Suponha que o algoritmo que decide se
uma palavra x de comprimento n pertence & L consome tempo O(n¥). Entdo o
algoritmo acima executa esse algoritmo O(n?) vezes em palavras de comprimento
no maximo n. Assim, o tempo total gasto é O(n**+3) e temos portanto um algoritmo
polinomial.



