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Investigamos o problema de corte (de estoque) unidimensional, formulando-o como um problema de pro-
gramagdo linear inteira, e propomos um algoritmo hibrido, baseado no método de geracdo de colunas e
num algoritmo exato. O algoritmo exato que desenvolvemos é adequado para resolver instancias pequenas
do problema de corte unidimensional quando se conhece previamente um limitante inferior para o valor
da solucao inteira étima. Mostramos ainda que o algoritmo hibrido proposto encontra uma solugao inteira
cujo valor objetivo difere do valor objetivo 6timo de no méximo 1, se a conjectura MIRUP (Modified Inte-
ger Round-Up Property) for verdadeira. Os resultados obtidos na resolucio de um expressivo nimero de
instancias praticas e instancias geradas aleatoriamente sdo analisados, indicando um desempenho bastante
satisfatério do algoritmo hibrido.
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1 Introducao

O problema de corte (de estoque) unidimensional (PCE;) consiste em: dado um objeto, generica-
mente denominado de barra, de comprimento L, e uma lista de m itens, cada item ¢ com compri-
mento /; e demanda d; € IN (i = 1,...,m), determinar o menor nimero de barras necessirio para
atender a demanda, ou seja, produzir d; itens, cada qual de comprimento /;. Obviamente também
estamos interessados em determinar como as barras devem ser cortadas.

O PCE; é um problema N P-dificil, amplamente investigado desde a década de 70, para o qual se
conhecem vérios algoritmos de aproximacao, algoritmos exatos e heuristicas [27, 16, 8, 1, 14, 15, 17].

Propomos um algoritmo hibrido para resolver o PCE;, baseado no método de geragdo de
colunas e num algoritmo exato. Este algoritmo hibrido consiste basicamente em resolver a relaxacao
linear do problema de programacao linear inteira correspondente ao PCE; e arredondar para baixo
as varidveis fraciondrias gerando-se, eventualmente, um problema residual. A relaxagao linear é
resolvida usando-se o algoritmo Simplex, no qual, a partir de uma solugio bésica inicial (que pode
ser facilmente obtida), a cada iteragdo uma nova coluna é gerada resolvendo-se um problema da
mochila. Este procedimento é repetido até que as varidveis associadas & solugcao da relaxacao
linear arredondadas para baixo sejam todas iguais a zero. Este ultimo problema residual é entao
resolvido com o algoritmo exato que propomos, denominado First Fit Decreasing With Backtracking
(FFDWB). O FFDWB é adequado para resolver instancias pequenas do PCE; quando se conhece
previamente um limite inferior para o valor da solucao inteira 6tima.

Basicamente, o algoritmo FFDWB executa uma busca em profundidade numa arvore, onde
cada né da arvore representa um padrao, e a solucao encontrada é um ramo da arvore, desde a
raiz até uma folha. Utilizando-se o limitante previamente conhecido podemos, ao gerar solugoes
parciais, estimar o desperdicio final que sera obtido, o que nos permite podar a arvore, diminuindo
bastante o espago de busca.

Mostramos ainda que o algoritmo hibrido proposto encontra uma solucio inteira cujo valor
objetivo difere do valor objetivo 6timo de no méximo 1, se a conjectura MIRUP (Modified Integer

'Pesquisa desenvolvida dentro do Projeto PCE (ProTeM-CC-III/CNPq, Proc. 680082/95-6), Projeto FAPESP
(Proc. 96/04505-2) e ProNEx 107/97 (MCT /FINEP); bolsa individual de pesquisa do CNPq (yw/Proc. 304527/89-0).



Round-Up Property) for verdadeira. Por esta conjectura, o valor objetivo de uma solucdo inteira
6tima do PCE; é menor ou igual ao valor objetivo de uma solu¢do 6tima arredondada para cima
mais 1. Dizemos entdo que o algoritmo hibrido € assintoticamente exato, se verdadeira a conjectura
MIRUP.

Os resultados obtidos na resolucao de um expressivo nimero de instancias praticas e instancias
geradas aleatoriamente sao analisados, indicando um desempenho bastante satisfatorio do algo-
ritmo hibrido. Resolvemos 4000 instancias geradas aleatoriamente, agrupadas em 40 classes com
caracteristicas distintas e verificamos que o algoritmo hibrido apresentou desempenho superior a
diversos métodos encontrados na literatura que foram aplicadas a estas mesmas 4000 instancias [29].

Resolvemos ainda cerca de duas centenas de instancias praticas tiradas das plantas de ferragem
de obras de uma, construtora e verificamos que o algoritmo hibrido encontrou uma solugao 6tima
para todas estas instancias. O desperdicio total de ago nestas obras reduziu-se para aproximada-
mente 1%.

Este artigo estd organizado da seguinte maneira. Na Se¢do 2 mostramos como o PCE; pode
ser formulado como um problema de Programacdo Linear Inteira (PLI). Na Se¢do 3 discutimos o
método de geracdo de colunas, usado para resolver a relaxagao linear do problema linear inteiro
correspondente ao PCE;. Na Secao 4 descrevemos como, a partir de uma solucdo fraciondria
do problema relaxado, podemos obter uma solugdo inteira sem que haja excesso de producdo,
e que se aproxime da solugdo inteira 6tima. Nessa secdo apresentamos trés algoritmos, o First
Fit Decreasing (FFD), o First Fit Decreasing especializado (FFDe) e o First Fit Decreasing With
Backtracking (FFDWB). O segundo é uma especializagdo do primeiro, e o terceiro é baseado
no segundo. Na Secao 5 descrevemos o algoritmo HIBRIDO que desenvolvemos. Na Secao 6,
mencionamos a conjectura MIRUP (Modified Integer Round-Up Property) e a sua relagdo com
o algoritmo HIBRIDO. Na Secao 7 apresentamos os resultados computacionais obtidos. Para
finalizar, na dltima secdo tecemos algumas consideracoes a respeito deste trabalho.

2 Formulacao do Problema

O PCE; pode ser formulado como um problema de Programacéo Linear Inteira (PLI). Para fazer
isso, consideramos cada possivel forma de cortar uma barra, que chamamos de padrdo de corte
(ou simplesmente padrao), e o representamos por um vetor-coluna. Supondo que haja m itens,
cada padrao j é representado por um vetor-coluna a;, com m elementos, cujo i-ésimo elemento
indica o numero de vezes que o item ¢ ocorre nesse padrao. Por exemplo, no caso de uma instancia
que consiste de uma barra com comprimento L = 30 e 3 itens de comprimentos l; = 5, lo = 12,
l3 = 7 com demandas di = 4, dy = 2, d3 = 2, respectivamente, podemos ter um padrao j onde
a; = [3,0,2]. Esse vetor a; indica que o item 1 ocorre 3 vezes, o item 2 ndo ocorre nenhuma vez, e
o item 3 ocorre 2 vezes no padrao j.

Dizemos que um padrao é vidvel se ) i, (a;);l; < L. O problema agora consiste em considerar
os padroes vidveis e decidir quantas vezes cada padrao deve ser utilizado de modo a atender a
demanda, minimizando o nimero total de barras utilizadas.

Para isso, introduzimos uma varidvel z cujos elementos sdo inteiros z;(j = 1,...,n), que
indicam quantas vezes o padrao j é selecionado. Note que se z é uma solucao vidvel do problema
acima, entdo o valor ) " | z; corresponde ao nimero de barras a serem cortadas, ji que cada

j=1
padrao corresponde a uma barra. Assim, denotando por A a matriz m X n cujas colunas sao
os vetores ai,...,ay, e representando por d o vetor das demandas, o problema pode ser assim
formulado:

min Y77, z;



sujeito a Az =d (1)
z; > 0 e inteiro ji=1,...,n.

A formulagdo acima traz consigo duas dificuldades em termos computacionais. A primeira é
determinar a matriz A (que pode ter um niimero exponencial de colunas); a segunda é resolver um
problema de programacio linear inteira (que é sabido ser N'P-dificil). Para lidar com estas duas
dificuldades, Gilmore e Gomory propuseram o método de geragao de colunas [12, 13], delineado na
secao seguinte.

3 Geracao de Colunas

A idéia do método de geracdo de colunas consiste, como o préprio nome sugere, em ir gerando
gradativamente as colunas da matriz A (dos padrdes vidveis). Iniciamos com a matriz A cor-
respondendo a uma solucdo bdsica vidvel. Com essa nova matriz A, que chamaremos de base,
resolvemos a relaxagdo linear de (1):

min 377
sujeito a Az =d (2)
z; >0 ji=1...,n.

O método de geracao de colunas consiste basicamente em, a partir de uma solugio bésica vidvel
inicial, representada pela matriz A, usar o algoritmo simplez revisado [4], onde a cada iteragio
uma nova coluna é gerada resolvendo-se um problema da mochila. Este algoritmo é conhecido
como simplex revisado com geragdo de colunas, que chamaremos simplesmente de SimplexGC. As
solugoes encontradas por este método convergem para uma solugao 6tima, ndo necessariamente
inteira. Para contornar este problema, Gilmore e Gomory [12] propuseram arredondar para cima
o valor das variaveis, apds achar a solucdo 6tima, obtendo assim uma, solucao inteira. No entanto,
este procedimento usualmente acarreta a producao de itens em quantidade superior & demanda, e
conduz a uma solugdo inteira eventualmente longe da étima.

Para resolver (2), primeiramente precisamos determinar a matriz A. Felizmente, é ficil obter
uma matriz A que permita calcular trivialmente uma solucido basica vidvel para o problema de
corte linear. Definimos, no passo 1, a matriz A (diagonal), de dimensdo m x m, fazendo a;; = | ¥]

3

se i = j; e a;; = 0, caso contrdrio (¢ = 1,...,m;j = 1,...,m). No passo 2, calculamos uma solucao
z inicial fazendo z; = ;1—1 (t=1,...,m).
27

Cada iteracdo do método consiste em tentar gerar uma nova coluna que deve entrar na base.
Se tal coluna nfo existir estamos entao na solucdo 6tima. Caso contririo, encontramos uma coluna
que deve sair, substituindo-a pela nova coluna gerada. Para encontrar uma nova coluna que deve
entrar na base precisamos primeiramente, no passo 3, resolver yA = ¢, onde ¢ é o vetor-linha
com entradas ¢; =1 (i = 1,...,m). Usando a varidvel y, geramos, no passo 4, uma nova coluna
resolvendo o seguinte problema da mochila:

max i, yizi
sujeito a Y i1 lizi < L (3)
z; > 0 e inteiro 1=1,...,m.
Note que se z é uma solugao vidvel do problema (3), entdo z corresponde a um padrao vidvel.
Daqui por diante chamaremos de valor de uma solucdo o valor da funcdo objetivo associado a essa
solugao. No passo 5, verificamos se o valor da solu¢ao étima de (3) é menor ou igual a 1. Em caso

afirmativo, a solugao z corrente é uma solugao 6tima de (2). Nesse caso o algoritmo retorna z e
para. Caso contrario, o vetor z deve entrar na base. Para encontrar uma coluna que deve sair da



base primeiramente calculamos, no passo 6, o vetor coluna b, tal que Ab = z. No passo seguinte
calculamos ¢t = min{g* | b; >0 (i = 1,...,m)}. Deve sair da base uma coluna a; tal que:

s=min{i | =t (=1,...,m)} (4)

2
Calculamos s e, no passo 8, substituimos as por z, obtendo a nova base, e calculamos a nova
solugao corrente z fazendo z; = x; — bit, se i # s; e x; = t, caso contrario (i = 1,...,m). No passo
9 a iteragao é finalizada retornando ao passo 3.

Descrevemos a seguir um algoritmo bastante simples, mas satisfatério para os nossos propédsitos,
que resolve o problema da mochila (3).

Algoritmo MOCHILA

Entrada: (L,l1,...,lmyY1s---+Ym)-
Saida: z1,...,zm € IN tais que > "  liz; < L e Y .,", yiz; é maximo.
2 Faga z; = [(L — 307 lizi)/l;] para j =1,...,m, z* =ze M = 3| yiz].
3 Faca k = maaf{i | zi>0e Y% yi% + ‘Z’Ll (L—3To1iz) >M (i=m—1,...,1)}.
3.1 Se nao existe tal k entao devolva z* e pare. _
3.2 Caso contrario faca zp =z, —1 e z; = [(L — Zg;ll Lizi)/l;], para j =k +1,...,m.
4Se M <Y yizifaca z* =ze M =3 7", yiz}.

5 Retorne ao passo 3.

1 Ordene os itens em ordem decrescente de custo relativo (

Apresentamos a seguir o algoritmo SimplexGC.

Algoritmo SimplexGC

Entrada: (L,ly,... 0lpn,d1,. .. dpy).
Saida: Uma solucdo 6tima de: min } 77, T;
sujeito a Az =d
;>0  j=1,...,m,
onde cada coluna j de A é tal que Y., a;l; < L.

1 Para ¢ = 1 até m faca.

1.1 Para j = 1 até m se i = j entdo faga a;; = L%J, caso contrario, faca a;; = 0.
2 Faca z; = g—; (1=1,...,m).
3 Resolva yA = c.
4 Execute o algoritmo MOCHILA com parametros L,l1, ..., L, Y15+« Ym-
5 Se Y ", yizi < 1, retorne z e pare.
6 Caso contrario, resolva Ab = z.
7 Calcule t = min{3 [ b; >0 (i=1,...,m)} e s = min{i |
8 Parai=1até mfacaa;s =2 (i=1,...,m).

8.1 Se i = s entdo faga x; = t; caso contrério, faga =; = x; — b;t.
9 Retorne ao passo 3.

—t(i=1,...,m}




4 Obtendo uma Solucao Inteira

Aplicando o método de geragdo de colunas obtemos uma solugdo 6tima x para a relaxacdo linear
de (1). Chamemos de v,; 0 valor desta solu¢do. O método proposto para encontrar uma solugio

inteira de (1) consiste em arredondar z para baixo obtendo Z, ou seja, Z; = |z;]| (j = 1,...,m).
Seja ¥ o valor da solugdo z. Claramente v < v,;. Se v = v,4, entao = é uma solugio inteira étima,
caso contrario, uma parte da demanda nao foi atendida, pois Z; < z; para algum j € {1,...,m} e
portanto Z;nzl a;;7; < d; para tal j. Temos assim um problema residual onde cada item 7 possui
demanda inteira d; = d; — 7% | a;iz; (i =1,...,m).

Apoés calcular 7 e d', se © > 0 entdo aplicamos recursivamente o algoritmo ao problema re-
sidual; caso contrario, resolvemos o problema residual utilizando um algoritmo que forneca uma
solugdo inteira, como o First Fit Decreasing (FFD), o First Fit Decreasing especializado (FFDe) e
o FFDWB, abordados nas préoximas subsecoes.

4.1 O Algoritmo FFD

Escolhemos utilizar o FFD pois este algoritmo é bem simples, e além disso, apresenta um desem-
penho bastante satisfatério. Em 1973, Johnson [14] provou que o algoritmo FFD tem limite de
desempenho assintético %. Mais precisamente, denotando por FFD(I) o valor da solugao en-
contrada pelo algoritmo FFD e por OPT(I) o valor de uma solugdo 6tima para uma instancia I,
entdo para toda instancia I, FFD(I) < %OPT(I ) + 4. Ademais, o FFD apresenta desempenho
empirico no caso médio de 1,02 (c¢f. Bramel et al. [3]) e pode ser implementado de forma a ter
complexidade de tempo O(nlogn). Descrevemos a seguir o algoritmo FFD, adotando as seguintes
notagdes: g; representa o padrdo de corte i e ¢(p;) é uma fungdo que retorna o comprimento da

barra nao utilizado pelo padrao ;.

A entrada do algoritmo consiste do comprimento L de uma barra e de uma lista S de n itens de
comprimentos [q,...,[l,. Neste caso, estamos supondo que a entrada correspondente ao problema
residual, que consiste de m itens de comprimento I; (¢ = 1,...,m) e demanda d;, é transformada
numa entrada para o algoritmo FFD criando-se uma lista S onde cada item de comprimento I;
aparece d; vezes.

Algoritmo FFD

Entrada: (L,lq,...,1,).
Saida: Uma solugao inteira g1, ..., pr que atende a demanda.

1 Ordene Iy, ...,l, em ordem decrescente e faca k = 1 e gy = 0.

2 Para i =1 até n procure j = min{h | c(pp) > 1; (h=1,...,k)}
2.1 Se existir tal j entdo empacote o item ¢ no padrao p;, ou seja, faca p; = p; U {i}.
2.2 Caso contrério, faca k = k + 1 e empacote o item i em gy fazendo pi = {i}.

3 Retorne p1,..., ok € pare.

Primeiramente, ordenamos os itens em ordem decrescente de comprimento. Iniciamos entdo o
processo empacotando o item 1 no padrao g e fazendo k = 1. Suponha que o item ¢ é o préximo
item a ser empacotado. Procuramos dentre os padroes p1,..., @t aquele de menor indice onde é
possivel empacotar o item ¢. Caso nao exista tal padrao, iniciamos a geracdo de um novo padrao,
ou seja, fazemos k = k + 1 e empacotamos o item 7 no padrao gi. Este processo é repetido até que
todos os itens tenham sido empacotados, apds o que retornamos a solugao @1, .. ., Pk-



4.2 O Algoritmo FFD especializado (FFDe)

Apresentaremos a seguir uma, variacao do algoritmo FFD, que chamaremos de FFD especializado,
denotado por FFDe, especializado para o problema que queremos resolver. Tal versao é especial-
mente apropriada por requerer menor tempo de execugao e por permitir que a implementacao do
algoritmo seja feita utilizando-se estruturas de dados mais simples.

Seja S uma lista de m itens de comprimentos [4,...,l,, e demandas di,...,d,. Ordene, no
passo 1, os elementos de S em ordem decrescente de comprimento e faca kK = 1. No passo seguinte,
repetimos o procedimento descrito no préoximo paragrafo até que todos os itens sejam empacotados,
ou seja, até obtermos d; = 0 (i = 1,...,m), depois do que o algoritmo retorna g1,...,px €
T1yeeeyTk-

Procuramos o item de menor indice que caiba em gj. Se existir tal item, empacotamos este
item no padrao g o maior nimero de vezes possivel, limitado & demanda do item, e atualizamos
a demanda. Caso contririo, determinamos 7, que é o ntiimero de vezes que o padrio gy deve ser
utilizado, fazendo r, = min([%], i € i), onde f;(px) é uma funcdo que retorna a frequéncia

do item 7 em gy, atualizamos as demandas fazendo d; = d; — f;(pr)rr para todo item i contido em
pr e fazemos k =k + 1.

Algoritmo FFDe

Entrada: (L,ly,... 01y, d1,. .. dp).
Saida: Uma solugdo inteira que atende a demanda.
1 Ordene I4,...,[, em ordem decrescente e faca k =1 e p; = 0.
2 Repita até que d; =0 (i =1,...,m).
2.1 Procure j = min{h | I < c(px) (h=1,...,m)}.
2.2 Se existir tal j entao faca f = min(d;, LC(iLJk)J) e empacote f vezes o item j em gy,
fazendo f vezes p; = p; U {i}.
2.3 Caso contrério, faca r, = min{L%J, i € Pk}
2.3.1 Para todo i € gy faca d; = d; — fi(pr)rx- Faca k =k + 1 e o = 0.
3 Retorne p1,...,0, €T1,...,Tk € pare.

Note que, dado um item %, o algoritmo FFD procura imediatamente determinar em qual padrao
este item deve ser cortado. J4 no algoritmo FFDe, dado um padrao k, procuramos qual o préximo
item que deve ser empacotado nesse padrao. Chamamos o algoritmo FFD de item-orientado e o
algoritmo FFDe de padrao-orientado. Esta caracteristica, ser um algoritmo padrao-orientado, per-
mite adaptar, sem maiores dificuldades, o FFDe obtendo o algoritmo FFDWB, que sera detalhado
na proxima subsecao. Apesar deste enfoque diferenciado entre o FFD e o FFDe, vale o seguinte
resultado.

Teorema 4.1. Dada uma lista S de itens, a solu¢ao do algoritmo FFD ¢€ igual d solucao do
algoritmo FFDe.

Apesar de ser empiricamente bom no caso médio, Simchi-Levi [25] mostrou que o limite de
desempenho absoluto do FFD é 1,5 no pior caso; e que este limite é justo a nao ser que P = NP.
Foi também observado que o FFD encontra dificuldade, no que diz respeito a qualidade da solucao,
em instancias pequenas ou onde os itens tém comprimento de aproximadamente %L, iL, %L, ey
onde L é o tamanho da barra (c¢f. Schwerin e Wascher [24]) ou ainda nas instancias que Falkenauer
[6] chamou de triplets. Apresentamos a seguir o algoritmo FFDWB, baseado no algoritmo FFDe,
que encontra uma solugao inteira dtima.



4.3 O Algoritmo FFDWB

Na Secao 3 vimos que o método de geracao de colunas fornece uma solugao 6tima para a relaxacao
linear de (1) cujo valor chamaremos de v,;. Podemos entao usar v, = [v,] como um limite inferior
para o valor de qualquer solugao inteira étima. Como veremos na Secao 6, este limitante é justo
na grande maioria dos problemas.

A idéia bésica do algoritmo First Fit Decreasing with Backtracking (FFDWB), que propomos,
é aplicar um procedimento semelhante ao algoritmo FFDe para gerar um padrao de cada vez. O
desperdicio deste padrao é entdo comparado com o desperdicio da solucdo cujo valor é v;;,, da forma
que explicitaremos mais a frente. Se o padrao gerado nao for promissor executamos um retrocesso,
diminuindo a frequéncia dos itens dentro do padrao, do dltimo item que foi cortado até o primeiro,
e aplicamos recursivamente o procedimento semelhante ao FFDe na parte da barra nao utilizada
pelo padrao. Na solucdo encontrada pelo FFDWB, cada padrao é utilizado uma vez, de modo que
a cada padrao corresponde uma barra.

Para facilitar a compreensao do algoritmo FFDWB, detalhamos primeiramente o procedimento
PACKING. Este procedimento recebe como parametros de entrada um valor Dy, que representa o
comprimento que pode ser desperdicado numa, solugao que utiliza C' barras depois de gerados os
padroes g1, . - ., pr_1; um valor k, representando o indice do padrao corrente; e ainda os valores f e 4,
onde f representa quantas vezes o item de comprimento /; deve ser empacotado no padrao corrente.
No procedimento assumimos como constantes globais o valor C, que representa a quantidade
maxima de barras que podem ser utilizadas na solucdo, os comprimentos Ii,...,l,, dos itens e
suas demandas dy,...,dn,.

No passo 1, empacotamos f vezes o item 7 em gy, e atualizamos a demanda do item % fazendo
d; = d; — f. Procuramos entao, no passo 2, o item j de menor indice cuja demanda é maior do
que zero. Se ndo existir tal j significa que a demanda de todos os itens foi atendida. Nesse caso
a solugao g1, - .., @k € retornada e o procedimento para. Caso contririo, buscamos determinar, no
passo 3, o item 4’ de menor indice que possui demanda maior que zero e que ainda cabe em gy,.

Se existir tal item #', calculamos, no passo 3.1, f = min(dy, Lc(iL,’“)J) Desviamos entao o fluxo
de execucgao para o passo 5 e buscamos uma solucao fazendo chamadas recursivas ao procedimento
PACKING, com f’ variando de f até 0, tendo como pardmetros Dy, k, f' e i'. Essas chamadas
recursivas podem levar a uma solucao, caso em que o procedimento para. Caso contrario, apds
cada chamada recursiva infrutifera atualizamos a demanda fazendo dy = d; + f' e removemos de
pr as f' ocorréncias do item 7'.

Se nao existir tal item ¢, significa que nenhum item pode ser empacotado no espago restante
em pi. Neste caso algumas condigoes devem ser satisfeitas antes que o padrao gy seja aceito. E
preciso verificar se ainda é possivel utilizar outra barra, ou seja, se kK < C e se o desperdicio em
pr € tal que, possivelmente, vai conduzir a uma solu¢do que utilize mais do que C barras. Se a
desigualdade

clpr) < L) (8)
nao for satisfeita, rejeitamos o padrao. Pode-se mostrar que tal restricio ndo nos impede de
encontrar uma solugao, caso ela exista. Podemos impor mais uma restricao antes de aceitar um
padrdo. No procedimento PACKING, ao terminar de gerar o padrdo g, o desperdicio miximo
do padrao g1 é dado por LD’“(J&J Dessa forma, resolvemos um problema da mochila onde
os itens tém comprimento /;, custo reduzido também [; e demanda d; (i = 1,...,m), de modo a

Dy — C(Pk)J.

descobrir se existe um padrao cujo desperdicio seja no maximo | Caso nao exista tal

padrao, rejeitamos .

No algoritmo FFDWB, cada padrao aceito é utilizado uma vez, portanto a frequéncia de cada



item ¢ contido no padrao nao pode exceder d;. Note ainda que o custo reduzido de cada item é um
nimero inteiro. Essas duas peculiaridades ensejam modificacoes no algoritmo MOCHILA, proposto
na Secao 3, modificacoes essas que limitam o espaco de busca, permitindo resolver o problema da
mochila mais rapidamente. No passo 2 e no passo 3.2 do algoritmo MOCHILA, calculamos z;
fazendo z; = min(d;, | (L — ZZ;II liz;)/1;]). Com isto fazemos com que a frequéncia de cada item
no padrdo néio exceda sua demanda. Além disso, como o custo reduzido y; de cada item i ¢ inteiro,
podemos substituir a inequacao E}Zl Yz + ‘1;:11 (L— Z;Zl l;2;) > M, no passo 3, pela inequacao
mais forte Z;Zl Yz + Zl/::ll (L— Z;Zl [;Z;) > M +1. Com tais modificacoes obtemos o algoritmo

MOCHILA especializado (denotado por MOCHILAe).

Seja t = L — Y.7"  l;z o comprimento desperdi¢ado na solugao encontrada pelo algoritmo
MOCHILAe. Qualquer padrio gy, gerado no procedimento PACKING tem que possuir desperdicio

c(pr) tal que
¢ < | Doclon) (9)

No passo 3.2 executamos o algoritmo MOCHILAe com os pardmetros L,l1,... Iy, 11, .- lm,
di,...,dm. No passo seguinte fazemos ¢t = L — )", ;2;. Podemos entao verificar, no passo 3.4, se

o padrao gy deve ser aceito ou rejeitado. Se k < C e c(pg) < Lc—gfﬂJ et < [D’“(;if(,f”“” o padrao

pr deve ser aceito. Neste caso é feita uma chamada recursiva ao procedimento PACKING com os

parametros Dy —c(py), k+ 1, min(d; L%J) e j. Note que ao incrementarmos k, iniciamos a geracao
J

de um novo padrao, dessa forma o item j (que é o de menor indice com demanda maior que zero)

deve ser empacotado min(d;, Lﬁj) vezes neste novo padrao.

Caso a recursao contida no passo 3.4 nao leve a uma soluc¢do, a chamada ao procedimento foi
infrutifera. Devemos portanto executar um retrocesso. Para isso, no passo 4, fazemos f = —1 de
forma que o lago contido no passo 5 nao seja executado.

Procedimento PACKING(Dy, k, f,i)

1 Empacote f vezes o item i em gy, fazendo f vezes g = pr U {i}, e faca d; = d; — f.
2 Procure j = min{h | d, >0 (h=1,...,m)}. Se ndo existir tal j retorne p1, ..., pi e pare.
3 Procure i’ =min{h | dp, >0el, <c(pr) (h=i+1,...,m)}.
3.1 Se existir i’ entdo faga f = min(dy, LC(iL,’“)J) e va para o passo 5.
3.2 Execute o algoritmo MOCHILAe com f)arémetros Ll ...l by, dyy s diy
33Facat=L—Y " liz.
3.4Sek<Ceclpr) < LC—D—kk-i—lJ et < [maif(,f”“” entdo execute
PACKING (D — c(gr), k + 1,min(dj, | £1), ).
4 Faga f = —1. {Para que o laco no passo seguinte ndo seja efetuado}
5 Para f' = f até 0 execute PACKING(Dy, k, f',i'), faca dy = dy + f' e remova de gy, as
f! ocorréncias do item #', fazendo f vezes g = pr — {i'}.

O procedimento PACKING com parametros Dy, k, f e i, encontra, se existir, uma solu¢ao que
utiliza no maximo C — k + 1 barras onde a primeira barra tem comprimento c¢(pg) e as demais
barras tém comprimento L. Uma vez compreendido o procedimento PACKING fica facil entender
o algoritmo FFDWB, que descrevemos a seguir.

Inicialmente colocamos os itens em ordem crescente usando como chave de ordenacdo, para
cada item %, o numero min(d;, L%J) Tal nimero representa o nimero méiximo de vezes que o
item % pode aparecer num padrao. Nos testes realizados constatamos ser este critério de ordenagao
usualmente mais vantajoso do que utilizar, por exemplo, ordem decrescente de comprimento, o que



é feito no algoritmo FFDe.

Nao estd bem claro para nés por que esta heuristica apresenta resultados melhores do que
colocar os itens em ordem decrescente de comprimento, mas parece-nos que a explicacdo deste
fenoémeno esta associada a idéia de limitar o nimero de ramificacGes nos primeiros niveis da arvore
de busca. O algoritmo FFDWB consegue podar a drvore com maior frequéncia nos niveis de maior
profundidade, portanto parece ser boa idéia construir a arvore de modo que os primeiros niveis
possuam poucas ramificacoes e os niveis posteriores, que eventualmente ndo serao percorridos,
possuam mais ramificacoes.

7

No passo 2 do algoritmo é calculado o desperdicio D de uma solucdo que utiliza C' barras
fazendo-se D = CL — Y " l;d;, e é determinado f, que indica o nimero méximo de vezes que o
item 1 pode aparecer no primeiro padrdo. No passo seguinte o algoritmo busca uma solucio fazendo
chamadas ao procedimento PACKING com f’ variando de f até 0, tendo como parametros D, 1, f'
e 1. Se uma solucdo for encontrada, o algoritmo pdara no passo 2 do procedimento PACKING;
caso contrario, no passo 4, o algoritmo retorna 0, significando que ndo existe solugao que utilize no
maximo C barras.

Algoritmo FFDWB

Entrada: (L,ly,...,lpn,d1,...,dpy,C).
Saida: Uma solucdo inteira de valor no maximo C, se existir; caso contrario, o valor 0.
1 Coloque os itens em ordem crescente de min(d;, ij) (i=1,...,m).
2 Faga D = CL — 3" lid; e f = min(dy, [ £]).
3 Para f' = f até 0 execute PACKING(D, 1, f',1).
4 Retorne 0 e pare.

5 O Algoritmo HIBRIDO

Estamos agora em condigoes de descrever o algoritmo hibrido que desenvolvemos, doravante referido
como HIBRIDO. No passo 1, inicializamos com o valor zero a varidvel v,;, que representa o valor
da solucao étima do problema relaxado, e a varidvel v;, que representa o valor da solucao inteira
corrente. Aplicamos, no passo 2, o algoritmo SimplexGC para resolver a relaxacdo linear do
problema. Na primeira iteracdo guardamos o valor da solu¢do étima z fazendo vy = Y ;v ;. Nas
demais iteragdes ) ;" z; nunca vai exceder v,;, portanto v,; nio serd mais modificado durante o
algoritmo.

No passo 3 truncamos as varidveis fraciondrias fazendo z} = |z;] (i = 1,...,m), e acrescenta-
mos o valor desta solugao parcial inteira a v;y, fazendo v, = vip+ Y ;v zF. A seguir verificamos, no
passo 4, se alguma parte da demanda foi atendida pelas varidveis z*. Em caso afirmativo temos que
z; > 0 para algum ¢ = 1, ...,m. Neste caso, retornamos, no passo 4.1, os padrdes dados pelas colu-
nas da matriz A com suas respectivas frequéncias, z7,...,z},. Nos passos 4.2, 4.3 e 4.4, calculamos
o problema residual. Primeiramente atualizamos a demanda fazendo d; = d; — aijx;- (1=1,...,m)
e calculamos m’, que representa a quantidade de itens cuja demanda ainda nao foi totalmente aten-
dida. Se m' = 0 entdo toda a demanda foi atendida portanto o algoritmo pdra. Caso contrario,
o problema, residual deve ser resolvido. Para isso eliminamos os itens cuja demanda foi atendida,
fazemos m = m/ e retornamos ao passo 2.

Se o teste executado no passo 4 falhar, ou seja, 7 =0 (i = 1,...,m), entdo a solucao obtida
pelo método de geragao de colunas, arredondada para baixo, nao foi capaz de atender nenhuma



parte da demanda. Neste caso, abandonamos o método de geracao de colunas e utilizamos o
algoritmo FFDWB para resolver este ultimo problema residual.

No passo 5 fazemos C = [v;| — v; e executamos o algoritmo FFDWB com os parametros
Lil,...,lm,dy, ...,dn,C. Se o FFDWB nao retornar 0, uma solugao inteira utilizando C' bar-
ras foi encontrada; neste caso retornamos, no passo 6, esta solugao, dada por g1,...,pc. Caso
contrario, fazemos, no passo 7, uma nova chamada ao FFDWB com os parametros L,lq,..., L,
di,...,dpn,C +1. Se o FFDWB nao retornar 0, uma solugdo inteira utilizando C' + 1 barras
foi encontrada; neste caso retornamos, no passo 8, esta solucao, dada por pi,...,pc+1. Caso
contrario, executamos o algoritmo FFDe com pardmetros L,l,...,ly,d1,...,dy,, retornamos a
solucdo encontrada e paramos.

Algoritmo HIBRIDO

Entrada: (L,ly,... 0lpn,d1,. .. dp).

Saida: Uma solugio de: min Y77, z;
sujeito a Az = d
z; > 0 e inteiro j=1...,n,

onde cada coluna j de A é tal que > ;" a;l; < L.
1 Faca vy = 0 e vy = 0.
2 Execute o algoritmo SimplexGC com pardmetros L,l1,... 1y, di,...,dp. Se
Yot mi > vy entdo faga vy = >0y T
3 Para i =1 até m faca =} = |=;]. Faca vip = vip + Y ooy T}
4 Se zj > 0 para algum ¢ = 1,...,m entdo
4.1 Retorne A e z7,...,z;,.
4.2 Para i = 1 até m faga
4.2.1 Para j =1 até m faga d; = d; — a;jx
4.3 Faca m' = 0.
4.4 Para i = 1 até m faca
4.3.1Sed; >0facam' =m' + 1, l,y =1; e dypy = dj.
4.5 Se m' = 0 entdo pare.
4.6 Faca m = m/ e retorne ao passo 2.
5 Faca C = [vy;] — vjp. Execute o FFDWB com parametros L,l1,...,ly,,d1,...,dny, C.

*
I

6 Se o algoritmo FFDWB nao retornou 0 entao retorne p1, ..., pc € pare.

7 Caso contrério, execute o algoritmo FFDWB com parametros L, [, ..., ln,d1, ..., dn,C+1.
8 Se o algoritmo FFDWB nao retornou 0 entao retorne g1, ..., pc+1 € pare.

9 Caso contrario, execute o algoritmo FFDe com parametros L,l1,...,ln, di,-..,dmn,

retorne a solugao encontrada e pare.

Note que executamos o algoritmo FFDWB para tentar achar uma solucao que utilize apenas
C ou C + 1 barras. Se o FFDWB nao puder encontrar tais solugoes, usamos o algoritmo FFDe
para encontrar uma, solugao inteira para o problema residual. O motivo pelo qual nao utilizamos
o FFDWB para procurar solucées com C + 2,C' + 3, ... barras é explicado na préxima se¢io.

6 A Conjectura MIRUP

Seja I uma instancia de um problema de programacao linear inteira P, no qual queremos minimizar
a funcdo objetivo, v(I) o valor de uma solugio inteira 6tima de I e v,;(I) o valor de uma solugio
6tima da relaxagao linear do problema. Baum e Trotter [2] definiram a Integer Round-Up Property



(IRUP) da seguinte forma:

Defini¢ao 6.1. Um problema de programacdo linear inteira P (de minimizacdo) possui a integer
round-up property (IRUP) se v(I) = [v,(I)] para toda instdancia I € P.

Também dizemos que a IRUP é véilida (ou se verifica) para uma instidncia I de um PLI se
v(I) = [vy(I)]. Dyer, Frieze e McDiarmid [19] provaram que é N'P-dificil determinar se uma
instdncia qualquer do PCE; possui ou nao a IRUP.

Em 1985, Marcotte [18] mostrou que vdrias classes de instancias do PCE; possuem a IRUP,
No ano seguinte, no entanto, Marcotte [19] apresentou uma instancia para a qual a IRUP néo vale.
Para esta instancia v(I) = [vn(I)] + 1. Tal insténcia foi construida artificialmente a partir do
problema da 4-PARTICAO e apresentava coeficientes da ordem de 107, o que levou Marcotte a
conjecturar que qualquer instancia que nao tivesse a IRUP deveria possuir coeficientes da ordem
de 107, sendo portanto uma instancia dissociada de problemas praticos. Fieldhouse [7], no entanto,
apresentou uma instancia bastante simples para a qual a IRUP néo vale: L = 30, [ = {15,10,6} e
d ={21,32,54}.

Para esta instancia v, (I) = 31,9666. .. e v(I) = 33. Scheithauer e Terno [22], Gau [9], Schwerin
e Wischer [24] também exibiram instancias com coeficientes pequenos, cuja diferenca entre v(I) e
vp(I) é maior que 1. Em nossos testes computacionais, também encontramos diversas instancias
cujo gap é maior que 1. Em [24] Schwerin e Wascher apresentaram uma instancia com 200 itens cujo
gap entre o valor de uma solugado inteira étima e o valor de uma solucdo étima da relaxacao linear
é 1,14435. Este é o maior gap conhecido até o momento. Estes resultados levaram Scheithauer e
Terno [22] a definir a Modified Integer Round-Up Property (MIRUP).

Defini¢ao 6.2. Um problema de programagao linear inteira P (de minimizagao) posswi a modified
integer round-up property (MIRUP) se v(I) < [v.(I)] + 1 para toda instincia I € P.

Analogamente, dizemos que a MIRUP é vélida (ou se verifica) para uma instancia I de um PLI
se v(I) < [vp(I)] + 1. Em [22], Scheithuaer e Terno provaram que todos os problemas de corte
unidimensional (i.e., seus correspondentes PLI) com m < 5 possuem a MIRUP. Em experimentos
computacionais realizados por diversos autores [23, 28], onde foram determinadas solugbes inteiras
Gtimas, verificou-se que todas as instancias testadas (incluindo as geradas aleatoriamente e aquelas
mencionadas na literatura) apresentavam a MIRUP. Nao se conhece até o momento nenhuma
instancia do PCE; que ndo possua a MIRUP. Em 1995, Scheithauer e Terno [23] apresentaram a
seguinte conjectura.

Conjectura MIRUP: O problema de corte unidimensional (1) possui a modified integer round-up
property.

Tal conjectura explica porque no algoritmo HIBRIDO néo usamos o FFDWB para buscar
solucées com C + 2,C + 3,... barras. Se, no passo 8 do algoritmo HIBRIDO, o FFDWB nio
encontrar uma solucdo que utiliza C'+ 1 barras, entdo o problema residual correspondente constitui
uma instancia que nao possui a MIRUP, o que é bastante improvavel.

Sob a hipétese de que a conjectura MIRUP é verdadeira, temos o seguinte resultado, que estima
a qualidade da solucao encontrada pelo algoritmo hibrido.

Teorema 6.1. Se a conjectura MIRUP for verdadeira, a diferenca entre o valor da solucdo en-
contrada pelo algoritmo HIBRIDO e o valor de uma solugdo inteira dtima é no mdzimo 1.

Podemos dizer entdo que o algoritmo HiBRIDO é um algoritmo quase-ezato, se verdadeira a
conjectura MIRUP. Dada uma instincia I, chamemos de H(I) o valor da solucdo encontrada pelo
algoritmo HIBRIDO e OPT(I) o valor de uma solugao inteira ¢tima. O Teorema 6.1 implica que
o limite de desempenho assintético do algoritmo HIBRIDO ¢ 1, se verdadeira conjectura MIRUP.
Mais precisamente, vale o seguinte resultado.



Corolério 6.2. Se a conjectura MIRUP for verdadeira entao H(I) < OPT(I) + 1 para toda
instancia I do PCE;.

7 Resultados Computacionais

Avaliamos o algoritmo hibrido descrito na se¢ao anterior, resolvendo 4000 instancias geradas alea-
toriamente e mais cerca de duas centenas de instincias praticas tiradas das plantas de ferragem de
obras de uma construtora. O algoritmo HIBRIDO foi implementado na linguagem C e os testes
executados numa, estacdo Sun Sparc 1000, com dois processadores, clock de 50 mhz e 704 MB de
memoria principal. Utilizamos o CPLEX 2.0 [5] para resolver os sistemas de equagoes lineares que
aparecem nos passos 3 e 6 do algoritmo SimplexGC.

7.1 Testes Aleatdrios

Resolvemos 4000 instancias aleatérias geradas utilizando o método delineado por Wascher e Gau
em [29]. Chamaremos tais instancias de instincias de Wascher e Gau. Para gerar vérias classes de
instancias aleatdrias, variamos trés parametros: o tamanho do problema, o intervalo de tamanho
dos itens e o valor total da demanda.

O tamanho de uma instancia do PCE; é expresso pelo valor m, que significa o nimero de
itens. Nos testes realizados, m recebeu os valores 10, 20, 30, 40 e 50. Utilizamos L = 10000
unidades de comprimento. Os comprimentos dos itens foram modelados como varidveis aleatérias
inteiras uniformemente distribuidas dentro do intervalo [1, %]. O tamanho dos itens em relagao ao
tamanho L da barra afeta significativamente a dificuldade inerente ao problema e consequentemente
a performance dos algoritmos propostos para o problema. Variamos o intervalo assumindo para

os valores 25, 50, 75 e 100.

Os valores d; das demandas também foram tratadas como varidveis aleatérias inteiras. Elas
foram geradas em duas etapas. Primeiramente calculamos a demanda total T fazendo T = md
(d € IN). Depois distribuimos a demanda total T' pelos m itens. Podemos chamar d de fator de
multiplicacdo. Variando este fator podemos mudar o cardter das instancias, obtendo instancias
tipicas do bin-packing problem, ao fixar d em valores pequenos, ou instincias tipicas do problema
de corte de estoque, fixando d em valores grandes. Os valores que utilizamos para d foram 10 e 50.

Para distribuir a demanda total 7" pelos m itens, geramos os nimeros aleatérios Ry,..., Ry,
uniformemente distribuidos dentro do intervalo [0,1], e entdo calculamos a demanda de cada item
fazendo d; = max(1, I—R1—|—.}.37.i—|—RmJT) parai=1,....,m—1e dy = max(1,T — Z:’;ll d;).

Combinando os diferentes valores destes trés parametros definimos 40 classes de instincias,
classes estas caracterizadas pela tripla (m,3,d). Para cada classe, 100 instancias do problema
foram geradas, perfazendo um total de 4000 instincias. As instidncias foram geradas usando o
algoritmo CUTGENI, descrito em [11], e que implementa os procedimentos descritos nos trés
dltimos pardgrafos. Tal algoritmo recebe como entrada os parametros m, 3, d e um valor usado
para inicializar a semente da funcao que gera numeros pseudo-aleatérios. De forma a obter as
mesmas instancias utilizadas por Wascher e Gau, inicializamos a semente usando o niimero obtido
pela concatenacdo de m, 3 (com 3 digitos) e d. Por exemplo, ao gerar as instancias da classe
caracterizada por m = 10, 8 = 75 e d = 10, o ndmero utilizado para inicializar a semente foi

1007510.

Apesar de o algoritmo FFDWB ter capacidade de achar uma solugao inteira étima, se ela
existir, os testes computacionais mostraram que em algumas instancias o tempo de computacao
requerido pelo FFDWRB era inaceitavel. Por isso, em nossa implementacao, limitamos em 250000



o numero de nds que podem ser percorridos pelo FFDWB. Tal procedimento também foi adotado
por Wischer e Gau [29] ao restringir em 25000 o nimero de retrocessos efetuados pelo algoritmo
MTP devido a Martello e Toth [20].

Na Tabela 1 apresentamos os resultados da aplicacao do algoritmo HIBRIDO &s 4000 instancias
aleatérias geradas conforme descrevemos anteriormente. Nesta tabela, agrupamos as instancias de
classes que diferem apenas no pardmetro d, para poder comparar com os resultados obtidos por
Wascher e Gau. Assim, cada linha da tabela representa os resultados obtidos na resoluciao de 200
instancias.

A coluna IRUP representa o niimero de instincias para as quais foi encontrada solugao inteira
que satisfaz a IRUP (portanto, solugdo 6tima). A coluna MIRUP representa o niimero de instincias
para as quais foi encontrada solugao inteira que satisfaz a MIRUP e nao satisfaz a IRUP. A coluna
Colunas geradas indica o nimero médio de colunas geradas pela aplicagao do algoritmo SimplexGC
em cada instancia. A coluna Tempo informa o tempo médio requerido para resolver cada instancia.

Comparamos a solucao encontrada pelo algoritmo HIBRIDO com a solu¢do obtida pelo algo-
ritmo FFD. Na coluna Pior que FFD indicamos o numero de instancias para as quais a solucido
encontrada pelo algoritmo HIiBRIDO foi pior que a solugao encontrada pelo FFD. Informamos na
coluna Ganho sobre FFD o ganho médio percentual da solucao encontrada pelo algoritmo HIBRIDO
em relagdo & soluciao encontrada pelo FFD.

Finalmente, na coluna Desperdicio indicamos o desperdicio médio da solucao encontrada pelo
algoritmo HIBRIDO. Consideramos como desperdicio a parte ndo aproveitada das barras, indepen-
dentemente da possibilidade de encontrar solugao melhor, ou seja, o desperdicio é dado pela razao
entre o valor da solucao inteira encontrada v;, e M Dessa forma, analisando a segunda linha
da tabela, verificamos que ao resolver as 200 instancias de tamanho m=10, cujos itens tém com-
primento variando entre 1 e 7500 unidades de comprimento, desperdicamos, em média, 15,084%,
embora todas as solugoes encontradas sejam 6timas. O propésito da coluna Desperdicio é dar ao
leitor uma idéia a respeito do desperdicio inerente a essas classes de instancias.

Pela Tabela 1 percebemos que a MIRUP foi verificada em todas as 4000 instancias, sendo que
em apenas 12 delas a IRUP nao foi verificada. Isto significa que em no maximo 12 instancias o
algoritmo HIBRIDO deixou de encontrar uma solucao 6tima. No entanto, a solucao encontrada
para estas 12 instancias difere da solucdo étima de no mdximo 1, o que estd de acordo com o
Teorema 6.1.

Analisando a coluna Tempo, verificamos que o algoritmo HIBRIDO encontra mais dificuldade
para resolver instancias onde a maior parte dos itens nao apresenta comprimento muito pequeno
nem muito grande em relagdo a barra. Estas instancias estdo caracterizadas por 8 = 50, ou seja,
sao as instiancias onde os itens tém no maximo a metade do comprimento da barra. Por outro
lado, analisando a coluna. Ganho sobre o FFD, percebemos que é Justamente para 0 = 50 que
o algoritmo HIBRIDO apresenta maior vantagem em relacao ao FFD. E interessante notar que,
mesmo para a classe onde m = 50 e 8 = 50, o tempo médio necessirio para resolver cada problema
foi em torno de 20 segundos, o que, em termos praticos, é satisfatério.

Uma outra informagio importante (embora ndo expressa na Tabela 1) é que a maior parte do
tempo requerido para encontrar uma solugao foi gasto na geracao de colunas e nao pelo algoritmo
FFDWB. Em média, o tempo requerido pelo FFDWB foi inferior a 0,1 segundos.

Em todas as classes de instincias o algoritmo HiIBRIDO mostrou ser superior ao FFD. Perce-
bemos ainda que o desperdicio diminui & medida que o tamanho do problema cresce, o que explica,
em parte, por que o ganho sobre o FFD, de uma forma geral, também diminui quando o tamanho
do problema aumenta.

A Tabela 2 apresenta uma comparacao entre os resultados obtidos pelos algoritmos hibridos



Tamanho Colunas | Tempo Pior Ganho Desper-
m | dos itens | IRUP | MIRUP | geradas | (seg) | que FFD | sobre FFD dicio
0%-100% | 200 0 7.21 0,04 0 0,345% | 13,734%
0%-75% | 200 0 11,92 | 0,07 0 0,569% | 15,084%
10 | 0%-50% 200 0 23,77 0,14 0 2,727% 3,091%
0%-25% 200 0 41,02 0,34 0 1,590% 1,388%
0%-100% 199 1 26,01 0,17 0 0,273% 9,873%
0%-75% | 199 1 17,37 | 0,32 0 0,641% | 7,450%
20 [ 0%-50% | 200 0 108,98 | 0,97 0 2.322% | 0,695%
0%-25% | 200 0 105,60 | 1,24 0 0,864% | 0,665%
0%-100% 199 1 56,70 0,45 0 0,225% 10,046%
0%-75% 200 0 112,53 1,02 0 0,545% 6,376%
30 | 0%-50% 198 2 293,29 3,87 0 1,887% 0,362%
0%-25% 200 0 187,85 2,71 0 0,551% 0,451%
0%-100% 200 0 99,31 0,85 0 0,200% 9,901%
0%-75% | 198 2 226,31 | 2,66 0 0,633% | 4,301%
40 [ 0%-50% | 200 0 585,84 | 9.50 0 1,456% | 0,206%
0%-25% 200 0 289,55 4,14 0 0,435% 0,348%
0%-100% | 200 0 159,15 | 1,55 0 0,227% | 7,175%
0%-75% | 197 3 375,12 | 4,78 0 0,582% | 4,399%
50 [ 0%-50% | 198 2 960,48 | 20,28 0 1,157% | 0,157%
0%-25% | 200 0 397,06 | 17,80 0 0,363% | 0,275%

Tabela 1: Algoritmo HIBRIDO aplicado is instancias de Wascher e Gau.

aqui propostos e diversos métodos encontrados na literatura, quando aplicadas as instancias de
Wischer e Gau. Adotamos para estes métodos os nomes sugeridos por Wischer e Gau [29] e
indicamos as referéncias onde o leitor pode obter detalhes deste métodos. Dentre todos estes
métodos, o algoritmo HIBRIDO foi o que encontrou solucoes étimas para o maior nimero de
instancias.

Comparando com os resultados obtidos por Wiascher e Gau [29] ao utilizar diversas heuristicas
para resolver as 4000 instancias acima mencionadas, observamos que a qualidade das solugoes
encontradas pelo algoritmo HIBRIDO ¢ superior, visto que encontramos mais frequentemente uma
solucao Otima.

Comparamos o ganho médio do algoritmo HiBRIDO em relacdo ao FFD e o desperdicio médio
em funcdo de m, respectivamente. Percebemos que o ganho médio em relagdo ao FFD e o des-
perdicio médio tendem a diminuir e se estabilizar & medida que m cresce.

7.2 Testes Praticos

Apresentamos nesta se¢ao os resultados obtidos ao aplicar o algoritmo HIBRIDO a cerca de duas
centenas de instincias reais tiradas das plantas de ferragem de duas obras de uma construtora com
atuacdo em vdrias cidades do pais. Tratam-se de obras de construciao de edificios gémeos de 9
andares, construidos lado a lado. As instincias consideradas sao relativas ao problema de deter-
minar como cortar o ago a ser utilizado nas estruturas de concreto armado de modo a minimizar
o desperdicio de ago.

Nestas obras foi utilizado aco CA-60B com 5mm de bitola, e ago CA-50A com bitolas 6,3mm,



| Algoritmo |m=10 | m=20 | m=230] m=40 | m =50 | Total |

| Total de instancias | 800 | 800 | 800 | 800 | 800 | 4000 |
HIBRIDO 800 798 797 798 795 | 3988
RSUC [9] 797 792 790 779 763 | 3921
ROPT [29] 796 788 782 770 738 | 3874
CSTAOPT [26] 758 754 731 732 734 | 3709
RFFD [29] 779 758 743 726 695 | 3701
CSTAFFD [29] 752 746 715 716 701 [ 3630
FFD 469 378 359 321 318 | 1845
BOPT [29] 428 321 262 251 210 | 1472
BRURED [21] 325 193 129 94 80 821
BRUSUC [26] 257 142 74 53 52 578
BRUSIM [29] 93 47 23 15 10 188

Tabela 2: Solugbes inteiras 6timas obtidas por diversos algoritmos aplicados as instancias de
Wischer e Gau.

8mm, 10mm, 12,5mm, 16mm e 20mm. Dessa forma houve necessidade de utilizar 7 tipos de verga-
Ihoes de ago, originando 7 categorias de problemas. Obtivemos 209 instiancias, que chamaremos de
instancias prdticas, agrupando a demanda de cada um destes 7 tipos de vergalhGes em cada uma
das 42 plantas de ferragem analisadas. A Tabela 4 mostra os resultados obtidos ao resolver estas
instancias usando o algoritmo HIBRIDO.

No de m Tamanho Colunas | Tempo Ganho Desper-
Bitola | problemas | médio | dos itens | IRUP | geradas (seg) | sobre FFD dicio

5.0 13 7 2%-50% 13 14,54 0,23 0,945% 0,324%
6.3 43 11 2%-98% 43 23,86 0,33 1,868% 1,438%
8.0 40 12 2%-90% 40 30,10 0,35 1,128% 6,281%
10.0 35 20 4%-92% 35 78,00 1,03 0,825% 7,843%
12.5 36 14 6%-92% 36 46,03 0,64 2,207% 5,467%
16.0 26 13 16%-75% 26 25,12 0,31 1,353% 20,550%
20.0 16 8 20%-74% 16 9,69 0,12 0,894% 12,023%

Tabela 3: Resultados obtidos pelo algoritmo HIBRIDO aplicado as instancias praticas.

Analisando a Tabela 3, percebemos que o algoritmo HiBRIDO encontrou, dentro de um tempo
bastante curto, solucbes Otimas para todas as instancias. Além disso, o algoritmo HIBRIDO
apresentou um ganho em relagdo ao FFD bastante satisfatério. O tempo médio gasto pelo algoritmo
FFDWB ao resolver estas 209 instancias foi inferior a 0,01 segundos.

Por outro lado, nas categorias onde os itens tém tamanho médio ou grande (bitolas 16mm
e 20mm), apesar de termos encontrado solugdes Gtimas para todas as instincias, o desperdicio
médio foi bastante alto (acima de 10%). Este resultado é explicado, em parte, pelo fato de que as
instancias nestas categorias apresentam poucos itens (em média, m < 13).

Com o intuito de diminuir o desperdicio, experimentamos agrupar todas as instincias de cada
categoria gerando apenas 7 instdncias, que chamaremos de instdincias prdticas agrupadas. Com
isto obtivemos instancias maiores, esperando obter solugoes com menor desperdicio. Os resultados
obtidos pelo algoritmo HIBRIDO ao resolver estas 7 instincias sio apresentados na Tabela 4.



Tamanho Colunas | Tempo Ganho Desper-

Bitola | m | dos itens | IRUP | geradas | (seg) | sobre FFD | dicio
5.0 48 2%-50% Sim 118 41 0,607% 0,020%
6.3 209 | 2%-98% Sim 622 37 0,474% 0,017%
8.0 264 | 2%-90% Sim 2706 190 1,278% 0,009%
10.0 | 365 | 4%-92% Sim 10758 1576 1,365% 0,061%
12.5 | 301 | 6%-92% Sim 8333 782 1,481% 0,268%
16.0 | 218 | 16%-75% Sim 1231 164 1,673% 4,995%
20.0 105 | 20%-74% Sim 573 29 0,489% 2,507%

Tabela 4: Resultados obtidos pelo algoritmo HIBRIDO aplicado as instancias praticas agrupadas.

Solugoes 6timas foram encontradas para todas as 7 instincias. E interessante notar também
que, mesmo para instdncias que podemos considerar grandes, o algoritmo HIBRIDO apresentou
tempo de execucdo aceitidvel. O tempo requerido pelo FFDWB para resolver cada uma destas 7
instancias foi inferior a 0,01 segundos.

Na construgao civil, o ago utilizado nas estruturas de concreto armado é adquirido por peso.
Por isso, para ter uma idéia mais aproximada do desperdicio, precisamos levar em conta o peso dos
vergalhGes de ago nas suas diferentes bitolas. A Tabela 5 apresenta a quantidade de ago especificada
nas plantas e as quantidades utilizadas nas solugoes apresentadas nas tabelas 3 e 4.

Vale salientar que, em obras deste tipo, esta construtora desperdica, em média, algo em torno
de 10% do aco. Este percentual é bom se comparado ao desperdicio médio verificado na inddstria
de construcao civil. Agrupando as instancias, reduzimos o desperdicio de aco a cerca de 1%, o que
representa uma economia consideravel.

Os resultados obtidos, tanto nos testes realizados com instancias geradas aleatoriamente, quanto
nos testes com instancias praticas, demonstraram a eficiéncia do algoritmo HIRIDO em termos
de qualidade da solucdo e tempo de execucao. Ademais, os resultados dos testes serviram para
fortalecer a conjectura MIRUP.

Quantidade Tabela 3 Tabela 4
Peso de aco nas | Quantidade Quantidade
Bitola | (kg/m) | plantas (kg) | de ago (kg) | Desperdicio | de ago (kg) | Desperdicio
5.0 0,16 5062,008 5078,400 0,324% 5063,040 0,020%

6.3 0,25 15834,380 16062,000 1,438% 15837,000 0,017%
8.0 0,40 24415,352 25948,800 6,281% 24417,600 0,009%
10.0 0,63 23799,497 25666,200 7,843% 23814,000 0,061%
12.5 1,00 24235,060 25560,000 5,467% 24300,000 0,268%
16.0 1,60 15305,872 18470,400 20,675% 16070,400 4,995%
20.0 2,50 17969,525 20130,000 12,023% 18420,000 2,507%

Totais 126621,695 | 136915,800 8,130% 127922,040 1,027%

Tabela 5: Desperdicio de aco nas solugoes encontradas para as instancias praticas.



8 Consideracoes Finais

O algoritmo HIBRIDO que desenvolvemos retine algoritmos de diversas naturezas, como o método
Simplex com geracao de colunas, o FFDWB e o FFDe. Deste fato deriva o seu nome. Esta
abordagem diversificada tem se mostrado promissora, e tem sido bastante explorada em trabalhos
recentes [26, 23, 29, 10]. Mostramos também que a diferenca entre o valor da solu¢ao encontrada
pelo algoritmo HIBRIDO e o valor de uma solucao inteira 6tima é no maximo 1, se verdadeira a
conjectura MIRUP. Nesse sentido, dizemos que o algoritmo HIBRIDO é um algoritmo quase-ezato.

Discorremos sobre resultados tedricos [22] e praticos [23, 28] que sugerem ser verdadeira a
conjectura MIRUP. Os testes que realizamos com instincias geradas aleatoriamente e instancias
praticas também servem para fortalecer esta conjectura. Assumindo que esta conjectura seja
verdadeira, temos um excelente limitante para o valor de uma solucao inteira étima. Utilizando este
limitante, propusemos o algoritmo exato FFDWB, que mostrou-se eficiente ao resolver instincias
pequenas do PCE;.

Repetimos os testes realizados por Wéascher e Gau [29] com 4000 instancias (com até 50 itens)
geradas aleatoriamente e constatamos que o algoritmo HIBRIDO obteve desempenho superior ao
de todos os algoritmos testados por estes autores. O algoritmo HIBRIDO encontrou uma solucao
inteira 6tima para pelo menos 99,7% dessas instincias e o tempo médio requerido para resolver
cada uma das 4000 instancias foi inferior a 4 segundos. Resolvemos também 216 instancias praticas,
incluindo uma instancia com 365 itens, sendo que o algoritmo HIBRIDO encontrou solucoes 6tima,
para todas estas instancias.

O esquema utilizado no algoritmo HIBRIDO proposto neste trabalho, pode ser adaptado para
o problema de corte bi- e tridimensional. Para isto é necessario dispor de métodos para achar
uma solugao inicial, gerar novas colunas e resolver o problema residual final. Tais métodos sao
encontrados na literatura. Um desdobramento natural deste trabalho seria integrar estes métodos
de forma a obter algoritmos capazes de encontrar solugoes inteiras para o problema de corte bi- e
tridimensional.
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