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Arvores geradoras

Fonte: Pinterest



https://br.pinterest.com/pin/475200198179786065/

Subarvores

Uma subarvore de um grafo G é
qualquer arvore T que seja subgrafo de G.

Exemplo:
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Arvores geradoras

Uma arvore geradora (= spanning tree) de
um grafo é qualquer subarvore que contenha
todos os vértices.

Exemplo:




Arvores geradoras

Uma arvore geradora (= spanning tree) de
um grafo é qualquer subarvore que contenha
todos os vértices.

Exemplo: as arestas em vermelho
formam uma arvore geradora
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Arvores geradoras

Somente grafos conexos tém arvores geradoras.
Todo grafo conexo tem uma arvore geradora.

Exemplo:




Algoritmos que calculam arvores geradoras

E facil calcular uma arvore geradora de um grafo
conexo:

» a busca em profundidade (DFS) e
» a busca em largura (BFS)
fazem isso.

Qualquer das duas buscas calcula uma arborescéncia
que contém um dos arcos de cada aresta de uma
arvore geradora do grafo.



Primeira propriedade da troca de arestas

Seja T uma éarvore geradora de um grafo G.
Para qualquer aresta e de G que nao esteja em T,
T+4e tem um uUnico ciclo n3o-trivial.

Exemplo: T+e




Primeira propriedade da troca de arestas

Seja T uma éarvore geradora de um grafo G.
Para qualquer aresta t desse ciclo,
T+e—t uma arvore geradora.

Exemplo: T+e—t




Segunda propriedade da troca de arestas

Seja T uma éarvore geradora de um grafo G.
Para qualquer aresta t de T e qualquer aresta e
que atravesse o corte determinado por T—t,

o grafo T—t+e é uma arvore geradora.

Exemplo: T—t




Segunda propriedade da troca de arestas

Seja T uma éarvore geradora de um grafo G.
Para qualquer aresta t de T e qualquer aresta e
que atravesse o corte determinado por T—t,

o grafo T—t+e é uma arvore geradora.

Exemplo: T—t+e




wa

L)
®
.n
e
R o S |’7
T

Arvores geradoras de custo minimo

;-bo

an-au-a-

M

®
""”'5@-9\,.. ‘"’:ru 5 v -
0 101 1502 -o—tr;r .‘; “. , .g.
we .
L=
®
Fonte: Minimum Spanning Trees



http://www.applied-maths.com/features/minimum-spanning-trees

Arvores geradoras minimas

Uma arvore geradora minima (= minimum
spanning tree), ou MST, de um grafo com custos
nas arestas é qualquer arvore geradora do grafo
que tenha custo minimo.

Exemplo: um grafo com custos nas arestas




Arvores geradoras minimas

Uma arvore geradora minima (= minimum
spanning tree), ou MST, de um grafo com custos
nas arestas é qualquer arvore geradora do grafo
que tenha custo minimo.

Exemplo: MST de custo 42




Problema MST

Problema: Encontrar uma MST de um grafo G com

custos nas arestas.
O problema tem solucao se e somente se G é conexo.

Exemplo: MST de custo 42




Propriedade dos ciclos

Condicdo de Otimalidade: Se T é uma MST entao
toda aresta e fora de T tem custo maximo dentre
as arestas do Unico ciclo n3o-trivial em T--e.

Exemplo: MST de custo 42




Demonstracao da reciproca

Seja T uma arvore geradora satisfazendo
a condicao de otimalidade.

Vamos mostrar que T é uma MST.
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Seja T* uma VST tal que o niimero de arestas
comuns entre T e T* seja maximo.

Se T = T*, ent3ao n3o ha o que demonstrar.



Demonstracao da reciproca

Seja T uma arvore geradora satisfazendo
a condicao de otimalidade.

Vamos mostrar que T é uma MST.

Seja T* uma VST tal que o niimero de arestas
comuns entre T e T* seja maximo.

Se T = T*, ent3ao n3o ha o que demonstrar.

Suponha que T # T* e seja e* uma aresta de custo
minimo dentre as arestas que estao em T* mas nao
estao em T.



Demonstracao da reciproca

Seja T uma arvore geradora satisfazendo
a condicao de otimalidade.

Vamos mostrar que T é uma MST.

Seja T* uma VST tal que o niimero de arestas
comuns entre T e T* seja maximo.

Se T = T*, ent3ao n3o ha o que demonstrar.

Suponha que T # T* e seja e* uma aresta de custo
minimo dentre as arestas que estao em T* mas nao
estao em T.

Seja e uma aresta qualquer que nao esta em T*
mas esta no (nico ciclo em T+e*.



Continuacao

Logo, custo(e) < custo(e®).



Continuacao
Logo, custo(e) < custo(e®).

Seja £* uma aresta qualquer que nao esta em T
mas esta no Unico ciclo em T*+-e.

Como T* é uma MST entdo custo(f*) < custo(e).



Continuacao
Logo, custo(e) < custo(e®).
Seja £* uma aresta qualquer que nao esta em T
mas esta no Unico ciclo em T*+-e.

Como T* é uma MST entdo custo(f*) < custo(e).
Se custo(f*) = custo(e), entdo

T*—f*+e é uma MST que contradiz a escolha de T*.
Logo, custo(f*) < custo(e).



Continuacao
Logo, custo(e) < custo(e®).
Seja £* uma aresta qualquer que nao esta em T
mas esta no Unico ciclo em T*+-e.

Como T* é uma MST entdo custo(f*) < custo(e).
Se custo(f*) = custo(e), entdo

T*—f*+e é uma MST que contradiz a escolha de T*.
Logo, custo(f*) < custo(e).

Finalmente, concluimos que

custo(f*) < custo(e) < custo(e”)

0 que contradiz a nossa escolha de e*.
Portanto, T=T* e T € uma MST.



Propriedade dos cortes

Condicdo de Otimalidade: Se T é uma MST entdo
cada aresta t de T é uma aresta minima dentre as
que atravessam o corte determinado por T-t.

Exemplo: MST de custo 42




Algoritmo de Prim

Whole-brain tractography (n = 382)

Weighted network

Minimum spanning tree

? Registration

Classical metrics
clustering coefficient §

shortest path length A

MST metrics
Harvard-Oxford atlas

diameter

eccentricity
Fonte: Aging alterations in whole-brain networks

...mapped with the minimum spanning tree

m]

=



https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1053811915000178
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1053811915000178

Problema MST

Problema: Encontrar uma MST de um grafo G

com custos nas arestas.
O problema tem solucao se e somente se G é conexo.

Exemplo: MST de custo 42




Propriedade dos cortes

Condicao de Otimalidade: Se T é uma MST entdo
cada aresta t de T é uma aresta minima dentre
as que atravessam o corte determinado por T—t.

Exemplo: MST de custo 42




Simulacao
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Franja

A franja (= fringe) de uma subarvore n3o-geradora
T é o conjunto de todas as arestas que tém uma
ponta em T e outra ponta fora.

Exemplo: As arestas em azul formam a franja de T




Algoritmo de Prim

O algoritmo de Prim é iterativo.
Cada iteracao comeca com uma subérvore T de G.

No inicio da primeira iteracao,
T é uma arvore com apenas um vértice.



Algoritmo de Prim

O algoritmo de Prim é iterativo.

Cada iteracao comeca com uma subérvore T de G.
No inicio da primeira iteracao,

T é uma arvore com apenas um vértice.

Cada iteracao consiste em:

Caso 1: franja de T é vazia
Devolva T e pare.



Algoritmo de Prim

O algoritmo de Prim é iterativo.
Cada iteracao comeca com uma subérvore T de G.

No inicio da primeira iteracao,
T é uma arvore com apenas um vértice.
Cada iteracao consiste em:
Caso 1: franja de T é vazia
Devolva T e pare.

Caso 2: franja de T nao é vazia
Seja e uma aresta de custo minimo
na franja de T. Comece nova iteracao
com T+e no papel de T.



Relacao invariante chave

No inicio de cada iteracao vale que
existe uma MST que contém as arestas em T.

Demonstracdo. Se a relacao vale no inicio da dltima
iteracao entao é evidente que, se o grafo é conexo,
o algoritmo devolve uma MST.



Relacao invariante chave

No inicio de cada iteracao vale que
existe uma MST que contém as arestas em T.

Demonstracdo. Se a relacao vale no inicio da dltima
iteracao entao é evidente que, se o grafo é conexo,
o algoritmo devolve uma MST.

Vamos mostrar que se a relacao vale no inicio de
uma iteracao que nao seja a ultima, entao ela vale
no fim da iteracao com T+e no papel de T.

A relacdo invariante certamente vale
no inicio da primeira iteracao.



Demonstracao

Considere o inicio de uma iteracdo qualquer
que nao seja a lltima.

Seja e a aresta escolhida pela iteracdo no caso 2.
Pelo invariante, existe uma MST T* que contém T.

Se e estda em T*, ent3o ndo ha o que demonstrar.



Demonstracao

Considere o inicio de uma iteracdo qualquer
que nao seja a lltima.

Seja e a aresta escolhida pela iteracdo no caso 2.
Pelo invariante, existe uma MST T* que contém T.
Se e estda em T*, ent3o ndo ha o que demonstrar.
Suponha, portanto, que e n3o estd em T*.

Seja e* uma aresta que esta no unico ciclo em T*+e
que estd na franja de T.

Pela escolha de e, custo(e) < custo(e*).

Portanto, T*—e*+e é uma MST que contém T-+e.



PrimMST: esqueleto
static double INFINITY;

/* marked[v] é& true, v estd na arvore */
static bool *marked;
static double *distTo;
static int xedgeTo;

double wmst;

Queue mst;

void PrimMST(EWGraph G) {}
static void prim(EWGraph G) {}
double weight() {}



PrimMST

Encontra arvore ou floresta geradora minima de G.

void PrimMST(EWGraph G) {

INFINITY = DBL MAX; /* double méximo */
marked = mallocSafe(G->V*sizeof (bool));
distTo = mallocSafe(G->Vxsizeof (double));
edgeTo = mallocSafe(G->V*sizeof (int));
for (int v = 0; v < G->V; v++) {

marked[s] = false;

distTo[v] = INFINITY;
for (int v = 0; v < G->V; v++)

if (!'marked[v]) prim(G, v);



prim(): inicializacoes

static void prim(EWGraph G, int s) {
IndexMinPQ pq = IndexMinPQInit(G->V);
int v; Link p;
distTo[s] = 0; /*s esta na arvore */
insert(pq, s, distTol[s]);

/* aqui vem a iteragdo do proéximo slide */



prim(): iteracao

while (!isEmpty(pq)) {
v = delMin(pq); marked[v] = true;
for (p=G->adjlv]; p !=NULL; p=p->next) {
int w = p->vertex;
if (marked[w]) continue;
if (distTol[w] > p->weight) {
edgeTo[w] = v;
distTo[w] = p->weight;
if (contains(pg, w))
decreaseKey(pq, w, p—>weight);
else insert(pq, w, p->weight);



PrimMST: edges ()

Para um grafo G conexo, retorna as arestas
em uma arvore ou floresta geradora minima.

Queue edges(EWGraph G) {
if (mst != NULL) return mst;
mst = queuelnit(); /* fila de arestas */
for (int v = 0; v < G—>V; v++) {
int w = edgeTol[v];
if (w != NULL)
enqueue(mst, v, w); /* aresta v-w */
+

return mst;



PrimMST: weight ()

Considere que o vetor edgeTo armazena um
apontador para a célula correspondente a aresta v-w
e mst é uma fila destes apontadores.

Retorna o peso/custo de
uma arvore ou floresta geradora minima.

double weight() {
double weight = 0.0; Link p;
while (!queueEmpty(mst)) {
p = dequeue(mst)
weight += p->weight;
+

return weight;



Relacoes invariantes

S = vértices examinados

Q = vértices visitados = vértices na fila

U = vértices ainda n3o visitados

(i0) ndo existe aresta v-w com v em S e w em U.
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Relacoes invariantes

(i1) paracadauem S, vem Qewem U

marked[u] == true
distTo[v] < distTo[w] == INFINITY.

=] 5 = = E DA



Relacoes invariantes

(i2) O vetor edgeTo restrito aos vértices de S
determina uma MST “dos vértices em S".

DA



Relacoes invariantes

(i3) Para cada vértice w em (, vale que
distTo[w] é o menor custo de uma aresta
com uma ponta em S e outra em w.
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Consumo de tempo

O consumo de tempo da funcdo prim
é O(V + E) mais o consumo de tempo de

=1 execucao de
<V execucoes de
<V execucoes de
<V execucoes de
< E execucoes de
< E execucoes de

IndexMinPQInit(),
insert(),
isEmpty(),
delMin(), e
contains(),
decreaseKey().




Consumo de tempo MIN-HEAP

IndexMinPQInit | O(V)
isEmpty O(1)
insert O(lg V)
delMin O(lg V)
decreaseKey O(lg V)
contains O(1)




Conclusao

O consumo de PrimMST é O(ElgV).
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