MACO0323 Algoritmos e
Estruturas de Dados I

Edicao 2020 — 2



Fonte: ash.atozviews.com

Compacto dos melhores momentos

AULA 12


https://ash.atozviews.com

Anatomia de uma arvore 2-3 de busca

Anatomy of a 2-3 search tree
Fonte: algs4


https://algs4.cs.princeton.edu/32bst/

Arvores 2-3

Uma arvore 2-3 é:

» uma arvore vazia;
» ou um no simples com 2 links:

» um link left para uma arvore 2-3;
» um link right para uma arvore 2-3;

» ou um né duplo com 3 links:
» um link left para uma arvore 2-3;
» um link mid para uma éarvore 2-3; e
» um link right para uma arvore 2-3.
Arvores 2-3 s3o perfeitamente balanceada:
todos links NULL estao no mesmo nivel.



Estrutura

Fato. Toda arvore 2-3 de altura h tem
no minimo 2271 —1 nés e no méaximo 31 —1 nos.

Consequéncia. Toda arvore 2-3 com n nés
tem altura nao superior alg(n+1) —1e
ndo inferior a logg(n+ 1) — 1.



Arvore 2-3 de busca

Uma arvore 2-3 de busca (2-3 search tree) é:

» uma arvore vazia;
» ou um nd simples com uma chave e 2 links:
» um link left para uma arvore 2-3 que tem chaves
menores que a chave do né e
» um link right para uma arvore 2-3 que tem
chaves maiores;
» ou um nd duplo com duas chave e 3 links:
» um link 1eft para uma arvore 2-3 que tem chaves
menores;
» um link mid para uma arvore 2-3 que tem chaves
entre as duas chaves do né; e
» um link right para uma arvore 2-3 que tem
chaves maiores.
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Consumo de tempo

Numa arvore 2-3 com n nés, busca e insercao
nunca visitam mais que lg(n+1). Cada visita
faz no maximo 2 comparacdes de chaves.




BSTs rubro-negras

Fonte: http://scottlobdell .me/

Uma BST rubro-negra (red-black BST) é uma BST
que simula uma arvores 2-3.


http://scottlobdell.me/2016/02/purely-functional-red-black-trees-python/

BSTs rubro-negras

Cada 3-n6 da arvore 2-3 é representado por dois
2-nds ligados por um link rubro.

Links rubros sao sempre inclinados para a esquerda.

3-node

less between greater
than a aandb than b
greater

less between than b

than a aandb



BSTs rubro-negras

Uma BST rubro-negra é uma BST
cujos links sao negros e rubros e:

» links rubros se inclinam para a esquerda;
» nenhum né incide em dois links rubros;

» balanceamento negro perfeito: todo
caminho da raiz até um link null tem o
mesmo numero de links negros.

Se os links rubros forem desenhados horizontalmente
e depois contraidos, teremos uma arvore 2-3



Anatomia de uma arvore rubro-negra

red-black BST

horizontal red links

2-3 tree

Fonte: algs4

1-1 correspondence between red-black BSTs and 2-3 trees



Arvore 2-3 para rubro-negra

Se os links rubros forem desenhados horizontalmente
e depois contraidos, teremos uma arvore 2-3:

BN I W,

A red-black tree with horizontal red links is a 2-3 tree

Fonte: algs4



Nos de uma BST rubro-negra

-

E inconveniente armazenar a cor de um link na
estrutura de dados; é mais simples armazenar essa
informacdo nos nds.

A cor de um né é a cor do unico link que entra nele.

A raiz é considerada negra.

static bool RED = true;
static bool BLACK = false;



Nos de uma BST rubro-negra

h
h.left.color e :
is RED G h.right.color

Q) / is BLACK
(A) (D) (G]



Nos de uma BST rubro-negra
typedef struct node *Node;

struct node {
Key key; Value val;
int n; /* nimero de ndés nesta subdrvore *x/
bool color; /* cor do link para este nd */
Node left, right;

}

Node newNode(Key key, Value val,
int n, bool color) {
Node p = mallocSafe(sizeof (*p));
p—>key = key; p—>val = val;
p~—>n = n; p—>color = color;
p—>left = NULL; p—>right = NULL,;
return p;



Nos de uma BST rubro-negra

typedef struct node *Node;

struct node {
Key key; Value val,;
int n; /* nimero de ndés nesta subarvore */
bool color; /* cor do link para este nd */
Node left, right;

}

static bool isRed(Node x) {
if (x == NULL) return false;
return x->color == RED;
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BSTs rubro-negras: put ()

Fonte: ...-crimson-vermillion-Chinese/

Referéncias: BSTs rubro-negras (PF); Balanced
Search Trees (S&W); slides (S&W)


https://www.amazon.com/Crimson-photography-crimson-vermillion-Chinese/dp/B018URORVW
https://www.ime.usp.br/~pf/estruturas-de-dados/aulas/st-redblack.html
http://algs4.cs.princeton.edu/33balanced
http://algs4.cs.princeton.edu/33balanced
http://www.cs.princeton.edu/courses/archive/spring17/cos226/lectures/33BalancedSearchTrees.pdf

Insercao em um 2-né

Arvore formada por apenas um 2-né

root ------- + root ----—--- +
I [
V  negro \Y
+-———+
| 53 | | 63 | 2-ndé



Insercao em um 2-n6

Arvore formada por apenas um 2-né

put (50)
root —--——---- + root —----
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+————+



Insercao em um 2-n6

Arvore formada por apenas um 2-né

put (60)
root —--—-—---- + root —----
I
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+=> || 60 |



Insercao em um 2-n6

Arvore formada por apenas um 2-né

root = rotateLeft(root);
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Insercao em um 2-n6 qualquer
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Insercao em um 2-n6 qualquer

put (32)
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Insercao em um 2-n6 qualquer

put (49)
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Insercao em um 2-n6 qualquer

h = rotatelLeft(h);
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Insercao em um 3-no

root —--—-—--—-——--- + root —--—-—-----
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chave é inserida é menor do 3-no

put (31)
root —---———-—-—---- +
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chave é inserida é menor do 3-no

x = rotateRight(x);
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chave é inserida é menor do 3-no

flipColors(h);
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chave é

inserida entre as chaves do 3-né

put (45)
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chave é inserida entre as chaves do 3-né

x = rotateleft(x);
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chave é inserida entre as chaves do 3-né

= rotateRight(h);
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chave é inserida entre as chaves do 3-né

flipColors(h); hmmm. raiz deve ser negra

root ==========+ root
]
V. rubro
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chave inserida é maior que todas do 3-no

put (77)
root —--——----—- + root —--——--——-——-——- +
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chave inserida é maior que todas do 3-no

flipColors(root); hmmm. raiz deve ser negra
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chave é inserida em um 3-n6 qualquer
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chave é inserida em um 3-n6 qualquer

put (15)
root —----- +
|
V rubro V  negro
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chave é inserida em um 3-n6 qualquer

h = rotateRight(h);

|
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chave é inserida em um 3-n6 qualquer

flipColors(h);

v 4-nd
Fomm—m o4
+--=] 12 | 20 | 27 |--—-+
| B e St |
negro | | | |
===t | | +==+ |
| 34 | | | | |
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! o=t | +————t |
! | |
V  rubro V negro V  negro
+o———+ +o———t +o———t
I 71 | 15 | | 25 |

+-———+ R o+



chave é inserida em um 3-n6 qualquer

h = rotateLeft(h);

V rubro |right| V negro
| +————+
<--+ | 34 |
! ot
1 ]
V rubro v negro I 71101 1151 | 25| | 34|
+om——t +om——t
+-==| 12 |-=——+ | 25 | 3-né 2-né 2-né 2-né
| 4ot | ot
| |
V  negro v
+o———t +o———t
10 | | 15 |
! +-———+ +-———+
!
V  rubro
+-———+
71

+-———+



chave é inserida em um 3-n6 qualquer

h = rotateRight(h);

root ------ + root ---+
| |
V  negro |
\ 4-né
| | 20 | B
h ! -t ! +=—=| 12 | 20 | 27 |--——+
! ! | Fo— -+ |
V rubro V  rubro | | | |
m———t tmm——t | | +==t |
Fommmmme | 12 |-=—--- + -] 27 |-+ | | | |
| ot ! | ot | v v \' v
| ! | |
V negro negro V \ Vv I 711011151 |25 | 341
dommmt
+===| 10 | 116 1 1 25 | | 3¢ | 3-n6 2-n6 2-n6 2-nd
! o=t
!
V  rubro
+-———+
I 71

+-———+



chave é inserida em um 3-n6 qualquer

flipColors(h);
! |
V. rubro v
+m———t
| | 20 | +-==1 20 |----+
h | oot | [ |
| | | |
V negro V  negro v \'
+--——4 ot +--——4 +o———t
Fmmmmm—e | 12 |-=---- + +-==| 27 |---+ +-=1 12 |-+ +-=| 27 |--+
| ot ! | o= | | 4=+ | 4=+ |
| ! | | | | | |
negro V V negro negroV \ v 4 v
115 1 | 25 | I3 11 71101 11581251 |34]

V. rubro
+-———+
I 71

+-———+
root.color = BLACK; // manter BLACK o link para a raiz.




Rotacoes
O cédigo de insercdo (= put()) é complicado;
ele depende de operacdes de rotacao.

Durante uma operacao de insercao, podemos ter,
temporariamente, um link rubro inclinado para a
direita ou dois links rubros incidindo no mesmo né.

Para corrigir isso, usamos rotacoes e flipping colors.



Rotacoes

O cédigo de insercdo (= put()) é complicado;
ele depende de operacdes de rotacao.
Durante uma operacao de insercao, podemos ter,

temporariamente, um link rubro inclinado para a
direita ou dois links rubros incidindo no mesmo né.

Para corrigir isso, usamos rotacoes e flipping colors.

Rotacdo esquerda (ou anti-horaria) em torno de
um né h: o filho direito de h "sobe" e adota h como
seu filho esquerdo.

Continuamos tendo uma BST com 0s mesmos nds,
mas raiz diferente.



Rotacao esquerda

could be right or left,
«— red or black

h
N
X
less
than E b
etween greater
EandS than S
X
h
N
greater
than S
less between

than E EandS

Left rotate (riaht link of h)

Fonte: algs4



Rotacao esquerda

static Node rotateLeft(Node h) {
Node x = h->right;
h->right = x->left;
x->left = h;
x->color = h->color;
h->color = RED;
X->n = h->n;
h->n = 1 + size(h->left) + size(h->right);
return Xx;



Rotacao direita

o h
N
greater
less between than S
than E SandE
®o
- h
less
than E between greater
SandE )\ thanS Fonte: algs4

Right rotate (left link of h)



Rotacao direita

static Node rotateRight(Node h) {
Node x = h->left;
h->left = x->right;
x->right = h;
x->color = h->color;
h->color = RED;
X->n = h->n;
h->n = 1 + size(h->left) + size(h->right);
return Xx;



Flipping colors

As operacdes de rotacdo sao locais.

Depois de uma rotacao, continuamos tendo
uma BST com balanceamento negro perfeito.



Flipping colors

As operacdes de rotacdo sao locais.

Depois de uma rotacao, continuamos tendo
uma BST com balanceamento negro perfeito.

Mas a operacao pode ter criado um link rubro
inclinado para o lado errado ou dois links rubros
seguidos. Isso devera ser corrigido.

Na arvore 2-3, a operacao de flipping colors
correspondera a espatifar um 4-n6 e
subir a chave do meio para o né pai.



Flipping colors

h __could be left
~ or right link

less between', /between greater
than A AandE EandS than S
i red link attaches
middle node
to parent

NS
black links split
to 2-nodes

less between®, /between greater
than A AandE )| EandS than S

Flipping colors to split a 4-node

Fonte: algs4



Flipping Colors

Troca as cores de um nd e dos seus filhos.

A cor de h deve ser diferente da de seus dois filhos.

static void flipColors(Node h) {
h->color = RED;
h->left->color = BLACK;
h->right->color = BLACK;

}



RedBlackBST: put()

void put(Key key, Value val) {
r = putTree(r, key, val);
r->color = BLACK,;



RedBlackBST: put()

static
Node putTree(Node h, Key key, Value val) {
if (h == NULL)
return newNode(key, val, 1, RED);
int cmp = compare(key, h->key);
if (cmp < 0)
h->left = putTree(h->left, key, val);
else if (cmp > 0)
h->right = putTree(h->right, key, val);
else h->val = val;
h = balance(h);
return h;



RedBlackBST: put()

Verifica invariante rubro-negro
quando estamos voltando da recursao.

static Node balance(Node h) {

if (isRed(h->right) && !isRed(h->left))
h = rotateLeft(h);

if (isRed(h->left) && isRed(h->left->left))
h = rotateRight(h);

if (isRed(h->left) && isRed(h->right))
flipColors(h);

return h;



4

BSTs rubro-negras: delete ()

Fonte: .../only-one/red-leaves-black-tree/

Referéncias: BSTs rubro-negras (PF); Balanced
Search Trees (S&W); slides (S&W)


https://patcegan.wordpress.com/2012/12/18/only-one/red-leaves-black-tree/
https://www.ime.usp.br/~pf/estruturas-de-dados/aulas/st-redblack.html
http://algs4.cs.princeton.edu/33balanced
http://algs4.cs.princeton.edu/33balanced
http://www.cs.princeton.edu/courses/archive/spring17/cos226/lectures/33BalancedSearchTrees.pdf

Remocao em arvore 2-3

No caminho até a chave a ser removida,
o algoritmo mantém a relacdo invariante
com respeito a arvore 2-3:

0 no sendo examinado é um 3-no
ou um 4-né (temporario)

deleteMin(): comecemos com a raiz
quando os dois filhos s3ao 2-nos.



-nos

Os dois filhos da raiz sao 2

root--—-—---------+

|
\
+-———+

| 45 |
+-———+

+-———+

+o———+

+——— =

| 64 |
+-———+

|
|
|
v

12 |
+-———+

ot
| 64 < chaves |

+
Fommm 4

| 45 < chaves < 64 |
|

+
+
+
+

+
+

12 < chaves < 45 |
|

chaves < 12

+
+
+
+



Os dois filhos da raiz sao 2-nos

root-—---------- +
I
\ 4-n6 temporario
B o
+ | 12 | 45 | 64 | +
| Bt e
I [ | |
| Fomm + e +
I I | |
\ v v v

+ — — +

chaves < 12 12 < chaves < 45 45 < chaves < 64

+ — — +
+ - — 4+
+ — — +
F— — +

+ - — 4

| 64 < chaves |

+

Agora passemos a raiz quando
apenas o né esquerdo é um 2-né.

+

+
+



-nd

Filho esquerdo da raiz é 2

root------------+

|

v
+-———+
#mmmmmmmmmmeo| 45 |

+o———+

to———b————+

+————t

.“.Ilv
I
I
I
I
I
— +

1
o 1
>
|.“.|V
< 0
° |
— +
“
I
|
]
+——>=
+ —— =
— +

1
N
— 1

]
— 4+
+ —— =

ot
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E
+————+

C
+o———+

-t

+————+

+————+



-nd

vira filho direito da raiz é 2

root------------+

|
v
+o———+
Y 7

+————+

ot
+=====| 90 |---—--+

to———m———t

12 | 45 |--——-——+
e e

P

+o———4t

+o———t

+-———t

+o———t

+-———+

+-———+

E
+o———t

D
+-———t

C
+o———t

B

+-———t

A
+-———t



Mover para esquerda

No meio do caminho, sabemos que
o nd corrente h € um 3-n6 ou um 4-noé.

Antes de movermos para o né mais a esquerda,

7

precisamos nos certificar que esse né
é um 3-n6 ou 4-nod.



Mover para esquerda

No meio do caminho, sabemos que
o nd corrente h € um 3-n6 ou um 4-noé.

Antes de movermos para o né mais a esquerda,

precisamos nos certificar que esse né
é um 3-n6 ou 4-nod.

Se ele ja é um 3-nd, n3o precisamos fazer nada.

Comecemos com o caso em que
o filho esquerdo de h é um 2-nd.
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Dois filhos mais a esquerda de h s3o 2-nds
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Dois filhos mais a esquerda de h s3o 2
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Finalmente. ..

Desta forma, quando atingirmos a folha
mais a esquerda dessa arvore 2-3-4,
teremos chegado a um 3-n6 ou 4-né.

Removendo o item mais a esquerda,

teremos um 2-nd ou 3-no.

Depois devemos voltar "espatifando" os 4-nés
que por ventura deixamos pelo caminho.

Hmm. Talvez seja importante notar que
o pai de um 4-né deixado pelo caminho,
que nao seja a raiz, € um 2-n6 ou 3-no.
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Arvore 2-3: deleteMin()
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flipColors(h); [moveRedLeft (h) ;]
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h = moveRedLeft(h);
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[moveRedLeft(h);]
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return h; [moveRedLeft(h)];
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h->left = deleteMin(h->left);
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h->left = deleteMin(h->left);
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h->left = deleteMin(h->left);
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deleteMin()

Se ambos os filhos da raiz s3o negros
faz a raiz rubra.

void deleteMin() {
if (r == NULL) return;
if (!isRed(r->left) && !isRed(r->right))
r->color = RED;
r = deleteMinTree(r);
if ('isEmpty()) r->color = BLACK;
+



deleteMin()

static Node deleteMinTree(Node h) {
if (h->left == NULL)
return NULL;
if (1isRed(h->left) && !'isRed(h->left->left))
h = moveRedLeft (h);
h->left = deleteMinTree(h->left);
return balance(h);



deleteMin()

Supde que h é RED e
h->left e h->left->left sao BLACK.

static Node moveRedLeft(Node h) {
flipColors(h);
if (isRed(h->right->left)) {
h->right = rotateRight(h->right);
h = rotateLeft(h);
flipColors(h);
+

return h;



deleteMin()

Volta o invariante rubro-negro. Note a alteracao.

static Node balance(Node h) {

if (isRed(h->right))
h = rotateLeft(h);

if (isRed(h->left) && isRed(h->left->left))
h = rotateRight(h);

if (isRed(h->left) && isRed(h->right))
flipColors(h);

h->n = size(h->left) + size(h->right) + 1;

return h;
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