Melhores momentos

AULA 2



Conceitos discutidos

» um pouco mais de recursao
» um pouco de analise experimental de algoritmos
» um pouco de analise algoritmos



Desempenho de binomialR1

long binomialR1(int n, int k) {
if (n < k) return O;
if (n ==k || k == 0) return 1;
return binomialR1(n-1, k) +
binomialR1(n-1, k-1);



Resolve subproblemas muitas vezes

binomialR1(6,4)
binomialR1(5,4)
binomialR1(4,4)
binomialR1(4,3)
binomialR1(3,3)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(5,3)
binomialR1(4,3)
binomialR1(3,3)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)

binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(4,2)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(3,1)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(2,0)
binom(6,4)=15.



Comparacao experimental

meu_prompt> time ./binomiall 40 30
binom(40,30)=847660528

real OmO.003s
user Om0.001s
Sys Om0.001s

meu_prompt> time ./binomialR1 40 30
binom(40,30)=847660528

real Omb5.519s
user Omb5.433s
sys OmO.009s



Conclusoes

Devemos evitar resolver o
mesmo subproblema vérias vezes.

O ndmero de chamadas recursivas
feitas por binomialR1(n,k) é

zx@_g.




Mais conclusoes

O consumo de tempo da chamada
binomialR1(n,k) é proporcional a

2><©—2.

Quando o valor de k é aproximadamente n/2
o consumo de tempo da chamada
binomialR1(n,k) é exponencial pois

)=

NS




Binomial mais eficiente

Supondo n > k > 1, podemos escrever

(n) RS quando k = 1,
< (Ej) X 7, quando k > 1.

long binomialR2(int n, int k) {

if (k == 1) return n;

return binomialR2(n-1, k-1) * n / k;
}



binomialR2(20,10)

binomialR2(20,10)
binomialR2(19,9)
binomialR2(18,8)
binomialR2(17,7)
binomialR2(16,6)
binomialR2(15,5)
binomialR2(14,4)
binomialR2(13,3)
binomialR2(12,2)
binomialR2(11,1)
binom(20,10)=184756.



E agora, qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./binomiall 30 2
binom(30,2)=435

real Om0O.003s
user Om0.001s
Sys Om0.001s

meu_prompt> time ./binomialR2 30 2
binom(30,2)=435

real Om0.003s
user Om0.001s
Sys Om0.001s



E agora, qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./binomiall 40 30
binom(40,30)=847660528

real OmO.003s
user Om0.001s
Sys Om0.001s

meu_prompt> time ./binomialR2 40 30
binom(40,30)=847660528

real Om0.003s
user Om0.001s
Sys Om0.001s



Conclusao

O numero de chamadas recursivas
feitas por binomialR2(n,k) é k — 1.
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Hoje

mais recursao
mais analise experimental de algoritmos
um pouco de correcdo de algoritmos: invariantes

um pouco de analise de algoritmos:
“consumo de tempo proporcional a" e

notacdo assintotica



Mais recursao ainda
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Nimeros de Fibonacci

Fonte: http://www.geek.com/geek-cetera/
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Nimeros de Fibonacci
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Algoritmo recursivo para Fy:



Nimeros de Fibonacci

Fo = 0 Fp = 1 Fo=F.1+F. o
|
|

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 2 3 5 8 13 21 34
Algoritmo recursivo para Fy:

long fibonacciR(int n)
{
if (n == 0) return O;
if (n == 1) return 1;
return fibonacciR(n-1) +
fibonacciR(n-2) ;



fibonacciR(4)

fibonacciR(4)
fibonacciR(3)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(1)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacci(4) = 3.



Fibonacci iterativo

long fibonacciI(int n) {



Fibonacci iterativo

long fibonacciI(int n) {
long anterior = 0, atual = 1, proximo;
int 1i;
if (n == 0) return O;
if (n == 1) return 1;



Fibonacci iterativo

long fibonacciI(int n) {
long anterior = 0, atual = 1, proximo;
int 1i;
if (n == 0) return O;
if (n == 1) return 1;

for (i = 1; i < n; i++) { /*1%/
proximo = atual + anterior;
anterior = atual;
atual = proximo;

b

return atual;



Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time
fibonacci(10)=55
real

user

Sys

meu_prompt> time
fibonacci(10)=55
real

user

sys

./fibonaccil 10

OmO.003s
Om0.001s
Om0.001s

./fibonacciR 10
Om0.003s

OmO0.001s
Om0.001s



Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./fibonaccil 30
fibonacci(30) = 832040

real Om0.003s
user Om0.001s
sys Om0.001s

meu_prompt> time ./fibonacciR 30
fibonacci(30) = 832040

real OmO.009s
user Om0.007s
Sys Om0.001s



Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./fibonaccil 45
fibonacci(45) = 1134903170

real Om0.003s
user Om0.001s
sys Om0.001s

meu_prompt> time ./fibonacciR 45
fibonacci(45) = 1134903170

real Om8.486s
user Om8.459s
Sys OmO.008s



fibonacciR(5)

fibonacciR resolve subproblemas muitas vezes.

fibonacciR(5)
fibonacciR(4)
fibonacciR(3)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(1)
fibonacciR(2)

fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(3)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(1)
fibonacci(5) = 5.



fibonacciR(8)

fibonacciR resolve subproblemas muitas vezes.

fibonacciR(8)
fibonacciR(7)
fibonacciR(6)
fibonacciR(5)
fibonacciR(4)
fibonacciR(3)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(1)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(3)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(1)
fibonacciR(4)
fibonacciR(3)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)

fibonacciR(1)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(5)
fibonacciR(4)
fibonacciR(3)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(1)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(3)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(1)
fibonacciR(6)
fibonacciR(5)
fibonacciR(4)
fibonacciR(3)

fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(1)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(3)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(1)
fibonacciR(4)
fibonacciR(3)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(1)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacci(8) = 21.



Arvore da recursao

fibonacciR resolve subproblemas muitas vezes.
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Consumo de tempo

T(n) := ndmero de somas feitas por fibonacciR(n)

long fibonacciR(int n) {
if (n == 0) return O;
if (n == 1) return 1;
return fibonacciR(n-1) +
fibonacciR(n-2);

W N -



Consumo de tempo

linha numero de somas




Recorréncia

T 0
T(1) =0
Tn)=Tn—1)+T(n—2)+1 paran=2,3,...

Uma estimativa para T(n)?



Recorréncia

Tn)=Tn—1)+T(n—2)+1 paran=2,3,...

Uma estimativa para T(n)?

(o

012345 7 8 9
T,|0 01 247 12 20 33 54
F, 1011235 13 21 34

co



Recorréncia

Tn)=Tn—1)+T(n—2)+1 paran=2,3,...

Uma estimativa para T(n)?

n[0123456 7 8 9
T,|0 0 1 2 4 7 12 20 33 54
F,/0 11235 8 1321 34

T(n)=Fn+1)—1



Exercicio

Prove que

F(n) = qbn\;gAn paran=0,1,2,...
onde
b = 1+2\/5 ~ 161803 e o= 1_2\/5

Prove que 1 + ¢ = ¢

Prove que 1 + ¢ = ¢2.

~ —0,61803.



Delimitacao mais folgada

T(n) = ndmero de somas feitas por fibonacciR(n)
> (3/2)" paran > 6.

n 001 2 3 4 5 6 7T 8 9

T, |0 0 1 2 4 7 12 20 33 54
(3/2) |1 1.5 2.25 338 506 7.59 11.39 17.09 25.63 38.44



Prova por inducao

Prova: T(6) = 12 > 11.40 > (3/2)% e T(7) = 20 > 18 > (3/2)".



Prova por inducao

Prova: T(6) = 12 > 11.40 > (3/2)% e T(7) = 20 > 18 > (3/2)".
Se n > §, ent3o

T(n) = Tln—1)4+T(n—-2)+1



Prova por inducao

Prova: T(6) = 12 > 11.40 > (3/2)% e T(7) = 20 > 18 > (3/2)".
Se n > §, ent3o

T(n) = Tln—1)4+T(n—-2)+1
hi (3/2)" 14+ (3/2) 2 +1



Prova por inducao

Prova: T(6) = 12 > 11.40 > (3/2)% e T(7) = 20 > 18 > (3/2)".
Se n > §, ent3o

Logo, T(n)

v

T(n)

(3/2)".

\=nl

T(n—1)+T(n—2)+1
(3/2)* ' +(3/2)* 2 +1
(3/241)(3/2)* 2+ 1

(5/2) (3/2)"*

(9/4) (3/2)"2
(3/2)*(3/2)"*
(3/2)".

Consumo de tempo é exponencial.



Conclusao

O consumo de tempo da funcdo fibonacciI(n)
é proporcional a n.

O consumo de tempo da funcdo fibonacciR é
exponencial.




Maximo divisor comum

PF23 S51
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Divisibilidade

Suponha que m,n e d sdo nimeros inteiros.

Dizemos que d divide m
se m = kd para algum ndmero inteiro k.

d|m é uma abreviatura para “d divide m"



Divisibilidade

Suponha que m,n e d sdo nimeros inteiros.

Dizemos que d divide m
se m = kd para algum ndmero inteiro k.

d|m é uma abreviatura para “d divide m"

Se d divide m,
entdo dizemos que m é um muiltiplo de d.

Se d dividem e d > 0,
entdo dizemos que d é um divisor de m.



Divisibilidade

Se d divide m e d divide n,
entdo d é um divisor comum de m e n.

Exemplos:

os divisores de 30 s3o: 1,2,3.5,6,10,15 e 30
os divisores de 24 s3o: 1,2,3,4,6,8,12 e 24
os divisores comuns de 30 e 24 s3o: 1,2,3e6



Maximo divisor comum

O maximo divisor comum de dois nimeros
inteiros m e n, onde pelo menos um é nao nulo,
€ o maior divisor comum de m e n.

O maximo divisor comum dem e n
é denotado por mdc(m,n).



Maximo divisor comum

O maximo divisor comum de dois nimeros
inteiros m e n, onde pelo menos um é nao nulo,
€ o maior divisor comum de m e n.

O maximo divisor comum dem e n
é denotado por mdc(m,n).

Problema: Dados dois nimeros inteiros
ndo-negativos m e n, determinar mdc(m, n).

Exemplos:

maximo divisor comum de 30 e 24 é 6

maximo divisor comum de 514229 e 317811 é 1
maximo divisor comum de 3267 e 2893 é 11



Solucao MAC2166

Recebe nliimeros inteiros nao-negativos m e n
e devolve mdc(m,n). Supde m,n > 0.

#define min(m,n) ((m) < (n) ? (m) : (n))



Solucao MAC2166

Recebe nliimeros inteiros nao-negativos m e n
e devolve mdc(m,n). Supde m,n > 0.

#define min(m,n) ((m) < (n) ? (m) : (n))
int mdc(int m, int n) {
int d = min(m,n);
while (m % d '=0 || n% d !'=0)
d--;

return d;

}



Consumo de tempo

int mdc(int m, int n) {
int d = min(m,n);
while (m % d '=0 ||l n% d !'=0)
d--;
return d;

Quantas iteracées do while faz a funcdo mdc?

Em outras palavras,
quantas vezes o comando "d--

é executado?



Consumo de tempo

int mdc(int m, int n) {
int d = min(m,n);
while (m % d '=0 ||l n% d !'=0)
d--;
return d;

Quantas iteracées do while faz a funcdo mdc?

Em outras palavras,
quantas vezes o comando "d--

é executado?

A resposta é min(m,n)-1 ... no pior caso.

(Lembre-se que estamos supondo quem > 0 en > 0.)



Consumo de tempo

int mdc(int m, int n) {
int d = min(m,n);
while (m % d '=0 ||l n% d !'=0)
d--;
return d;

}
S3o min(m,n)-1 iteracGes no pior caso.

Por exemplo, para a chamada mdc(317811,514229),
a funcdo executard 317811-1 iteracoes,

pois mdc(317811,514229) = 1,

ou seja, 317811 e 514229 sao relativamente primos.



Consumo de tempo

int mdc(int m, int n) {
int d = min(m,n);
while (m % d '=0 ||l n% d !'=0)
d--;
return d;

Neste caso, costuma-se dizer que

o consumo de tempo do algoritmo, no pior caso,
é proporcional a min(m,n), ou ainda, que o consumo
de tempo do algoritmo é da ordem de min(m, n).



Consumo de tempo

int mdc(int m, int n) {
int d = min(m,n);
while (m % d '=0 ||l n% d !'=0)
d--;
return d;

Neste caso, costuma-se dizer que

o consumo de tempo do algoritmo, no pior caso,
é proporcional a min(m,n), ou ainda, que o consumo
de tempo do algoritmo é da ordem de min(m, n).

Isto significa que se o valor de min(m,n) dobra entdo
o tempo gasto pela funcao pode, no pior caso dobrar,



Consumo de tempo

int mdc(int m, int n) {
int d = min(m,n);
while (m % d '=0 ||l n% d !'=0)
d--;
return d;

Neste caso, costuma-se dizer que

o consumo de tempo do algoritmo, no pior caso,
é proporcional a min(m,n), ou ainda, que o consumo
de tempo do algoritmo é da ordem de min(m, n).

A abreviatura de “ordem bla" é O(bla).



Conclusoes

No pior caso, o consumo de tempo da funcao
mdc é proporcional a min(m, n).

O consumo de tempo da funcdo mdc é
O(min(m,n)).

Se o valor de min(m,n) dobra,
o consumo de tempo pode dobrar.
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