Analise de Algoritmos

Parte destes slides sao adaptacoes de slides

do Prof. Paulo Feofiloff e do Prof. José Coelho de Pina.
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Aula 3

Transformada rapida de Fourier

Secs 30.1 e 30.2 do CLRS e 5.6 do KT.



Produto de polinomios

fF>

roblema: Dados dois polinomios
a(r) =ap+a1x+ -+ a,—12" e
b(x) = by +bix + -+ b, 12",
calcular o polindbmio p(z) = a(x) - b(x).



Produto de polinomios

fF>

roblema: Dados dois polinomios
a(zr) =ap+arx+---+a, 12" e
b(x) = by +bix + -+ b, 12",
calcular o polindbmio p(z) = a(x) - b(x).

Lembre-se que
p(z) = a(z) - b(x) = co + 1z + -+ - + cop—22*" 2, Onde

ck = GQobr + arbg_1 + -+ agbo,

parak=0,1,...,2n — 2.

o |

Algoritmos —p. 3



Produto de polinomios

fF>

roblema: Dados dois polinomios
a(zr) =ap+arx+---+a, 12" e
b(x) = by +bix + -+ b, 12",
calcular o polindbmio p(z) = a(x) - b(x).

Lembre-se que
p(z) = a(z) - b(x) = co + 1z + -+ - + cop—22*" 2, Onde
cp = Gobg + arbg—1 + -+ + agbo,

parak=0,1,...,2n — 2.

O vetor ¢ é a convolucao de a e b,
Lés vezes denotada por a ® b. J
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Produto de polinomios

fDe novo ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(z), T
ou seja, para calcular ¢y, c1, ..., con_o.
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Produto de polinomios

fDe novo ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(z), T
ou seja, para calcular ¢y, c1, ..., con_o.

Queremos algo melhor! Queremos um algoritmo O(nlgn)!
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Produto de polinomios

fDe novo ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(z), T
ou seja, para calcular ¢y, c1, ..., con_o.

Queremos algo melhor! Queremos um algoritmo O(nlgn)!

Qual é a ideia do algoritmo?
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Produto de polinomios

fDe novo ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(z), T
ou seja, para calcular ¢y, c1, ..., con_o.

Queremos algo melhor! Queremos um algoritmo O(nlgn)!

Qual é a ideia do algoritmo?

Dados n pares (ZU(), yO)a JEIE (xn—la yn—l)s
existe um unico polinomio ¢(x) de grau menor que n
tal que ¢(z;) =y; parai:=0,...,n — 1.
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Produto de polinomios

fDe novo ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(z), T
ou seja, para calcular ¢y, c1, ..., con_o.

Queremos algo melhor! Queremos um algoritmo O(nlgn)!

Qual é a ideia do algoritmo?

Dados n pares (ZU(), yO)a JEIE (xn—la yn—l)s
existe um unico polinomio ¢(x) de grau menor que n
tal que ¢(z;) =y; parai:=0,...,n — 1.

Prova na aula...
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Produto de polinomios

fDe novo ha um algoritmo O(n?) 6bvio para calcular p(z), T
ou seja, para calcular ¢y, c1, ..., con_o.

Queremos algo melhor! Queremos um algoritmo O(nlgn)!

Qual é a ideia do algoritmo?

Dados n pares (37(), y0)7 JEIE (xn—la yn—l)s
existe um unico polinomio ¢(x) de grau menor que n
tal que ¢(z;) =y; parai:=0,...,n — 1.

Prova na aula...

RepresentacOes alternativas de polinbmios de grau n — 1:
#® seus n coeficientes, ou

L #® seu valor em n pontos distintos. J

Algoritmos —p. 4



Ideia do algoritmo O(nlgn)
fE

# QObter pares

-

ntrada: a = (ag,...,ap—1) € b= (bg,...,bp—1).

(ZCOa y8)7 c ey (37271—27 ygn—Q) e (CCO, yg)a seey (37271—27 ygn—Q)

onde x; # z; parai # j, €
y¢ =a(z;) e y! = b(x;) parai=0,...,2n — 2.



Ideia do algoritmo O(nlgn)

- N

# QObter pares

ntrada: a = (ag,...,ap—1) € b= (bg,...,bp—1).

(ZCOa y8)7 c ey (x2n—27 ygn—Q) e (CCO, yg)a seey (x2n—27 ygn—Q)

onde x; # z; parai # j, €
y¢ =a(z;) e y! = b(x;) parai=0,...,2n — 2.

» Obter pares (’fO) QO)7 SRR ($2n—27 QZn—2)
onde ¢; = y¢ -y’ parai=0,...,2n — 2.
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Ideia do algoritmo O(nlgn)
fE

# QObter pares

-

ntrada: a = (ag,...,ap—1) € b= (bg,...,bp—1).

(ZCO, y8)7 c ey (x2n—27 ygn—?) € (ZCO, y8)7 seey (x2n—27 ygn—Q)

onde x; # z; parai # j, €
y¢ =a(z;) e y! = b(x;) parai=0,...,2n — 2.

» Obter pares (’fO) QO)7 SRR ($2n—27 QZn—2>
onde ¢; = y¢ -y’ parai=0,...,2n — 2.

® Determinar ¢(x) tal que ¢(z;) = ¢; para: =0,...,2n — 2.
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Ideia do algoritmo O(nlgn)
fE

#® QObter pares

-

ntrada: a = (ag,...,ap—1) € b= (bg,...,bp—1).

(CUO, y8)7 c ey (37271—27 ygn—2) e (CUO, y8)7 seey (37271—27 ygn—Q)

onde x; # z; parai # j, €
y¢ =a(z;) e y! = b(x;) parai=0,...,2n — 2.

» Obter pares (‘%O) QO)a SRR (56277/—27 QZn—2)
onde ¢; = y¢ -y’ parai=0,...,2n — 2.

# Determinar ¢(z) tal que ¢(x;) = g; parai =0,...,2n — 2.

LO passo do meio consome tempo O(n) trivialmente. J
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Ideia do algoritmo O(nlgn)
- -

Dado a = (ag,...,ap—1),
como calcular o valor de a em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?
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Dado z, quanto tempo levamos para calcular a(z)?
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Ideia do algoritmo O(nlgn)
-

Dado a = (ag,...,ap—1),
como calcular o valor de a em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?

Dado x, quanto tempo levamos para calcular a(z)? ©(n).

-



Ideia do algoritmo O(nlgn)
- -

DadO a = (CLO, “ e ,an—l)s
como calcular o valor de a em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?

Dado x, quanto tempo levamos para calcular a(z)? ©(n).

Entao se escolhermos xy, ..., z9,_9 arbitrariamente,
levaremos tempo ©(n?) nesta etapa.
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Ideia do algoritmo O(nlgn)
- -

Dado a = (ag,...,ap—1),
como calcular o valor de a em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?

Dado x, quanto tempo levamos para calcular a(z)? ©(n).

Entao se escolhermos xy, ..., z9,_9 arbitrariamente,
levaremos tempo ©(n?) nesta etapa.

Que pontos escolher entao?
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Ideia do algoritmo O(nlgn)
- -

Dado a = (ag,...,ap—1),
como calcular o valor de a em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?

Dado x, quanto tempo levamos para calcular a(z)? ©(n).

Entao se escolhermos xy, ..., z9,_9 arbitrariamente,
levaremos tempo ©(n?) nesta etapa.

Que pontos escolher entao?

Pontos muito especiais... as raizes da unidade!
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Ideia do algoritmo O(nlgn)
- -

Dado a = (ag,...,ap—1),
como calcular o valor de a em 2n — 1 pontos em O(nlgn)?

Dado x, quanto tempo levamos para calcular a(z)? ©(n).

Entao se escolhermos xy, ..., z9,_9 arbitrariamente,
levaremos tempo ©(n?) nesta etapa.

Que pontos escolher entao?
Pontos muito especiais... as raizes da unidade!

Quem sao estas??

o |
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Raizes da unidade

fS

ao definidas para cada n.



Raizes da unidade
fs

As raizes n-ésimas da unidade sao as raizes da equacao

ao definidas para cada n.

r’ = 1.

(Sao numeros complexos! Lembra deles?)

-
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Raizes da unidade
fs

As raizes n-ésimas da unidade sao as raizes da equacao

ao definidas para cada n.

r’ = 1.

(Sao numeros complexos! Lembra deles?)

Existem exatamente n raizes da unidade.

-
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Raizes da unidade

g N

As raizes n-ésimas da unidade sao as raizes da equacao

ao definidas para cada n.

r~ = 1.
(Sao numeros complexos! Lembra deles?)
Existem exatamente n raizes da unidade.
Sejaw, = ¥™/" = cos(27/n) + isen(27/n).
Raizes n-ésimas da unidade: parak =0,1,...,n — 1,

k  2mwki/n
s

o |
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p

Raizes da unidade

ara n = 8 temos

Wg
3 1
Wq Wg
4 0
Wq Wg
5 7
Wg Wg
6
Ws



fP

67m'/4
eTi/2
e3[4
Tl
bmi/4
3mi/2
Tmi/4

A a© o O

Raizes da unidade

ara n = 8 temos

Q

Il
)

1 :

cos(m/4) + isen(m/4)
cos(m/2) +isen(m/2) =
0s(3m/4) + isen(3m/4)
os(m) +isen(m) = —1
cos(5m/4) + 1 sen(bw /4

(

(

)
cos(3m/2) +isen(37w/2) = —
)

cos(7m/4) + i sen(7mw /4

Wg
0
Wq
7
Wg
6
Ws

(

|
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Transformada discreta de Fourier
fSeja wy, = 2T/ T
Raizes n-ésimas da unidade: para k =0,1,...,n — 1,

k _ 627‘(']62/%.

Wn

Dado um vetor a = (ag,a1,...,a,_1), representando os
coeficientes de um polindOmio que denotamos por a(z), a
transformada discreta de Fourier (DFT) de ordem n de a €

o vetor y = (yo,y1,- - -, yn—1) ONde y; = a(w’) para
k=0,1,...,n— 1.

Objetivo: programa que, dado um vetor a = (ag, ..., an—1),
Ldetermina a sua DFT de ordem n em tempo ©(nlgn). J
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Voltando ao produto de polinomios...

fLembre—se... queremos... T
# QObter pares

(0, 43), -, (Tan—2,95,_5) € (@0,40),- - -, (T2n—2,Y5,_5)
onde z; # x; para: # j, €

y¢ = a(z;) e y? = b(z;) parai=0,...,2n — 2.

» Obter pares (ZCO, QO)a SR (x2n—27 QQn—2)
onde ¢; = y¢ -y’ parai=0,...,2n — 2.

® Determinar ¢(x) tal que ¢(z;) = ¢; para: =0,...,2n — 2.
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Voltando ao produto de polinomios...

fLembre—se... queremos... T

# QObter pares
(20, Y3), -+, (Tan—2,Y5,_2) € (20,Y0)s-- - (Tan—2,Y5, 1)
onde z; # x; para: # j, €
yt = a(z;) ey = b(x;) parai=0,...,2n — 2.

» Obter pares (ZCO, QO)a SR (x2n—27 QQn—2)

onde ¢; = y¢ -y’ parai=0,...,2n — 2.
® Determinar ¢(x) tal que ¢(z;) = ¢; para: =0,...,2n — 2.
Primeira etapa:
dados vetores a = (ag,...,an—1) € b= (bg,...,bp_1),
estendemos tais vetores adicionando n zeros em cada um,

obtendo a = (CLQ, - ,agn_l) eb= (bo, - ,bgn_l),
Le calculamos DF Ty, (a) € DFTo,(b). J
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Transformada rapida de Fourier

. N

omo calcular a DFTy,(a) em tempo O(nlgn)?



Transformada rapida de Fourier

. N

Por divisao e conquista!
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Transformada rapida de Fourier

. N

Por divisao e conquista!

omo calcular a DFTy,(a) em tempo O(nlgn)?

Considere a"(z) = ag + asx + agz® + - - + ag, 22"t e
a'(z) = a1 + azz + asz® + - - + agp_12" L.



Transformada rapida de Fourier

. N

Por divisao e conquista!

omo calcular a DFTy,(a) em tempo O(nlgn)?

Considere a"(z) = ag + asx + agz® + - - + ag, 22"t e
a'(z) = a1 + azz + asz® + - - + agp_12" L.

Observe que a(z) = a’(2?) + za'(z?).



Transformada rapida de Fourier

. N

Por divisao e conquista!

omo calcular a DFTy,(a) em tempo O(nlgn)?

Considere a"(z) = ag + asx + agz® + - - + ag, 22"t e
a'(z) = a1 + azz + asz® + - - + agp_12" L.

Observe que a(z) = a’(2?) + za'(z?).

Com isso, calcular a(w5 ) parak =0,...,2n —1
reduz-se a calcular «’ e o' em (w5 )2 parak =0,...,2n — 1.
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Transformada rapida de Fourier

. N

Por divisao e conquista!

omo calcular a DFTy,(a) em tempo O(nlgn)?

Considere a"(z) = ag + asx + agz® + - - + ag, 22"t e
a'(z) = a1 + azz + asz® + - - + agp_12" L.

Observe que a(z) = a’(2?) + za'(z?).

Com isso, calcular a(w5 ) parak =0,...,2n —1
reduz-se a calcular «’ e o' em (w5 )2 parak =0,...,2n — 1.

Beleza das raizes da unidade: os quadrados das raizes de
ordem 2n sao exatamente as raizes de ordem n/!
LCada raiz de ordem n aparece duas vezes. J
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Raizes da unidade

ropriedades:

P
2k 2n 2k k

k
> (w27:b|_n)2 = Wop "Wy, = Wy, = (w2n)2



o

Raizes da unidade

ropriedades:

k 2 2k 2n __ 2k __ k \2
» (w27:b|_n) = Wy 'WQQ = Wop = (w2n)
P W%g — 2mi(2k)/(2n) _ 2mik/n _ w?l;
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Raizes da unidade

o

ropriedades:

Py ( k—|—n)2 __ 2k 2n Wik =

— p2mik/n

= Wop " Wop

® w2k = 2mi2k)/(2n)

an

» wl;;n — _wlgn

2k

(

k

w2n

= W

k

n

)2

|

Algoritmos —p. 13



Raizes da unidade

fPropriedades:

k+n\2 __ 2k 2n  __ 2k k \2
o (an ) = Wy, "Wy, = Wy, = (w2n)
P w%g — 2mi(2k)/(2n) _ 2mik/n _ wf,];
k+n k
» Wop = —Wop

Algoritmo de divisao e conquista para calcular DFTs,(a):

Divisdo: Dado a = (ao, ..., a2,—1), calcular o' e a'.

o |
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Raizes da unidade

fPropriedades:

k+n\2 __ 2k 2n  __ 2k k \2
o (an ) = Wy, "Wy, = Wy, = (w2n)
P W%f,li — 2mi(2k)/(2n) _ 2mik/n _ waj,
k+n k
» Wop = —Wop

Algoritmo de divisao e conquista para calcular DFTs,(a):
Divisdo: Dado a = (ao, ..., a2,—1), calcular o' e a'.

Conquista: Recursivamente calcular ¢ = DFT,(a") e
yt = DFT,(ab).

o |
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Raizes da unidade

fPropriedades:

® (wy,")? = wiy-wil = Wil = (w5,)?

P W%f,li — 2mi(2k)/(2n) _ 2mik/n _ waj,

k4+n __ k
» Wop = —Wap
Algoritmo de divisao e conquista para calcular DFTs,(a):
Divisdo: Dado a = (ao, ..., a2,—1), calcular o' e a'.

Conquista: Recursivamente calcular ¢ = DFT,(a") e
yt = DFT,(ab).

Combinacao: Parak =0,...,n — 1,
- caleular y = yp + w5, uj, € Ynak = Y) w5,y |
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Transformada rapida de Fourier

DFT (a,n)

O©OO0ONO O ~WND =

11

12
13

sen=1

entao devolva «
a’ <+ (ag, a9, ..., an_2)
al « (a1,as3,...,0n-1)
y” < DFT (a’,n/2)
y!t < DFT (at,n/2)
Wy, e2mi /1
w41

para i < 0 até n/2 — 1 faca
Uk < Yp + Wy,
Yk+n/2 < ?/2 - W?J;i
W $— WWnp

devolva y

> n € uma poténcia de 2

|
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Consumo de tempo

- N

O consumo de tempo do algoritmo é dado pela recorréncia

T(n)=2T(n/2)+ O(n).

Portanto € O(nlgn).



Voltando ao produto de polinomios...

fQueremos... T

o Para zg,...,x9,_o distintos, calcular
y? = a(z;) e y? = b(z;) parai=0,...,2n — 2.

# Calcular ¢; =y -y’ parai=0,...,2n — 2.
® Determinar ¢(x) tal que ¢(z;) = ¢; para: =0,...,2n — 2.



Voltando ao produto de polinomios...

f@ueremos... T

o Para zg,...,x9,_o distintos, calcular
yd = a(x;) eyf = b(x;) parai=0,...,2n — 2.
# Calcular ¢; =y -y’ parai=0,...,2n — 2.
® Determinar ¢(x) tal que ¢(z;) = ¢; para: =0,...,2n — 2.

Primeira etapa:
dados vetores a = (ag,...,an—1) € b= (bg,...,bp_1),
estendemos tais vetores adicionando n zeros em cada um,

obtendo a = (a(), - ,azn_l) eb= (b(), . ,an_l),
e calculamos y* = FFTa,(a) € y” = FFTa,(b).

o |
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Voltando ao produto de polinomios...

fQueremos... T

o Para zg,...,x9,_o distintos, calcular
yd = a(x;) eyf = b(x;) parai=0,...,2n — 2.
# Calcular ¢; =y -y’ parai=0,...,2n — 2.
® Determinar ¢(x) tal que ¢(z;) = ¢; para: =0,...,2n — 2.

Primeira etapa:
dados vetores a = (ag,...,an—1) € b= (bg,...,bp_1),
estendemos tais vetores adicionando n zeros em cada um,

obtendo a = (a(), - ,azn_l) eb= (b(), . ,an_l),
e calculamos y* = FFTa,(a) € y” = FFTa,(b).

Segunda etapa: Obvia...

o |
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Voltando ao produto de polinomios...

fQueremos... T

o Para zg,...,x9,_o distintos, calcular
yd = a(x;) eyf = b(x;) parai=0,...,2n — 2.
# Calcular ¢; =y -y’ parai=0,...,2n — 2.
® Determinar ¢(x) tal que ¢(z;) = ¢; para: =0,...,2n — 2.

Primeira etapa:
dados vetores a = (ag,...,an—1) € b= (bg,...,bp_1),
estendemos tais vetores adicionando n zeros em cada um,

obtendo a = (a(), - ,azn_l) eb= (b(), . ,an_l),
e calculamos y* = FFTa,(a) € y” = FFTa,(b).

Segunda etapa: Obvia...
LTerceira etapa: interpolacao. J
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Interpolacao

fPrimeira etapa: dado um vetor a = (ag, ..., a,—1), calcular T
y=(40,...,yn—1) talque y = V(' wl, ... w1 - a.
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Interpolacao

fPrimeira etapa: dado um vetor a = (ag, ..., a,—1), calcular T
y=(40,...,yn—1) talque y = V(' wl, ... w1 - a.

A matriz V(w!,w!, ..., w"1) é a matriz de Vandermond

n’

para w!, wl, ... Wi,

n

o |
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Interpolacao

fPrimeira etapa: dado um vetor a = (ag, ..., a,—1), calcular T
y=(40,...,yn—1) talque y = V(' wl, ... w1 - a.

A matriz V(w!,w!, ..., w"1) é a matriz de Vandermond

n’

para wg,w%&, ool

n

Terceira etapa: dado um vetor y = (yo,...,yn—1), calcular
q¢=(qo,-...qn-1) talque ¢ = V(" wl ... 0wt H=1t.y.
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Interpolacao

fPrimeira etapa: dado um vetor a = (ag, ..., a,—1), calcular T
y=(yo,...,yn_1) talque y = V(0! ..., w1 - a.

n’ mn? mn

A matriz V(w!,w!, ..., w"1) é a matriz de Vandermond

n’

para w!, wl, ... Wi,

n

Terceira etapa: dado um vetor y = (yo,...,yn—1), calcular
q¢=(qo,-...qn-1) talque ¢ = V(" wl ... 0wt H=1t.y.

ny=wn n

Como calcular ¢ em tempo O(nlgn)?

o |
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Interpolacao

fPrimeira etapa: dado um vetor a = (ag, ..., a,—1), calcular T
y=(40,...,yn—1) talque y = V(' wl, ... w1 - a.

A matriz V(" w!, ..., w"1) é a matriz de Vandermond
para wg,w%&, ool

n

Terceira etapa: dado um vetor y = (yo,...,yn—1), calcular
q¢=(qo,-...qn-1) talque ¢ = V(" wl ... 0wt H=1t.y.

Como calcular ¢ em tempo O(nlgn)?

Teorema: A inversa da matriz de Vandermond

V(W wk ..., w1 tem na posigdo (j, k) o valor w,”" /n

para j, k=0,1,..., n—1

LProva feita na aula. J
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Interpolacao

- N

Teorema: A inversa da matriz de Vandermond |
V(w?,wk ..., w1 tem na posigdo (j, k) o valor w,”" /n
para j, k=0,1,...,n—1

Ou seja,
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Interpolacao

- N

Teorema: A inversa da matriz de Vandermond |
V(w?,wk ..., w1 tem na posigdo (j, k) o valor w,”" /n
para j, k=0,1,...,n—1

Ou seja,
0 1 noiv—1 1 0 —1 —(n—1)
V(wnvwna y Wh ) _Ev(wnvwnv y Wn, )

Exercicio:

Modifique o algoritmo FFT para fazer a interpolacao.

o |
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Inversa da DFT
fc

omo bem notado por alguns alunos na aula, T
( 1 1 1 e 1 \
1w w? il
2(n—1
V(wgﬂ w%ﬂ : wg_l) — 1 W% wﬁ wn(n )
: -
\ 1wl 4Gt R () )

é uma matriz simétrica e, como o conjugado complexo de
e?” é exatamente e, temos que

V(wo wolo w_(n_l)) = V(wo Lol
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Inversa da DFT
ot -

Como V(wd, wt ... wy ) = V(W) wk, ... Wi hH*,
entao podemos calcular

1 _ —(n—1
q = EV(wO w1 ...,wn( ))y

calculando

1 —(n—1)

J = V(wg,wn ..., Wn )y

pelo mesmo método da primeira etapa e entao ¢ = ¢’ /n.

Ou seja, podemos usar a propria funcao FFT para calcular
g a partir de y.

o |
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Aplicacoes de FFT
-

# Processamento de imagens
s Suavizacao da imagem
s remocao de ruido
» destaque de contornos
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Aplicacoes de FFT
-

# Processamento de imagens
s Suavizacao da imagem
s remocao de ruido
» destaque de contornos

» Musica
s equalizadores
s reconhecimento de notas

L #» Combinacao de histogramas J
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