Analise amortizada

CLRS sec 17.4
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Tabelas dinamicas

-

Vetor que sofre insercdes. Cada insercao custa 1.

-

Inicialmente o vetor tem O posicoes.
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Tabelas dinamicas

-

Vetor que sofre insercdes. Cada insercao custa 1.
Inicialmente o vetor tem O posicoes.

Na primeira insercao, um vetor com uma posicao &
alocado, e o item em questéo é inserido.

-
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Tabelas dinamicas

o N

Vetor que sofre insercdes. Cada insercao custa 1.
Inicialmente o vetor tem O posicoes.

Na primeira insercao, um vetor com uma posicao &
alocado, e o item em questéo é inserido.

A cada insercao em que o vetor esta cheio, antes da
Insercao propriamente dita, um vetor do dobro do tamanho
é alocado, o vetor anterior é copiado para o0 novo vetor e
depois é desalocado.

o |

Algoritmos —p. 2



Tabelas dinamicas

o N

Vetor que sofre insercdes. Cada insercao custa 1.
Inicialmente o vetor tem O posicoes.

Na primeira insercao, um vetor com uma posicao &
alocado, e o item em questéo é inserido.

A cada insercao em que o vetor esta cheio, antes da
Insercao propriamente dita, um vetor do dobro do tamanho
é alocado, o vetor anterior é copiado para o0 novo vetor e
depois é desalocado.

O custo no pior caso de uma insercao é alto,
pois pode haver uma realocacao.

|
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Tabelas dinamicas
fParaz‘: 1,2,...,n,

1 sei—1nao e poténcia de 2
C; — : : s A .
i sei—1époténciade 2



Tabelas dinamicas
fParaz‘zl,z,...,n, T

1 sei—1nao e poténcia de 2
C; — : : s A .
i sei—1époténciade 2
Metodo agregado:

n—1

d a=n+(1+24+2%+---+25)
1=0

onde k = [lg(n —1)].

N .



Tabelas dinamicas
fParaz‘zl,z,...,n, T

1 sei—1nao e poténcia de 2
C;, = , ~ )
‘ i sei—1époténcia de 2
Metodo agregado:

n—1

d a=n+(1+24+2%+---+25)
1=0

onde k = [lg(n —1)].
Logo S i =n+ 2" —1<n+2n—1<3n.

o |
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Tabelas dinamicas
fParaz‘zl,z,...,n, T

1 sei—1nao e poténcia de 2
C; — : : s A .
i sei—1époténciade 2

Metodo agregado:

n—1

d a=n+(1+24+2%+---+25)
1=0

onde k = [lg(n —1)].
Logo S i =n+ 2" —1<n+2n—1<3n.

LCusto amortizado por insercao: 3 J
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Analise por creditos

fChame de velho um item que ja estava no vetor no T
momento da ultima realocacao do vetor, e de novos 0s
itens inseridos apos a ultima realocacao.
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Analise por creditos

fChame de velho um item que ja estava no vetor no T
momento da ultima realocacao do vetor, e de novos 0s
itens inseridos apos a ultima realocacao.

Atribuimos 3 créditos por insercao:
um € usado para pagar pela insercao do item,
0S outros dois sao armazenados sobre o item.
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Analise por creditos

fChame de velho um item que ja estava no vetor no T
momento da ultima realocacao do vetor, e de novos 0s
itens inseridos apos a ultima realocacao.

Atribuimos 3 créditos por insercao:
um € usado para pagar pela insercao do item,
0S outros dois sao armazenados sobre o item.

Ao ocorrer uma realocacao, ha 2 créditos sobre cada item
NOVO NO vetor, e isso é suficiente para pagar pela copia de
todos os itens do vetor para 0 novo vetor pois, quando o
vetor esta cheio, ha um item novo para cada item velho.

o |
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Analise por creditos

fChame de velho um item que ja estava no vetor no T
momento da ultima realocacao do vetor, e de novos 0s
itens inseridos apos a ultima realocacao.

Atribuimos 3 creditos por insercao:

um € usado para pagar pela insercao do item,
0S outros dois sao armazenados sobre o item.

Ao ocorrer uma realocacao, ha 2 créditos sobre cada item
NOVO NO vetor, e isso é suficiente para pagar pela copia de
todos os itens do vetor para 0 novo vetor pois, quando o
vetor esta cheio, ha um item novo para cada item velho.

Em outras palavras, o segundo credito paga a copia do
item na primeira realocacao que acontecer apos a sua

Insercao, e o terceiro crédito paga a copia de um item velho
nesta mesma realocacao.
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T
n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.



Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢
n;: numero de itens na tabela 7;
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

-

s;. tamanho da tabela 7;.



Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T
n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T
n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocao, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T
n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocao, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.

1 sei—1nao e poténcia de 2

Lembre-se que ¢; = , A
que a { i sei—1époténcia de 2

o |
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T
n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocao, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.

1 sei—1nao e poténcia de 2
i sei—1e poténcia de 2
Custo amortizado: ¢; = ¢; + o(T;) — o(T;-1)

Lembre-se que ¢; = {

o |
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T

n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocao, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.

1 sei—1nao e poténcia de 2
i sei—1e poténcia de 2
Custo amortizado: ¢; = ¢; + o(T;) — o(T;-1)

Lembre-se que ¢; = {

Note que n; = n;_1 + 1.

o |
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T

n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocao, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.

1 sei—1nao e poténcia de 2
i sei—1e poténcia de 2
Custo amortizado: ¢; = ¢; + o(T;) — o(T;-1)

Lembre-se que ¢; = {

Note que n; = n;_1 + 1.
Sei—1né&o é poténciade 2,entdoc; = 1€ s; = s;_1.
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercao ¢ T

n;: numero de itens natabela 7; s;: tamanho da tabela 7.
Seja ¢(1;) = 2n; — s;.

Como Ty € vazia, ng = sg = 0, e portanto ¢(7y) = 0.
Como n&o ha remocao, n; > s;/2. Logo ¢(7;) > 0.

1 sei—1nao e poténcia de 2
i sei—1e poténcia de 2
Custo amortizado: ¢; = ¢; + o(T;) — o(T;-1)

Lembre-se que ¢; = {

Note que n; = n;_1 + 1.

Sei—1né&o é poténciade 2,entdoc; = 1€ s; = s;_1.
LASSim c; =1+ (2712' — Sz') — (2?%'_1 — 87;_1) =14+2=23. J
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao T
n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.
gb(TZ) = 27% — S5

Lembre-se que ¢; = , A
que & i+1 sei—1époténciade 2

Custo amortizado: ¢; = ¢; + ¢o(1;) — o(Ti—1)
Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

{ 1 sei—1nao é poténciade 2

Se i € poténcia de 2, entao ...

Algoritmos — p. 6



Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao T
n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.
gb(TZ) — 27% — S5

1 sei—1nao é poténciade 2

i+1 sei—1¢époténciade 2

Custo amortizado: ¢ = ¢; + ¢(1;) — ¢(T5-1)

Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

Lembre-se que ¢; = {

Se i € poténcia de 2, entao ...
c; = 1, S; = 28;_1 e s,_1=mn;_1=1— 1.

o |
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao T
n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.
gb(TZ) — 27% — S5

1 sei—1nao é poténciade 2

i+1 sei—1¢époténciade 2

Custo amortizado: ¢ = ¢; + ¢(1;) — ¢(T5-1)

Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

Lembre-se que ¢; = {

Se i € poténcia de 2, entao ...
c; = 1, S; = 28;_1 e s,_1=mn;_1=1— 1.

Assim & = i+ (2ni — si) — (2ni_1 — si_1)
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao T
n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.
gb(TZ) — 27% — S5
Lembre-se que ¢; = , .

que & i+1 sei—1époténciade 2

Custo amortizado: ¢; = ¢; + ¢o(1;) — o(Ti—1)
Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

{ 1 sei—1nao é poténciade 2

Se i € poténcia de 2, entao ...
c; = 1, S; = 28;_1 e s,_1=mn;_1=1— 1.

Assim & = i+ (2ni — si) — (2ni_1 — si_1)

= 1+ (2(712'_1 + 1) — 287;_1) — Nj_1
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao T
n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.
gb(TZ) — 27% — S5
Lembre-se que ¢; = , .

que & i+1 sei—1époténciade 2

Custo amortizado: ¢; = ¢; + ¢o(1;) — o(Ti—1)
Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

{ 1 sei—1nao é poténciade 2

Se i € poténcia de 2, entao ...
c; = 1, S; = 28;_1 e s,_1=mn;_1=1— 1.

Assim & = i+ (2ni — si) — (2ni_1 — si_1)

= 1+ (2(712'_1 + 1) — 287;_1) — Ni—1
= 1+ (2 + nj—1 — 282'_1)

o |
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Metodo do potencial

fTi: tabela antes da insercgao

-

n;: numero de itens na tabela7; s;: tamanho da tabela 7.

gb(TZ) = 27% — S5
1 sei—1nao é poténciade 2
i+1 sei—1¢époténciade 2

Custo amortizado: ¢; = ¢; + ¢o(1;) — o(Ti—1)
Lembre-se que n; = n;_1 + 1.

Lembre-se que ¢; = {

Se i € poténcia de 2, entao ...
c; = 1, S; = 28;_1 e s,_1=mn;_1=1— 1.

ASSIim A

G = 14+ (2n; —s;) — (2ni—1 — Si—1)

2(712'_1 + 1) — 28;_ 1) — Nj_1

o — i+
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Union-Find

CLRS cap 21
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Colecao de conjuntos disjuntos

-

Queremos uma ED boa para representar uma particao de
um conjunto, e as seguintes operacoes sobre a particao:

-



Colecao de conjuntos disjuntos

fQueremos uma ED boa para representar uma particao de T
um conjunto, e as seguintes operacoes sobre a particao:

® MAKESET(z): Cria um conjunto unitario com o
elemento z;

® Finp(z): devolve o identificador do conjunto da particao
gue contém z;

® UnioN(x,y): substitui os conjuntos da particao que
contém z e y pela uniao deles.
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Colecao de conjuntos disjuntos

fQueremos uma ED boa para representar uma particao de T
um conjunto, e as seguintes operacoes sobre a particao:

® MAKESET(z): Cria um conjunto unitario com o
elemento z;

® Finp(z): devolve o identificador do conjunto da particao
gue contém z;

® UnioN(x,y): substitui os conjuntos da particao que
contém z e y pela uniao deles.

O identificador de um conjunto € um elemento do conjunto:
0 Seu representante.

o |
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Colecao de conjuntos disjuntos

fQueremos uma ED boa para representar uma particao de T
um conjunto, e as seguintes operacoes sobre a particao:

® MAKESET(z): Cria um conjunto unitario com o
elemento z;

® Finp(z): devolve o identificador do conjunto da particao
gue contém z;

® UnioN(x,y): substitui os conjuntos da particao que
contém z e y pela uniao deles.

O identificador de um conjunto € um elemento do conjunto:
0 Seu representante.

Como podemos armazenar cada conjunto da particao?

o |
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Colecao de conjuntos disjuntos
 Possibilidade 1: -
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Colecao de conjuntos disjuntos

- Possibilidade 1: os elementos de cada conjunto da o
particao sdo armazenados em uma lista (duplamente)
ligada.
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Colecao de conjuntos disjuntos

- Possibilidade 1: os elementos de cada conjunto da o
particao sdo armazenados em uma lista (duplamente)

ligada.
Qual é o custo de cada operacao?

representante: o primeiro elemento da lista ligada.
n: numero de elementos na uniao dos conjuntos.
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Colecao de conjuntos disjuntos

- Possibilidade 1: os elementos de cada conjunto da o
particao sdo armazenados em uma lista (duplamente)

ligada.

Qual é o custo de cada operacao?

representante: o primeiro elemento da lista ligada.
n: numero de elementos na uniao dos conjuntos.

® MakeSET(x): cria uma lista ligada com uma Unica celula,
contendo . Consumo de tempo no pior caso: O(1).
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Colecao de conjuntos disjuntos

- Possibilidade 1: os elementos de cada conjunto da o
particao sdo armazenados em uma lista (duplamente)

ligada.
Qual é o custo de cada operacao?

representante: o primeiro elemento da lista ligada.
n: numero de elementos na uniao dos conjuntos.

® MakeSET(x): cria uma lista ligada com uma Unica celula,
contendo . Consumo de tempo no pior caso: O(1).

® FinD(x): recebe um apontador = e devolve o apontador
do representante do conjunto gue contém x. Consumo
de tempo no pior caso: O(n).

o |
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Colecao de conjuntos disjuntos

- Possibilidade 1: os elementos de cada conjunto da o
particao sdo armazenados em uma lista (duplamente)

ligada.
Qual é o custo de cada operacao?

representante: o primeiro elemento da lista ligada.
n: numero de elementos na uniao dos conjuntos.

® MakeSET(x): cria uma lista ligada com uma Unica celula,
contendo . Consumo de tempo no pior caso: O(1).

® FinD(x): recebe um apontador = e devolve o apontador
do representante do conjunto gue contém x. Consumo
de tempo no pior caso: O(n).

® UnioN(x,y): recebe os representantes de dois conjuntos
L distintos e substitui esses conjuntos pela uniao deles. J
Consumo de tempo no pior caso: O(n).
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Colecao de conjuntos disjuntos
. Possibilidade 2: -
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Colecao de conjuntos disjuntos

- Possibilidade 2: os elementos de cada conjunto da o
particao sao armazenados em uma lista ligada, em que
todos os elementos apontam para o primeiro da lista (o
representante).



Colecao de conjuntos disjuntos

- Possibilidade 2: os elementos de cada conjunto da o
particao sao armazenados em uma lista ligada, em que
todos os elementos apontam para o primeiro da lista (o
representante).

Qual é o custo de cada operacao?



Colecao de conjuntos disjuntos

- Possibilidade 2: os elementos de cada conjunto da o
particao sao armazenados em uma lista ligada, em que
todos os elementos apontam para o primeiro da lista (o
representante).

Qual é o custo de cada operacao?

® MakeSET(z): cria uma lista ligada com uma unica célula
. Consumo de tempo no pior caso: O(1).

o |
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Colecao de conjuntos disjuntos

- Possibilidade 2: os elementos de cada conjunto da o
particao sao armazenados em uma lista ligada, em que
todos os elementos apontam para o primeiro da lista (o
representante).

Qual é o custo de cada operacao?

® MakeSET(z): cria uma lista ligada com uma unica célula
. Consumo de tempo no pior caso: O(1).

® FinD(x): recebe um apontador = e devolve o apontador
do representante do conjunto gue contém x. Consumo
de tempo no pior caso: O(1).

o |
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Colecao de conjuntos disjuntos

- Possibilidade 2: os elementos de cada conjunto da o
particao sao armazenados em uma lista ligada, em que
todos os elementos apontam para o primeiro da lista (o
representante).

Qual é o custo de cada operacao?

® MakeSET(z): cria uma lista ligada com uma unica célula
. Consumo de tempo no pior caso: O(1).

® FinD(x): recebe um apontador = e devolve o apontador
do representante do conjunto gue contém x. Consumo
de tempo no pior caso: O(1).

® UnioN(x,y): recebe os representantes de dois conjuntos
distintos e substitui esses conjuntos pela uniao deles.
Consumo de tempo no pior caso: BO(n) (pois temos que
L atualizar o representante de um dos conjuntos). J

Algoritmos — p. 10



Colecao de conjuntos disjuntos
fPossibiIidade 3: florestas disjuntas. T
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Colecao de conjuntos disjuntos
fPossibiIidade 3: florestas disjuntas. T

Primeiro: esqueca os apontadores da lista ligada.
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Colecao de conjuntos disjuntos
~ Possibilidade 3: florestas disjuntas. o

Primeiro: esqueca os apontadores da lista ligada.

Segundo: atualize o representante apenas do
representante do segundo conjunto.



Colecao de conjuntos disjuntos
~ Possibilidade 3: florestas disjuntas. o

Primeiro: esqueca os apontadores da lista ligada.

Segundo: atualize o representante apenas do
representante do segundo conjunto.

Exemplo: na aula...



Implementacao 1

-

Make-Set (x)

1 pailx| —x
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Implementacao 1

- N

Make-Set (x)
1 pailx| —x

Find (x)

1l r«—=x

2 enquanto pailr] # r faca
3 r «— pailr]

4 devolva r
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Implementacao 1

Make-Set (x)

1 pailx| —x

Find (x)

1 r—z2x

2 enquanto pailr] # r faca
3 r «— pailr]
4  devolva r

Union (z, y)

> r e y representantes distintos

1  paly] «— =z



Implementacao 1

Make-Set (x)

1 pailx| —x

Find (x)

1l r«—=x

2 enquanto pailr] # r faca
3 r «— pailr]

4 devolva r

Union (z,y) > r e y representantes distintos
1  paly] «— =z

Consumo de tempo: do Find pode ser muito ruim... O(n).
Temos que fazer melhor...

o |
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Implementacao 2

fHeurl’stica dos tamanhos T
Make-Set (x)

1  pailz] «— x
2 rank|z] < 0

Algoritmos — p. 13



Implementacao 2

fHeurl’stica dos tamanhos T
Make-Set (x)

1 pailz] =z
2 rank|z] < 0

Find (x): 0 mesmo de antes
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Implementacao 2

fHeurl’stica dos tamanhos T
Make-Set (x)

1  pailz] «— x
2 rank|z] < 0

Find (x): 0 mesmo de antes

Union (z,y) > r e y representantes distintos
1 se rank|z] > rank|y]

2 entao paily| «— x

3 se rank|z] = rank|y|

4 entao rank|z] < rank|x| + 1

5 Senao paijz| « y

o |
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Implementacao 2

fHeurl’stica dos tamanhos T
Make-Set (x)

1  pailz] «— x
2 rank|z] < 0

Find (x): 0 mesmo de antes

Union (z,y) > r e y representantes distintos
1 se rank|z] > rank|y]

2 entao paily| «— x

3 se rank|z] = rank|y|

4 entao rank|z] < rank|x| + 1

5 Senao paijz| « y

Consumo de tempo: melhor... Analise feita na aula...
Da para fazer melhor ainda!
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Implementacao 3

-

Heuristica da compressao dos caminhos

Find (x)

1 if pailz] £

2 entdo pai[z] < Find (pai[z])
3 devolva pailz]
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Implementacao 3

-

Heuristica da compressao dos caminhos

Find (x)

1 if pailzx] # x

2 entdo pai[z] < Find (pai[z])
3 devolva pailz]

Consumo amortizado de tempo de cada operacao:
O(log™ n),

onde log™ n € 0 nUmero de vezes que temos que aplicar o
log até atingir um numero menor ou igual a 1.

o |
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Implementacao 3

-

Heuristica da compressao dos caminhos

Find (x)

1 if pailzx] # x

2 entdo pai[z] < Find (pai[z])
3 devolva pailz]

Consumo amortizado de tempo de cada operacao:
O(log™ n),
onde log™ n € 0 nUmero de vezes que temos que aplicar o

log até atingir um numero menor ou igual a 1.

Na verdade, € melhor do que isso,
e ha uma analise justa, conforme discutido em aula. J

Algoritmos — p. 14



Union-Find
.~ Make-Set () o

1 pailx| —x
2 rank|z] < 0

Find (x)

1 if pailx| # x

2 entao paijz] < Find (pai|z])

3 devolva pai|x]

Union (z,y) > r e y representantes distintos
1 se rank|x] > rank|y]

2 entao paily| «— x

3 se rank|x] = rank|y]

4 entao rank|z| < rank|x| + 1

5 senao pailr] «— vy

LApIicagéo: voce vai ver na aula de grafos na segunda! J

Algoritmos — p. 15
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