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ia da Computação � IME/USPSegundo Semestre de 2009Lista 61. (ED para partições ou grafos planos) Considere um polígono parti
ionado, represen-tado pela ED vista em aula, que 
hamamos de listas de arestas duplamente ligadas(
om seus registros para vérti
es, arestas e fa
es).(a) Es
reva um algoritmo que, dada uma fa
e f , imprime todos os vérti
es destafa
e em tempo linear no número vérti
es de f .(b) Es
reva um algoritmo que, dado um vérti
e v, obtém todos os vérti
es adja
en-tes a v em tempo linear no número de arestas in
identes a v.2. (DG(P ) ⇒ Vor(P )) Des
reva um algoritmo que, dado o grafo de Delaunay DG(P )de um 
onjunto de pontos P , 
onstrói Vor(P ). Tente fazer um algoritmo linear.3. (Vérti
e de Delaunay de grau grande) Des
reva 
onjunto P de n pontos, para um narbitrário, que não 
ontenha quatro pontos 
o
ir
ulares, tal que o grafo de Delaunaytenha um vérti
e de grau n − 1.4. (Aresta de DG(P ) a partir de P1 e P2) Seja P um 
onjunto de pontos no plano e seja
{P1, P2} uma partição de P . Prove que, se uv é um segmento de menor 
omprimentoentre os segmentos em {p1p2 | p1 ∈ P1 e p2 ∈ P2}, então uv é uma aresta do grafode Delaunay.5. (Exer
í
io 5.3.3.1 do livro de O'Rourke � Polígono regular) Des
reva o diagramade Voronoi e o grafo de Delaunay dos vérti
es de um polígono regular.6. (Exer
í
io 5.4.5.2 do livro de O'Rourke � Diagrama de Voronoi unidimensional)Um diagrama de Voronoi unidimensional de um 
onjunto P = {p1, . . . , pn} de pon-tos na reta (digamos, no eixo das abs
issas) é um 
onjunto de pontos Vor(P ) =
{x1, . . . , xn−1} tal que xi é o ponto médio do segmento pipi+1. Des
reva um 
ritérioque permite que determinemos se um dado 
onjunto {x1, . . . , xn−1} de pontos é odiagrama de Voronoi unidimensional de alguma 
oleção de pontos na reta. Qual éo 
onsumo de tempo do algoritmo resultante do 
ritério que vo
ê obteve?7. Prove que se P é um 
onjunto de n pontos do plano 
om no máximo k pontos
o
ir
ulares então 
ada vérti
e do diagrama de Voronoi de P tem grau entre 3 e k.8. (Grafo de vizinhança relativa) Um grafo de vizinhança relativa (relative neighborhoodgraph) de um 
onjunto P de n pontos do plano, denotado por RNG(P ), é um grafo
ujo 
onjunto de vérti
es é P e existe uma aresta ligando dois pontos p e q de S seDist(p, q) ≤ min

r∈S\{p,q}
max{Dist(p, r),Dist(q, r)}.Esta desigualdade determina uma região `proibida' para o ponto r se p e q sãoadja
entes no grafo de RNG(P ). Esta região é formada pela interseção dos 
ír
ulosde 
entro p e q e raio Dist(p, q).(a) Prove que toda aresta de RNG(P ) é uma aresta de DG(S).(b) (MST ⊆ RNG) Prove que toda aresta de uma árvore geradora Eu
lideanamínima de P (MST(P )) é uma aresta de RNG(P ).(
) Des
reva um algoritmo de 
omplexidade de tempo O(n2) que 
onstrói o grafode vizinhança relativa de um dado 
onjunto P de n pontos. Mostre a 
orreçãoe analise do 
onsumo de tempo do seu algoritmo.1



9. (Atualização dinâmi
a do grafo de Delaunay) Dado o grafo de Delaunay de um
onjunto P de n pontos e um ponto p em P , des
reva um algoritmo que 
onstróio grafo de Delaunay de P \ {p}. O 
onsumo de tempo do seu algoritmo deve ser
O(k lg k), onde k é o número de arestas adja
entes ao ponto p. Mostre a 
orreção eanalise o 
onsumo de tempo do seu algoritmo.10. (Construção do diagrama de Delaunay on-line) Seja P um 
onjunto de n pontos eseja p um ponto tal que p 6∈ P mas está no fe
ho 
onvexo de P .(a) Mostre que se p é um ponto no interior do triângulo △(a, b, c) do grafo DG(P )então pa, pb e pc são arestas de DG(P ∪ {p}).(b) Mostre que se p é um ponto da aresta ab de DG(P ) que é 
ompartilhada pelostriângulos △(a, b, c) e △(d, b, a) de DG(P ), então pa, pb, pc e pd são arestas de

DG(P ∪ {p}).(
) Chamaremos de suspeitas as arestas de DG(P ) que suspeitamos que não fazemparte de DG(P ∪ {p}). Após as operações des
ritas nos itens (a) e (b), quaisarestas de DG(P ) são supeitas? Mostre 
omo testar em tempo 
onstante seuma aresta suspeita perten
e ou não a DG(P ∪ {p}).(d) Se 
onstatarmos que uma aresta suspeita ab não perten
e a DG(P ∪{p}), entãoqual aresta deverá ser inserida no grafo? Depois de inserirmos esta aresta, quaisarestas que não eram suspeitas passam a ser suspeitas?(e) Quantas vezes uma aresta suspeita será testada?(f) Dados o grafo de Delaunay de um 
onjunto P de n pontos, um ponto p 6∈ Se o triângulo △(a, b, c) do grafo de Delaunay de P que 
ontém p, des
reva umalgoritmo que 
onstrói o grafo de Delaunay de P ∪ {p}. Seu algoritmo deve
onsumir tempo O(k), onde k é o número de arestas inseridas mais o númerode arestas removidas. (Se vo
ê não 
onseguir um algoritmo O(k), então tentedes
rever um algoritmo O(n).) Mostre a 
orreção e analise o 
onsumo de tempodo seu algoritmo. (Note que o algoritmo pedido por este item é o passo 
entral de umalgoritmo on-line que 
onstrói o diagrama de Delaunay de um 
onjunto de n pontosem tempo O(n2).)11. (Exer
í
io 5.4.5.3 do livro de O'Rourke � Diagrama de Voronoi 
inéti
o) Imagineum 
onjunto de pontos movendo-se no plano, 
ada ponto 
om uma direção e ve-lo
idade �xas. Seja V (t) o diagrama de Voronoi destes pontos no instante t. Éum problema em aberto obter uma delimitação justa para o número de diagramas
ombinatorialmente distintos que podemos obter ao longo do tempo. Tente obtera 
onhe
ida 
ota inferior de Ω(n2). Em outra palavras, en
ontre um 
onjunto de
n pontos tal que V (t) muda a sua estrutura 
ombinatória cn2 vezes onde c é uma
onstante. Ninguém foi 
apaz até agora de en
ontrar um exemplo onde mais de n2mudanças são ne
essárias, mas a melhor delimitação superior 
onhe
ida é O(n3) (
f.Fu e Lee [1℄; veja também Guibas, Mit
hell e Roos [2℄).Referên
ias[1℄ J.-J. Fu e R.C.T. Lee, Voronoi diagrams of moving points in the plane, International Journal onComputational Geometry and Appli
ations 1 (1991), no. 1, 23�32.[2℄ L.J. Guibas, J.S.B. Mit
hell e T. Roos, Voronoi diagrams of moving points in the plane, Pro-
eedings of the 17th International Workshop Graph-Theoreti
 Con
epts in Computer S
ien
e,Le
ture Notes Computer S
ien
e, vol. 570, Springer-Verlag, 1991, pp. 113�125.


