Melhores momentos
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Problema

O algoritmo de Dijkstra resolve o problema da
SPT:
Dado um vértice s de um digrafo com custos
ndo-negativos nos arcos, encontrar uma SPT
com raiz s
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dijkstra

Recebe digrafo G com custos ndo-negativos nos arcos
e um vértice s

Calcula uma arborescéncia de caminhos minimos com
raiz s.

A arborescéncia é armazenada no vetor parnt

As distancias em relacdo a s sdo armazenadas no
vetor cst

void
dijkstra(Digraph G, Vertex s,
Vertex parnt[], double cst[]);



Fila com prioridades

A funcdo dijkstra usa uma fila com prioridades
A fila é manipulada pelas seguintes funcdes:

» PQinit(): inicializa uma fila de vértices em que
cada vértice v tem prioridade cst[v|

» PQempty(): devolve 1 se a fila estiver vazia e 0
em caso contrario

» PQinsert(v): insere o vértice v na fila

» PQdelmin(): retira da fila um vértice de
prioridade minima.

» PQdec(w): reorganiza a fila depois que o valor de
cst[w] foi decrementado.



dijkstra

#define wrinito maxCST

void

dijkstra(Digraph G, Vertex s,
Vertex parnt[], double cstl[]);

{
1 Vertex v, w; link p;
2 for (v = 0; v < G=>V; v++) {
3 cst[v] = 1nFINITO;
4 parnt[v] = -1;
ks
5 PQinit(G- >V)'
6 cstls] =

7 parnt[s] =



10
11
12
13
14
15

dijkstra

PQinsert(s);
while ('PQempty()) {
v = PQdelmin();
for (p=G->adj[v];p!=NULL;p=p->next)
if (cstlw=p->w]==mwrmnimo) {
parnt [w]=v;
cst[wl=cst[v]+p->cst;
PQinsert(w);



16
17
18
19
20

dijkstra

else

if (cst[w]>cst[v]+G->adj[v] [w])
cst[wl=cst[v]+G->adj[v] [w];
parnt[w] = v;
PQdec (w) ;

}



Consumo de tempo

linha  ndmero de execucdes da linha
2-4 O(V)

5 = 1 PQinit

6—7 =1

8 — 1 PQinsert

9-10 < V+1 PQempty e PQdelmin
11 O(a)

12-14 O(V)

15 <V —1 PQinsert

16-19 O(4a)

20 < A PQdec

21 = 1 PQfree

total = O(V+A4)4777



Conclusio

O consumo de tempo da fun¢do dijkstra é
O(V + A) mais o consumo de tempo de

1 execucao de
<V execucdes de
<V—+1 execucdes de
<V execucdes de
<A execucdes de

PQinit e PQfree
PQinsert,
PQempty,
PQdelmin, e
PQdec.




Conclusao

O consumo de tempo da funcdo dijkstra é

O(Vv?).

Este consumo de tempo é 6timo para digrafos
densos.
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Mais algoritmo de Dijkstra

$S21.1e212



Relacdes invariantes
S = vértices examinados

Q = vértices visitados = vértices na fila
U = vértices ainda n3o visitados

_

(i0) ndo existe arco v-w com v.em S ewem U

DA



Relacdes invariantes

(i1) paracadauem S, vemQewem U

cstlu] < cstlv] < cstlw]

o 5 = = E 9DAC¢



Relacdes invariantes

(i2) O vetor parnt restrito aos vértices de S e Q
determina um arborescéncia com raiz s

DA



Relacdes invariantes

(i3) Para arco v-w na arborescéncia vale que

cstlw| = cstv] + custo do arco vw

DA



Relacdes invariantes

(i4) Para cada arco v-w com v ou w em S vale que

cstlw] — cstlv] < custo do arco vw

DA



Relacdes invariantes

(i5) Para cada vértice v em S vale que cst|v]
custo de um caminho minimo de s a v.

D
O

DA



Q>
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Outra implementac3o para digrafos densos
#define wrinito maxCST

void
DIGRAPHsptD1 (Digraph G, Vertex s,
Vertex parnt[], double cst[]) {

1 Vertex w, w0, frimaxV];

2 for (w=0; w<G>V; wt+) {
3 parnt[w] = -1;

4 cstw] = mrFiiTo;

5 }

6 fr[s] =s;

7

cst[s] = 0;



8 while (1) {
9 double mincst = 1vrFInITO;
10 for (w=0; w< G->V; w++)

11 if (parnt[w]==-1 && mincst>cst[w])
12 mincst = cst[w0=w];
13 if (mincst == wrinrmo) break;

14 parnt[w0] = fr[w0];
15 for (w=0; w < G->V; wt++)

16 if (cst[w] > cst[w0]+G->adj[w0][w]) {
17 cst[w] = cst[w0]+G->adj[w0][w];
18 frlw] = w0;
}
}



Representacdo de arvores em vetores
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Pais e filhos

A[l..m] é um vetor representando uma arvore.
Diremos que para qualquer indice ou né 1,

> |i/2] &€ o pai de i;
» 24 é o filho esquerdo de i;
» 27+ 1 é o filho direito.

Todo né i é raiz da subarvore formada por

Ali, 20,2+ 1,40, 4i +1,4i + 2,4i +3,8i,...,8 +7,..



Max-heap

1 nivel

ol - ___

1 ____.
5 6 7
15 141
8 9 10 11 12
23 30 21 12 -
1 2 3 5 78
5114617 15114123




Rotina basica de manipulacdo de max-heap

1 nivel
B . 0
2 3
46 I 1
4 5 6 7
34 41 15 14(_,
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12 .. 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1314617134141 1151412313021 |10]12




Rotina basica de manipulacdo de max-heap

1 nivel
a6 . 0
2 3
13 1y . 1
4 5 6 7
34 41 15 4.,
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12 o _____ 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 | 1311734 |41 (15| 14]23]30(21|10]12




Rotina basica de manipulacdo de max-heap

1 nivel
46| . 0
2 3
41 1y . 1
4 5 6 7
34 13 15 14(_ 4
8 9 10 11 12
23 30 21 10 12 .. 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 14111734 |13 (15| 14] 233021 | 10]12




Rotina basica de manipulacdo de max-heap

1 nivel
46| . 0
2 3
41 1y . 1
4 5 6 7
34 21 15 14(_,
8 9 10 11 12
23 30 13 10 12 .. 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 1411173421 (15| 14]23]|30(13 1012




Rotina basica de manipulacdo de max-heap

1 nivel
46| . 0
2 3
41 1y . 1
4 5 6 7
34 21 15 14(_,
8 9 10 11 12
23 30 13 10 12 .. 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
46 1411173421 (15| 1423|3013 |10]12




Rotina basica de manipulacdo de max-heap

Recebe A[l..m] e i > 1 tais que subarvores com raiz 2i e 21 + 1
s30 max-heaps e rearranja A de modo que subéarvore com raiz i seja
max-heap.

MAX-HEAPIFY (A, m, 1)
e«— 2
se ¢ < m e Ale] > A[i]
entdo maior «— e
senao maior <« 1
se d < m e A[d] > A[maior]
entdo maior «+— d
se maior # 1
entdo A[i] < A[maior]
MAX-HEAPIFY (A, m, maior)

©C OO ~NOOC A WN

[y



Filas com prioridades

Operacdes que iremos considerar na fila com
prioridades:

Maximum(S): devolve o elemento de S com a maior
prioridade;

Extract-MAX(SS): remove e devolve o elemento em S
com a maior prioridade;

Increase-Key (S, s, p): aumenta o valor da prioridade
do elemento s para p; e

Insert(.S, s, p): insere o elemento s em S com
prioridade p.



Implementacdo com max-heap

Heap-Max (A, m)



Implementacdo com max-heap

Heap-Max (A, m)
1 devolva Al]
Consome tempo 7777,



Implementacdo com max-heap

Heap-Max (A, m)
1 devolva Al]

Consome tempo O(1).

Heap-Extract-Max (A, m) > m>1



Implementacdo com max-heap

Heap-Max (A, m)

1

devolva A[l]

Consome tempo O(1).

Heap-Extract-Max (A, m) > m>1

A ww N =

5

maz «— A[l]

A[l] < Alm)]
m<«—m — 1
Max-Heapify (A4, m, 1)
devolva max

Consome tempo 7777,



Implementacdo com max-heap

Heap-Max (A, m)

1

devolva A[l]

Consome tempo O(1).

Heap-Extract-Max (A, m) > m>1

A W N -

5

maz «— A[l]

A[l] < Alm)]
m<«—m — 1
Max-Heapify (A4, m, 1)
devolva max

Consome tempo O(lgm).



Implementacdo com max-heap

Heap-Increase-Key (A, i, prior) > prior > Ali]



Implementacdo com max-heap

Heap-Increase-Key (A, i, prior) > prior > Ali]
1 Ali] « prior

2 enquanto i >1e A[|i/2]] < A[i] faca
3 Ali] — A[[1/2]]

4 i« [1/2]



Implementacdo com max-heap

Heap-Increase-Key (A, i, prior) > prior > Ali]
1 Ali] « prior
2 enquanto i >1e A[|i/2]] < A[i] faca
3 Ali] — A[[1/2]]
4 i« [1/2]

Consome tempo O(lgm).

Max-Heap-Insert (A, m, prior)



Implementacdo com max-heap

Heap-Increase-Key (A, i, prior) > prior > Ali]
1 Ali] « prior
2 enquanto i >1e A[|i/2]] < A[i] faca
3 Ali] — A[[1/2]]
4 i« [1/2]

Consome tempo O(lgm).

Max-Heap-Insert (A, m, prior)

1 m—m+1

2 Alm| +— —©

3 Heap-Increase-Key (A, m, prior)



Implementacdo com max-heap

Heap-Increase-Key (A, i, prior) > prior > Ali]
1 Ali] « prior
2 enquanto i >1e A[|i/2]] < A[i] faca
3 Ali] — A[[1/2]]
4 i« [1/2]

Consome tempo O(lgm).

Max-Heap-Insert (A, m, prior)

1 m—m+1

2 Alm| +— —©

3 Heap-Increase-Key (A, m, prior)
Consome tempo O(lgm).



Consumo de tempo Min-Heap

heap d-heap fibonacci heap
INSERT O(lgV) | O(logpV) O(1)
ExtracT-Min | O(IgV) | O(logp V) O(lgV)
Decrease-Key | O(lgV) | O(logp V) O(1)
dijkstra O(AlgV) | O(Alogp V) | O(A+VIgV)




Consumo de tempo Min-Heap

bucket heap radix heap
INSERT O(1) O(lg(VC)R
ExTRACT-MIN O(C) O(lg(ve)
DECREASE-KEY O(1) O(A 4 Vig(ve))
dijkstra O(A+VC) | O(A+Vlg(ve))

C = maior custo de um arco.




	Algoritmo de Dijkstra
	Implementação com max-heap


