Estruturas de Dados

Cristina Gomes Fernandes



Arvores balanceadas

fUma arvore 2-3 € uma arvore vazia ou T

® um 2-nd, com uma chave e duas subarvores 2-3;
® um 3-noO, com duas chaves e trés subarvores 2-3;
# todos os apontadores NIL N0 mesmo hivel.
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LSua altura e O(lgn), onde n € 0 seu numero de nos. J
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Arvores 2-3 e ABBs rubro-negras

fArvores rubro-negras sdo T
arvores binarias gue representam arvores 2-3.

3-nds sao representados por:
dois 2-nds, ligados por uma aresta vermelha.




Arvores 2-3 e ABBs rubro-negras

fArvores rubro-negras sdo T
arvores binarias gue representam arvores 2-3.

3-nds sao representados por:
dois 2-nds, ligados por uma aresta vermelha.

NoOs séo rubros ou negros .



-

ABBs rubro-negras

Uma ABB e rubro-negra se
1.
2.
3.

todo no é rubro ou negro
toda folha (NIL) € negra

se um no é rubro,
entao e filho esquerdo de um no negro

. todo caminho de um n6 x até uma folha sua

descendente tem 0 mesmo numero de nds negros .

|
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ABBs rubro-negras
=

Uma ABB e rubro-negra se T
1. todo no é rubro ou negro
2. toda folha (N1L) € negra

3. se um no é rubro,
entao e filho esquerdo de um no negro

4. todo caminho de um no x até uma folha sua
descendente tem 0 mesmo numero de nds negros .

Altura negra de xz: niumero de n0s negros no caminho de
um filho de = até uma folha descendente de =.

Lema: Uma ABB rubro-negra com n nos internos tem
altura no maximo 21g(n + 1).

o |
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Insercao em ABB

-

INSIRA (T, )
1 T «— INSIRAREC(T, )

INSIRAREC (T, z)
1 se T = NIL
2 entdo g «— NOVACELULA(z, NIL, NIL)
3 devolva ¢
4 se x < info(T)
5 entdo esq(T) < INSIRAREC(esq(T), x)
6 sendo dir(T) <« INSIRAREC(dir(T), x)
7/ devolva T

o |
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Insercao em ABB rubro-negra

- N

INSIRA (T, x)
1 T « INSIRAREC(T, x)
2 cor(T) < NEGRO > linha nova!

INSIRAREC (T, x)
1 se T = NIL
2 entao ¢ — NOVACELULA (x, NIL, NIL, RUBRO)
3 devolva ¢
4 se x < info(T)
5 entao esq(T) < INSIRAREC(esq(T), x)
6 senao dir(T) <« INSIRAREC(dir(T), )
/ BALANCEIE(T) > linha nova!
8 devolva T J
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Rotinas auxiliares

~ BALANCEIE (T) o

se NEGRO(esq(T)) e RUBRO(dir(T))
entdo GIREESQ(T)

se RUBRO(esq(T)) e RUBRO(esq(esq(T)))
entdo 7'+ GIREDIR(T)

se RUBRO(esq(T)) e RUBRO(dir(T))
entao TROQUECORES(T)

devolva T

~NOoO O b WDN Bk

NEGRO (p)

1 se p=NILOoU cor(p) = NEGRO
2 entao devolva VERDADE

3 senao devolva FALSO

RUBRO (p)
L 1 devolva nao NEGRO (p) J
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Rotacoes
-

O nod p é tal que dir(p) # NIL e cor(dir(p)) = RUBRO. T

GIREESQ (p)

q « dir(p)
dir(p) < esq(q)
esq(q) < p

cor(q) < cor(p)
cor(p) < RUBRO

devolva ¢

OO, WDN B

O no p € Iinterno.

O GIREDIR (p) € semelhante.

o |
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Troca de cores

-

OUTRACOR (¢)

1 se ¢ = RUBRO

2 entao devolva NEGRO
3 senao devolva RUBRO

TROQUECORES (p)
1 cor(p) «— OUTRACOR(cor(p))
2 cor(esq(p)) <— OUTRACOR(cor(esq
3 cor(dir(p)) < OUTRACOR (cor(dir(p)))

o |
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Remocao em arvore 2-3

- N

Como na ABB,
se a chave a ser removida estd em um no interno,
a trocamos pela menor da subarvore a sua direita.

o |
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Remocao em arvore 2-3

B o
Como na ABB,

se a chave a ser removida estd em um no interno,
a trocamos pela menor da subarvore a sua direita.

Assim podemos nos concentrar em remocoes de chaves
das folhas. Na verdade, podemos nos concentrar na
remocao do minimo de uma arvore 2-3.

o |
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Remocao em arvore 2-3

-

Remocao do A.

AlC H L P S| X

Busca pelo A.

o



Remocao em arvore 2-3
R

emocao do A.

Busca pelo A.

Se a busca termina em um 3-no,
remove A neste no.

o |
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Remocao em arvore 2-3
R

emocao do A.

Busca pelo A.

Se a busca termina em um 3-no,
remove A neste no.

LE se a busca termina num 2-no? J
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Remocao em arvore 2-3
R

emocao do A.

Busca pelo A.

Se a busca termina em um 3-no,
remove A neste no.

LE se a busca termina num 2-n6? Evita-se esse caso! J
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Remocao em arvore 2-3

-

E se a busca termina num 2-n0? Evita-se esse caso!

-

Como??7?



Remocao em arvore 2-3

-

E se a busca termina num 2-n0? Evita-se esse caso!
Como??7?

Na descida da busca, altera-se a arvore 2-3,
de modo que, ao chegarmos na folha, ela seja um 3-no.

o |
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Remocao em arvore 2-3

. N

E se a busca termina num 2-n0? Evita-se esse caso!
Como?7??

Na descida da busca, altera-se a arvore 2-3,

de modo que, ao chegarmos na folha, ela seja um 3-no.
Na verdade, a busca ¢ feita sempre garantindo que

a raiz da arvore € um 3-n0 ou um 4-nd temporario.

Na volta da recurséo, eventuais 4-n0s sao desfeitos.

o |
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Remocao em ABBs
f REMOVA (T, q) T

1 se dir(q) = NIL
2 entao p «— ¢

3 [ esq(p)

4  sendo p « MiINIMO(dir(q))

5 info(q) < info(p)

6 | dir(p)

[ se f # NIL

8  entdo pai(f) — pai(p)

9 se pai(p) = NIL

10 entao T « f

11  sendose p = esq(pai(p))

12 entdo esq(pai(p)) <« f
13 senao dir(pai(p)) « f

L 14 LIBERACELULA(p) J
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Versao recursiva da remocao

fSupc’je gue x esta presente na ABB. T

REMOVA (T, x)
1 T +— REMOVAREC(T, x)

REMOVAREC (T, x)
1 se x < info(T)
2 entao esq(T) — REMOVAREC(esq(T), )
3 senao se x > info(T)
4 entao dir(T) «— REMOVAREC(dir(T), x)
5 sendo se dir(T) = NIL
6 entao devolva esq(T)
7 info(T) «— MINIMO(dir(T))
8 dir(T) «— REMOVAMIN(dir(T))
9 devolva T J
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Remocao do minimo em ABB

- N

REMOVAMIN (T')

1 se esq(T) = NIL

2 entao devolva dir(T)

3 senao esq(T) «— REMOVAMIN (esq(T))
4 devolva T



Remocao do minimo em ABB

- N

REMOVAMIN (T')
1 se esq(T) = NIL
2 entao devolva dir(T)
3 senao esq(T) «— REMOVAMIN (esq(T))
4 devolva T

Exercicio: Modifigue as rotinas acima para que a remocao
funcione mesmo que x nao esteja na ABB dada.

Exercicio: Ajuste estas rotinas para que mantenham o
campo pa: atualizado.

o |
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Remocao do minimo em rubro-negra

o N

A rotina abaixo recebe uma arvore rubro-negra
a menos da raiz, que pode ser vermelha.
Ademais, cor(T) = RUBRO oU cor(esq(T)) = RUBRO.

(Isso corresponde a supor que 7' € um 3-n6 ou um 4-nod.)

Estruturas de Dados — p. 16



Remocao do minimo em rubro-negra

o N

A rotina abaixo recebe uma arvore rubro-negra
a menos da raiz, que pode ser vermelha.
Ademais, cor(T) = RUBRO oU cor(esq(T)) = RUBRO.

(Isso corresponde a supor que 7' € um 3-n6 ou um 4-nod.)

REMOVAMIN (T)
1 se esq(T) = NIL
2 entao devolva NIL > dir(T) = NIL também
3 se NEGRO(esq(T)) € NEGRO(esq(esq(T)))
4  entdo T +— MOVARUBROESQ(T)
5 esq(T) «— REMOVAMIN(esq(T))
6 BALANCEIE(T)

o |
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Rotina auxiliar para a remocao

. N

A rotina supOe que cor(p) = RUBRO.

MOVARUBROESQ (p)

1 TROQUECORES(p)

2 se RUBRO(esq(dir(p)))

3 entdo dir(p) — GIREDIR(dir(p))
4 p «— GIREESQ(p)

5 devolva p



Rotina auxiliar para a remocao

. N

A rotina supOe que cor(p) = RUBRO.

MOVARUBROESQ (p)

1 TROQUECORES(p)

2 se RUBRO(esq(dir(p)))

3 entdo dir(p) — GIREDIR(dir(p))
4 p «— GIREESQ(p)

5 devolva p

A



Rotina auxiliar para a remocao

. N

A rotina supOe que cor(p) = RUBRO.

MOVARUBROESQ (p)

1 TROQUECORES(p)

2 se RUBRO(esq(dir(p)))

3 entdo dir(p) — GIREDIR(dir(p))
4 p «— GIREESQ(p)

5 devolva p



Remocao em ABB rubro-negra

. N

A rotina supOe que cor(p) = RUBRO.

MOVARUBRODIR (p)

1 TROQUECORES(p)

2 se RUBRO(esq(esq(p)))

3 entdo p +— GIREDIR(p)

A dir(p) «— GIREESQ(dir(p))
5 devolva p

A



Remocao em ABB rubro-negra

. N

A rotina supOe que cor(p) = RUBRO.

MOVARUBRODIR (p)

1 TROQUECORES(p)

2 se RUBRO(esq(esq(p)))

3 entdo p +— GIREDIR(p)

A dir(p) «— GIREESQ(dir(p))
5 devolva p

A



Remocao em ABB rubro-negra

. N

A rotina supOe que cor(p) = RUBRO.

MOVARUBRODIR (p)

1 TROQUECORES(p)

2 se RUBRO(esq(esq(p)))

3 entdo p +— GIREDIR(p)

A dir(p) «— GIREESQ(dir(p))
5 devolva p

A



Remocao em ABB rubro-negra

fA rotina supoe que cor(p) = RUBRO. T

MOVARUBRODIR (p)

1 TROQUECORES(p)

2 se RUBRO(esq(esq(p)))
3 entdo p +— GIREDIR(p)
4 devolva p

A

LO GIREESQ(dir(p)) € desnecessario. J



Remocao em ABB rubro-negra

-

A rotina abaixo recebe uma arvore rubro-negra

a menos da raiz, que pode ser vermelha,

e o filho direito da raiz, que pode ser vermelho.
Ademais, cor(1') = RUBRO oU cor(esq(1T)) = RUBRO
ou cor(dir(T)) = RUBRO.

-

(Isso corresponde a supor que 7' é um 3-n6 ou um 4-nad.)

REMOVA (T, x)
1 se NEGRO(esq(T)) e NEGRO(dir(T))
2 entao cor(T) +— RUBRO
3 T «— REMOVAREC(T, x)
4 se T # NIL
L 5 entao cor(T) + NEGRO [ araiz & sempre negra J
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-

Remocao em ABB rubro-negra

REMOVAREC (T, z) o
1 se x < info(T)
2 entao se NEGRO(esq(T')) e NEGRO(esq(esq(T)))
3 entao 7' +— MOVARUBROESQ(T)
4 esq(T) «— REMOVAREC (esq(T), x)
5 sendo se RUBRO(esq(T))
6 entao T <+ GIREDIR(T)
7 se z = info(T) e dir(T) = NIL
8 entao devolva NiL
9 se NEGRO(dir(T)) e NEGRO(esq(dir(T)))

10 entao 7' +— MOVARUBRODIR(T)

11 se z = info(T)

12 entdo info(T) «— MINIMO(dir(T))

13 dir(T) «— REMOVAMIN (dir(T))

14 sendo T +— REMOVAREC(dir(T), x) J

15 BALANCEIE(T)
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Remocao em ABB rubro-negra
~ REMOVAREC (T, z) o

1 se x < info(T)
2 entao se NEGRO(esq(T')) e NEGRO(esq(esq(T)))
3 entao 7' +— MOVARUBROESQ(T)

4 esq(T) «— REMOVAREC (esq(T), x)

5 sendo se RUBRO(esq(T))

6 entao T <+ GIREDIR(T)

/ se NEGRO(dir(T)) e NEGRO(esq(dir(T)))
38 entao 7' +— MOVARUBRODIR(T)

9 se z > info(T)

10 entao dir(T) «— REMOVAREC(dir(T), )
11 senao se dir(l") = NIL
12 entdo devolva NiL
13 info(T) <« MINIMO(dir(T))
L 14 dir(T) «— REMOVAMIN(dir(T)) J

15 BALANCEIE(T)
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-

Remova A.




-

Remova A.




-

Remova A.




-

Remova A.




-

Remova C.




-

Remova C.




-

Remova C.

MOVARUBROESQ

o



-

Remova C.




-

Remova C.

BALANCEIE

o



-

Remova C.




-

Remova C.




-

Remova E.




-

Remova E.




-

Remova E.

MOVARUBROESQ

o



-

Remova E.




-

Remova E.

BALANCEIE

o



-

Remova E.




-

Remova H.




-

Remova H.




-

Remova H.

MOVARUBROESQ

o



-

Remova H.

MOVARUBROESQ

o



-

Remova H.

BALANCEIE

o



-

Remova H.

BALANCEIE

o



-

Remova H.

BALANCEIE

o



Comentarios finais

- N

Exercicio: Simule a insercao em uma arvore rubro-negra
Inicialmente vazia das seguintes chaves:

20, 17, 38, 40, 53, 10, 6, 16, 23, 14, 11, 50, 45.
Simule a remocao de alguns destes valores.

Quarta edicao do livro do Sedgewick (com Wayne):
http://ww. cs. princeton. edu/ al gs4/

Veja em particular algumas animacdes neste site.

o |
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