Estruturas de Dados
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ABBs rubro-negras

fUma ABB é rubro-negra se
todo nd é rubro ou negro
toda folha (NIL) € negra

se um no e rubro, entdo seus dois filhos sao negros

> w e

todo caminho de um né z até uma folha sua
descendente tem 0 mesmo numero de nos negros .
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ABBs rubro-negras

fUma ABB é rubro-negra se
todo nd é rubro ou negro
toda folha (NIL) € negra

se um no e rubro, entdo seus dois filhos sao negros

> w e

todo caminho de um né z até uma folha sua
descendente tem 0 mesmo numero de nos negros .

Uma ABB é rubro-negra € caida para a esquerda
(left leaning) se, para todo né com um unico filho rubro,
o filho rubro € o da esquerda.
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ABB rubro-negra caida para a esquerda

- N



Arvores 2-3 e 2-3-4x rubro-negras

-

Uma arvore 2-3 € uma B-arvore com m = 2.

-

Uma arvore 2-3-4 € uma B-arvore com m = 3.



Arvores 2-3 e 2-3-4x rubro-negras

o N

Uma arvore 2-3 € uma B-arvore com m = 2.

Uma arvore 2-3-4 € uma B-arvore com m = 3.

Um n6 de uma arvore 2-3 ou 2-3-4 com

e com trés chaves é chamado de 4-no (arvores 2-3-4),
e duas chaves é chamado de 3-no, e

e COM uma chave é chamado de 2-no.
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Arvores 2-3 e 2-3-4x rubro-negras

o N

Uma arvore 2-3 € uma B-arvore com m = 2.

Uma arvore 2-3-4 € uma B-arvore com m = 3.

Um n6 de uma arvore 2-3 ou 2-3-4 com

e com trés chaves é chamado de 4-no (arvores 2-3-4),
e duas chaves é chamado de 3-no, e

e COM uma chave é chamado de 2-no.

Pode-se representar uma arvore 2-3 por uma rubro-negra
em que todo nd negro tem no maximo um filho rubro.
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Arvores 2-3 e 2-3-4x rubro-negras

o N

Uma arvore 2-3 € uma B-arvore com m = 2.

Uma arvore 2-3-4 € uma B-arvore com m = 3.

Um n6 de uma arvore 2-3 ou 2-3-4 com

e com trés chaves é chamado de 4-no (arvores 2-3-4),
e duas chaves é chamado de 3-no, e

e COM uma chave é chamado de 2-no.

Pode-se representar uma arvore 2-3 por uma rubro-negra
em que todo nd negro tem no maximo um filho rubro.

Pode-se representar uma arvore 2-3-4 por uma arvore
rubro-negra.
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Arvores 2-3 x rubro-negras

-

10 14




Arvores 2-3-4 x rubro-negras

11

14

-

13

15




Rotacoes

fO nd p é tal que dir(p) # NIL € cor(dir(p)) = RUBRO. T
ROTACIONEESQ (p)
q — dir(p)
dir(p) < esq(q)
esq(q) < p

cor(q) < cor(p)
cor(p) «— RUBRO

devolva ¢

OOk, WN PR
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Rotacoes

fO nd p é tal que dir(p) # NIL € cor(dir(p)) = RUBRO. T
ROTACIONEESQ (p)
q — dir(p)
dir(p) < esq(q)
esq(q) < p

cor(q) «— cor(p)
cor(p) < RUBRO

devolva ¢

OOk, WN PR

Exercicio: Escreva o ROTACIONEDIR.

o |
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Ajusta cores

-

O no p € interno.

TROQUECORES (p)
1 cor(p) < OUTRACOR(cor(p))
2 cor(esq(p)) «— OUTRACOR(cor(esq(p)))
3 cor(dir(p)) «+ OUTRACOR(cor(dir(p)))



Ajusta cores

-

O no p € interno.

TROQUECORES (p)
1 cor(p) «— OUTRACOR(cor(p))
2 cor(esq(p)) «— OUTRACOR(cor(esq(p)))
3 cor(dir(p)) «+ OUTRACOR(cor(dir(p)))

s

OUTRACOR (¢)
1 se ¢ = RUBRO
2 entao devolva NEGRO
3 senao devolva RUBRO

|
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Insercao em ABB rubro-negra

RUBRO (p)

1 se p=NIL

entao devolva FALSO

senao se cor(p) = RUBRO
entao devolva VERDADE
senao devolva FALSO

Obr wWN

NEGRO (p)
1 devolva nédo RUBRO(p)

-

|
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Insercao em ABB rubro-negra

RUBRO (p)

1 se p=NIL

entao devolva FALSO

senao se cor(p) = RUBRO
entao devolva VERDADE
senao devolva FALSO

Obr wWN

NEGRO (p)
1 devolva nédo RUBRO(p)

INSIRA (T, )
1 T < INSIRAREC(T, x)
2 cor(T)«<— NEGRO [> aralz e sempre negra

o |
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Insercao em ABB rubro-negra 2-3

~ Esta é ainsergéo para arvores 2-3:

INSIRAREC (T, z)

1

se 7' = NIL
entao ¢ «— NOVACELULA (x, NIL, NIL, RUBRO)
devolva ¢

se z < info(T)
entao esq(T) < INSIRAREC(esq(T), x)
senao dir(T) < INSIRAREC(dir(T), x)

se RUBRO(dir(T)) e NEGRO(esq(T))
entdo 7 < ROTACIONEESQ(T)

se RUBRO(esq(T)) € RUBRO(esq(esq(T)))
entdo 7 < ROTACIONEDIR(T)

se RUBRO(esq(T)) e RUBRO(dir(T))
entdo TROQUECORES(T))

devolva T

-

|
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Insercao em ABB rubro-negra 2-3
-

fMos.tre por inducao na altura de T' que,
no INSIRAREC anterior,
se a arvore T for rubro-negra 2-3 exceto pela raiz,
gue pode ser rubra, entao a arvore T devolvida satisfaz:

® se araiz de T era negra, entdao 1" e rubro-negra 2-3
exceto pela raiz, que pode ser rubra.

#® sSe araiz de T erarubra, entao 7' € rubro-negra 2-3

exceto pela raiz, gue pode ser rubra, e pode ter o filho
esquerdo rubro.

Conclua que, se a T for uma arvore rubro-negra 2-3, entao
a arvore devolvida por INSIRA(T, z) € rubro-negra 2-3.
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Insercao em ABB rubro-negra

~ Esta é ainsergéo para arvores 2-3-4: o

INSIRAREC (T, z)
1 se T = NIL
2 entao ¢ — NOVACELULA (x, NIL, NIL, RUBRO)
3 devolva ¢
4 se RUBRO(esq(T)) e RUBRO(dir(T))
5 entdo TROQUECORES(T)
6 se x < info(T)

7 entao esq(T) < INSIRAREC(esq(T), x)

8 senao dir(T) < INSIRAREC(dir(T), x)

9 se RUBRO(dir(T)) @ NEGRO(esq(T))

10 entdo T +— ROTACIONEESQ(T)

11 se RuUBRO(esq(T)) e RUBRO(esq(esq(T)))

12 entdao T +— ROTACIONEDIR(T)

L 13 devolva T J
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Insercao em ABB rubro-negra

o N

Faca uma analise da correcao desta versao do INSIRAREC.

Conclua da sua analise que, se a 7T for uma arvore
rubro-negra 2-3-4, entdo a arvore devolvida por
INSIRA(T', x) € rubro-negra 2-3-4.

Dica: ajuste as duas condicOes da prova por inducao
anterior para arvores rubro-negras 2-3-4, fortalecendo a
primeira. Refaca a analise de casos cuidadosamente, para
Ver se 0S seus ajustes estao corretos. (Em outras palavras,
faca a prova por inducao.)

o |
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Remocao em ABB

~ Supde que z esta presente na ABB. o

REMOVA (T, x)
1 T «— REMOVAREC(T, x)

REMOVAREC (T, x)

1 se x < info(T)

entao esq(T) «— REMOVAREC (esq(T), x)
senao se x > info(T)

1

2

3
A4
5
6
4
8
9
0]

devolva T

entao dir(T) «— REMOVAREC(dir(T), )
senao se dir(1T) = NIL
entdo devolva esq(T)
p «— MINIMO(dir(T))
info(T) — info(p)
dir(T) < REMOVAMIN (dir(T))

|
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Remocao em ABB
- -

REMOVAMIN (T)
1 se esq(T) = NIL
2 entao devolva dir(T)
3 sendo esq(T) «— REMOVAMIN (esq(T))
4 devolva T

o |
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Remocao em ABB

- N

REMOVAMIN (T)

1 se esq(T) = NIL

2 entao devolva dir(T)

3 sendo esq(T) «— REMOVAMIN (esq(T))
4 devolva T

Exercicio: Modifigue as rotinas acima para que a remocao
funcione mesmo que x nao esteja na ABB dada.

o |

Estruturas de Dados — p. 15



RemovaMin em arvores 2-3

REMOVAMIN (T)
1 se esq(T) = NIL
2 entdaodevolva NiL > dir(1T) = NIL aquli
3 se NEGRO(esq(T)) e NEGRO(esq(esq(T)))
4  entdo T +— MOVARUBROESQ(T)
5 esq(T) «— REMOVAMIN(esq(T))
> FIXup
6 se RUBRO(dir(T)) @ NEGRO(esq(T))
/ entao T «+— ROTACIONEESQ(T)
8 se RUBRO(esq(T)) e RUBRO(dir(T))
9 entdao TROQUECORES(T)
10 devolva T

-

|
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RemovaMin em arvores 2-3
f MOVARUBROESQ (p) T

1 TROQUECORES(p)

2 se RUBRO(esq(dir(p)))

3 entdo dir(p) «— ROTACIONEDIR(dir(p))
A p < ROTACIONEESQ(p)

5 TROQUECORES(p)

6 devolva p



RemovaMin em arvores 2-3
f MOVARUBROESQ (p) T

1 TROQUECORES(p)

2 se RUBRO(esq(dir(p)))

3 entdo dir(p) «— ROTACIONEDIR(dir(p))
A p < ROTACIONEESQ(p)

5 TROQUECORES(p)

6 devolva p

MOVARUBRODIR (p)
1 TROQUECORES(p)
2 se RUBRO(esq(esq(p)))
3 entdo p «— ROTACIONEDIR(p)
4 dir(p) <« ROTACIONEESQ(dir(p))
5 TROQUECORES(p)
6

devolva p o
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Remocao em ABB rubro-negra 2-3

- N

REMOVA (T, x)
1 T +— REMOVAREC(T, x)
2 cor(T)«<— NEGRO [> aralz e sempre negra



Remocao em ABB rubro-negra 2-3
- -

REMOVA (T, x)
1 T +— REMOVAREC(T, x)
2 cor(T)«<— NEGRO [> aralz e sempre negra

FIxUp (T)
1 se RUBRO(dir(T)) e NEGRO(esq(T))
2 entdo ROTACIONEESQ(T)
3 se RuUBRO(esq(T)) e RUBRO(dir(T))
4  entao TROQUECORES(T)
5 devolva T
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Remocao em ABB rubro-negra 2-3
f REMOVAREC (T, x) T

1 se z < info(T)

2 entdo se NEGRO(esq(T)) e NEGRO(esq(esq(T)))
3 entdao T +— MOVARUBROESQ(T))
4 esq(T) «— REMOVAREC(esq(T), x)
5 senao se RUBRO(esq(T))
6 entdo 7' <+ ROTACIONEDIR(T)
7 se x = info(T) e dir(T) = N1
8 entao devolva nNiL
9 se NEGRO(dir(T)) e NEGRO(esq(dir(T)))
10 entdo 7' +— MOVARUBRODIR(T)
11 se x = info(T)
12 entdo info(T) «— MINIMO(dir(T))
13 dir(T) «<— REMOVAMIN(dir(T))
14 sendo T «— REMOVAREC(dir(T), x)

15 FIXUR(T) N
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Remocao em ABB rubro-negra 2-3
- -

Exercicio: Mostre que o REMOVAMIN funciona quando 7' é
uma arvore rubro-negra 2-3 exceto pela raiz, que pode ser
rubra, ou € uma arvore rubro-negra em que o filho
esquerdo da raiz é rubro.

Exercicio: Mostre gue o REMOVAREC funciona quando 7" é
uma arvore rubro-negra 2-3 exceto pela raiz, que pode ser
rubra, ou € uma arvore rubro-negra em que o filho
esquerdo da raiz é rubro.

o |
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RemovaMin

- N

REMOVAMIN (T')
1 se esq(T) = NIL
2 entdaodevolva NiL > dir(1) = NIL aquli
3 se NEGRO(esq(T)) e NEGRO(esq(esq(T)))
4  entdo T +— MOVARUBROESQ(T)
5 esq(T) «— REMOVAMIN(esq(T))
6 FIXUPT

o |
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RemovaMin

-

REMOVAMIN (T')
se esq(T') = NIL
entao devolva NiL > dir(7) = NiL aqul
se NEGRO(esq(T)) e NEGRO(esq(esq(T)))
entdo 7 < MOVARUBROESQ(T)
esq(T) «— REMOVAMIN (esq(T))
FIXUp T

OO wWN PR

REMOVA (T, x)
1 T «— REMOVAREC(T, x)
2 cor(T) «— NEGRO [> araiz e sempre negra

o |
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-

Remocao em ABB rubro-negra

REMOVAREC (T, x) T
1 se z < info(T)

OO ~NOOTPA~,WN

10
11
12
13
14

entdo se NEGRO(esq(1)) e NEGRO(esq(esq(T)))
entdao T +— MOVARUBROESQ(T))
esq(T) «— REMOVAREC(esq(T), x)
sendo se RUBRO(esq(T))
entdo 7' <+ ROTACIONEDIR(T)
se x = info(T) e dir(T) = N1
entao devolva nNiL
se NEGRO(dir(T')) e NEGRO(esq(dir(T)))
entdo 7' +— MOVARUBRODIR(T)
se x = info(T)
entdo info(T) «— MINIMO(dir(T))
dir(T) «<— REMOVAMIN(dir(T))
sendo dir(T) « REMOVAREC(dir(T), x)

15 FixUPr(T) J
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MovaRubroEsq para rubro-negra 2-3-4
B -

MOVARUBROESQ (p)

1 TROQUECORES(p)

2 se RUBRO(esq(dir(p)))

3 entdo dir(p) «— ROTACIONEDIR(dir(p))

A p < ROTACIONEESQ(p)

5 TROQUECORES(p)

6 se RUBRO(dir(dir(p)))

7 entdo dir(p) «— ROTACIONEESQ(dir(p))
8 devolva p



MovaRubroDir para rubro-negra 2-3-4

- N

MOVARUBRODIR (p)

1 TROQUECORES(p)

2 se RUBRO(esq(esq(p)))

3 entdo p «— ROTACIONEDIR(p)

4 TROQUECORES(p)

5 se NEGRO(esq(dir(p)))

6 entdo dir(p) «+— ROTACIONEESQ(dir(p))
7 devolva p



FixUp para ABB rubro-negra 2-3-4

- N

FiIxUp (T)

se RUBRO(dir(T))
entdo 7 < ROTACIONEESQ(T)

se RUBRO(esq(T)) e RUBRO(esq(esq(T)))
entdo 7 < ROTACIONEDIR(T)

se RUBRO(esq(T)) e RUBRO(dir(T))
entao TROQUECORES(T)

devolva T

~NOoO O b WDN B



Malis exercicios e referéncias

o N

Exercicio: Mostre gue o REMOVAREC funciona quando 7" é
uma arvore rubro-negra 2-3-4 exceto pela raiz, que pode
ser rubra, ou € uma arvore rubro-negra em que o filho
esquerdo da raiz € rubro ou os dois filhos da raiz séao
rubros.

Referéncias:

Artigo:
http://www.cs.princeton.edu/ rs/talks/LLRB/LLRB.pdf

Implementacao:
http://www.cs.princeton.edu/"rs/talks/LLRB/Java/

o |
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