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RESUMO

Neste artigo, estudamos o inicio do desenvolvimento conceitual do Cdlculo Diferencial e Integral na
Grécia Antiga: os infinitésimos de Demdcrito, os paradoxos de Zeno, o método de exaustdo de Eudoxo e o
calculo da drea sob a pardbola por Arquimedes. Também sugerimos uma aplicacdo desse estudo ao ensino do

Cdlculo.
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ABSTRACT

In this paper we study the beginning of the conceptual development of the Differential and Integral
Calculus in Ancient Greece: Democrito’s infinitesimals, Zeno’s paradoxes, Eudoxo’s method of exhaustion
and the calculus of the area under the parabola by Archimedes. We also suggest as application of such

study to the teaching of the Calculus.
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O Calculo teve sua origem nas dificuldades encontradas pelos antigos matemdticos
gregos na sua tentativa de expressar suas idéias intuitivas sobre as razoes ou
propor¢des de segmentos de retas, que vagamente reconheciam como continuas,
em termos de numeros, que consideravam discretos.

Iremos encontrar a origem das idéias fundamen-
tais do Célculo Diferencial e Integral na histéria da Ma-
temdtica grega. Segundo a Histdria, os gregos possui-
am, ja na época em que Euclides escrevia “Os Elemen-
fos”, quase todos os fundamentos para desenvolver o
Calculo, mas ficaram presos por algumas concepgdes
restritivas.

Foram os gregos os primeiros a procurar a com-
preensdo dos fenomenos ligados ao infinito, ao conti-
nuo, ao infinitésimo, em busca de uma explicagio para
0 movimento e as transformacdes dos seres. Da idéia
de movimento virdo os primeiros conceitos do Calculo
Diferencial e Integral.

Apo6s a crise dos incomensurdveis, que pode ser
situada no seio da nascente escola pitagorica, ird surgir
outra grande polémica muito fértil entre os filésofos pré-
socraticos. Ao que tudo indica, o problema da
incomensurabilidade entre magnitudes gerou algumas
concepcdes polémicas acerca da natureza do mundo
fisico, como a doutrina atomistica, defendida por
Democrito, que propunha a existéncia do infinitamente

regular formando a base da pirdmide. Foi, assim, o

Boyer| 1]

pequeno compondo o ser das coisas[2].

Demécrito, no século quinto a.C., foi o primeiro
matemadtico grego a determinar o volume da piramide e
do cone. Apesar de os egipcios ja saberem encontrar o
volume da pirdmide de base quadrada, o mérito de
Demdcrito estd em ter generalizado, bem ao estilo grego,
a maneira de determinar o volume para piramides de
base poligonal qualquer. Para obter o volume do cone,
bastava uma inferéncia natural obtida pelo aumento,
repetido indefinidamente, do nimero de lados do poligono

primeiro a falar de infinitesimais, pensando em utilizar
laminas circulares infinitamente finas para calcular o
volume de cilindros e cones, antecipando-se assim ao
teorema de Cavalieri, nesses casos[3].

A teoria dos infinitesimais de Demdcrito e seus
seguidores foi combatida duramente por outra escola
filoséfica, nascida em Eléa (Magna Grécia), pelo influxo
das idéias de Parménides. A doutrina eledtica chamava
a atencgdo para os paradoxos e contradigdes existentes
na concepc¢do do mundo fisico como composto por
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particulas infinitamente pequenas e indivisiveis. Propu-
nha, em substitui¢ao, considerar a imutabilidade e uni-
dade essencial do mundo fisico.

Um aluno de Parménides, Zeno de Eléa, entrard
para a Histéria com seus famoso dons dialéticos[4].
Zeno dizia que a idéia de infinitésimos € totalmente
absurda, pois se possuem algum comprimento, entdo
uma quantidade infinita deles ird compor uma reta de
comprimento infinito; e se ndo t€m nenhum comprimento,
entdo uma quantidade infinita deles tampouco terd
comprimento algum. Além disso, dird também: aquilo
que acrescentado a outro nfo o faz maior, e subtraido
de outro ndo o faz menor, € simplesmente nada.

Mais famosos ainda que esses argumentos sao
seus quatro paradoxos sobre a impossibilidade do
movimento. A questdo por trds dos paradoxos estd em

se considerar tempo continuo e espaco discreto, ou vice

versa. Os paradoxos de Zeno recolhem a sensacdo de
certo desamparo intuitivo, pois relatam uma situagdo de
perplexidade comum frente a continuidade e ao infinito.
Por exemplo, no caso do Paradoxo da Dicotomia, Zeno
nos coloca frente a aparente impossibilidade de
percorrermos um ndmero infinito de distancias num
tempo finito. No Paradoxo da Flecha, Zeno vai contra
a nocdo de espaco e tempo constituido por partes
indivisifveis. Os paradoxos de Zeno ilustram a
perplexidade da mente ante os fendmenos do movimento
e da velocidade, trazendo a tona controvérsias
intrinsecas que, em geral, tendem a passar
despercebidas.

Como conseqiiéncia da perplexidade ante esses
fendmenos, os gregos desenvolveram o que se chamou
de Horror ao Infinito, que na Matematica teve
conseqiiéncias muito importantes. Segundo Boyer, a

Matemadtica adquiriu outra configuragio apds Zeno:

As grandezas ndo sdo associadas a
nimeros ou pedras, mas a segmentos de reta.
Em Os Elementos os proprios inteiros sdo
representados por segmentos. O reino dos
niimeros continuava a ser discreto, mas o
mundo das grandezas continuas (e esse
continha a maior parte da Matemdtica pré-
helénica e pitagorica) era algo a parte dos
nimeros e devia ser tratado por métodos
geométricos.[5]

De inicio, a atitude se concretizou numa
separacéo quase completa entre a Teoria dos Nimeros
e a Geometria. Pode-se dizer que o “horror ao infinito”
gerou, ou a0 menos contribuiu significativamente, para
o desenvolvimento da Algebra Geométrica, que
consistia na resolu¢do de problemas aritméticos ou
algébricos lidando diretamente com grandezas continuas.
A dlgebra geométrica ficou registrada principalmente
no Livro II de Os Elementos de Euclides, obra cujos
treze volumes foram publicados entre 330 e 320 aC.
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A obra de Euclides representa o inicio da busca
que resultard no Célculo Diferencial e Integral. Euclides
retine toda a elaboragdo grega dos séculos anteriores, e
registra 0 momento em que os pesquisadores comeg¢am
a se voltar para a possibilidade da exploracdo da
continuidade e da geometria em termos de anélise
algébrica, interessando-se mais por métodos de reducéo
como o método de exaustdo de Eudoxo. Nao € por acaso
que Arquimedes, bem como todos os criadores do Célculo
no século dezessete, irdo se voltar para Euclides e tentar
buscar af as idéias do Célculo.

Para verificarmos de que forma os gregos
estavam préximos do Célculo, € preciso explicar antes
0 Método de Exaustdo de Eudoxo e a utilizagdo que
dele fez Arquimedes.

Eudoxo desenvolve o seu Método da Exaustdo
baseado em um principio que acabard por ficar
conhecido como Postulado de Arquimedes, embora o
mesmo o atribua a Eudoxo[6]. O enunciado desse
axioma € dado por Euclides X, 1, dizendo que, dadas
duas grandezas diferentes (ambas n3o nulas),

se da maior subtrairmos uma grandeza
maior que a sua metade, e do que restou
subtrairmos uma grandeza maior que a sua
metade, repetindo esse processo continua-
mente, restard uma grandeza que serd menor
que a menor grandeza dada.[7]

O que hé de fantéstico nesta defini¢céo € que exclui
o infinitesimal de todas as demonstra¢des geomeétricas
dos gregos. Além disso, permite raciocinar sem
ultrapassar a compreensao intuitiva clara, pois Eudoxo
ndo propde ir até o infinito para de fato atingir o limite,
mas apenas afirma que se pode chegar a uma grandeza
tdo pequena quanto qualquer outra dada.

A diferenca entre o método de exaustdo e o
limite do Célculo Diferencial e Integral reside apenas
no fato de os gregos ndo realizarem essa passagem ao
infinito, pois nio tinham nog¢do de um continuum
aritmético. Mas o tipo de argumentacdo € o mesmo,
tanto no caso do atual limite quanto no mérodo de
exaustdo geométrico. Pode-se talvez dizer que a nogéo
de limite tivesse sido vislumbrada pelos gregos, como
se poderia inferir do fragmento de Aristételes:

Minha teoria ndo tira nada as
considerac¢des dos matemdticos, ao suprimir
o infinito que existiria em ato segundo o
acréscimo infinito, que ndo se poderia
recorrer: pois os matemdticos ndo necessitam
realmente do infinito e ndo o utilizam; sé
necessitam de uma magnitude finita que
escolhem tdo grande quanto queiram.[8]

Vejamos com um exemplo como € possivel a
comparacdo entre 0 mérodo de exaustdo e o uso do
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conceito de limite[9] . A proposi¢do 2 de Euclides XII,
de que as 4reas de circulos estdo na mesma razdo que
as dreas dos quadrados de lado igual aos seus didmetros,
¢é demonstrada da seguinte forma:

Se A e a sdo as areas dos circulos de didmetros
D e d respectivamente, entdo temos que provar que

a:A=d2:D2

[Figura 1]

Supondo, por absurdo, que néo seja as-
sim. Entdo haverd uma outra dreaa’ de modoque a’ : A
=d2 : D2. Se a’ for menor que a, entdo no circulo de
area a podemos inscrever um poligono de area p tal que
p seja maior que a’ e menor que a. Isso € sempre possi-
vel, pelo principio da exaustdo (Proposicdo de Euclides
X, 1), que diz que se de uma grandeza (como, no caso,
a diferenca entre a e a’), retirarmos mais do que sua
metade, e da diferenca mais do que a metade, e assim
por diante, a diferenca pode ser feita menor que qualquer
grandeza dada. Se P € a drea de um poligono semelhante
inscrito no circulo de 4rea A, entfo sabemos que p: P=
d2:D2=a>: A. Mas como p> a’,entdoP>A,oqueé
absurdo, uma vez que o poligono estd inscrito no circulo.
De um modo similar pode ser demonstrado que a
suposicdo a’ > a leva igualmente a uma contradico, e a
verdade da proposi¢do fica estabelecida.

Note-se que o método da exaustdo nao
exige que o poligono inscrito chegue a coincidir com o
circulo, mas apenas lida com o fato de a diferenca poder
ser tdo pequena quanto desejarmos. Dai que ele seja
similar em temos de raciocinio com o uso de limites.

Por exemplo, se considerarmos a
seqiiéncia infinita P, Pp, P3, ..., Py, ... como sendo as
areas dos poligonos inscritos, terfamos um limite C tal
que, dado qualquer nimero positivo &, podemos
encontrar um outro inteiro positivo N, tal que para n >
N pode ser demonstrado que

IC-P|<¢.

Essa é uma formulagdo, em termos de
limites, do raciocinio de Eudoxo. S6 que na linguagem
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dos limites ndo se faz uso de nog¢des intuitivas de drea,
nem de tentativas de imagens sensoriais que ilustrem o
que estd acontecendo em cada passo. Os limites
simplesmente lidam com sfmbolos pré-definidos, sem
se preocupar com qualquer visualizacdo mental, mas
apenas com as possibilidades fornecidas pelas defini¢des
adotadas[10] . Essa expressdo formalizada da nogéo

de limite data do século XIX. Mas as idéias ja estavam

no mundo grego, embora ndo tenham se desenvolvido
mais devido ao fato de que

a Matemdtica grega ndo incluia um
conceito geral de niimero e, conseqiientemente,
nenhuma nog¢do de uma varidvel continua
algébrica sobre a qual tais teorias pudessem
ser logicamente baseadas.[11]

Mas o surgimento do Célculo no século dezessete
estd em plena conex@o com a busca de meios de
simplificar os métodos gregos, como o método da
exaustdo. Para avaliar até que ponto chegaram os
gregos, basta verificar que Arquimedes (287-212 aC)
realizou o Cdlculo da drea sob a pardbola[l2]
antecipando-se, assim, em mais de dezessete séculos
aos resultados do Célculo Integral.

Em sua obra O Método[13], Arquimedes chega
ao resultado de que um segmento parabdlico € 4/3 do
triangulo de mesma base e vértice (o vértice do segmento
€ o ponto a partir do qual a perpendicular a base € maior).
Apés obter um resultado pelo seu método mecénico,
demonstrava-o pelo mérodo da exaustdo.

Para provar o resultado obtido para a drea sob a
curva da pardbola, Arquimedes inscreve no segmento
parabdlico um triangulo de drea A, tendo a mesma base
e vértice que o segmento, € mostra que a area do
segmento parabélico tem drea -4 . Dentro de cada um
dos segmentos menores tendo os lados do tridngulo como
base, ele inscreve tridngulos similares. Prosseguindo da
mesma forma, ele obtém uma série de poligonos com
um ndmero crescente de lados.

Arquimedes entdo demonstra que a drea do n-
ésimo poligono é dada pela soma de uma série.
Arquimedes ndo achou o limite da série, apenas
encontrou a soma dos n termos e acrescentou o
restante, que pode ser feito tdo pequeno quanto se

quisermos. Mas € importante frisar que Arquimedes

ndo usa a nog¢ao de limife e sim o principio da exaustio,
o qual permite considerar que a drea do segmento

parabdlico ndo podia ser nem maior nem menor que o
valor obtido, que é £ .
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[Figura 2]

Para definir ;—A como a soma de uma série
infinita, Arquimedes precisaria valer-se de um conceito
geral de niimero real, o qual ndo estava disponivel em
sua época. Segundo Edwards[14], faltava a Arquimedes
anoc¢do de passagem ao limite, pois ele partilhava com
os gregos do chamado horror ao infinito.

Vemos assim que as idéias iniciais do Célculo ti-
veram sua origem nas tentativas de compreensao da re-
lagd@o entre o discreto e o continuo, j4 desde a visdo
estatica grega, quebrada em parte pela descoberta
pitagérica dos incomensuraveis, que deram a largada
na corrida em busca de defini¢Ges satisfatdrias de
ndmero e infinito. A distin¢do entre o Repouso e o
Movimento fard parte dessa busca. A consideracdo do
movimento, fonte de inquietagdo no tempo de Zeno,
acabou por abrir caminho a uma nova forma de abordar
a relacdo entre o discreto e o continuo, permitindo a
criagdo do Célculo Diferencial e Integral. Leibniz, com
suas monadas e infinitésimos, chegou ao Teorema
Fundamental do Célculo pela via do discrefo. Newton,
praticamente a0 mesmo tempo, com seus fluxdes, pela
via do continuo.

Muitos alunos esbarram nas dificuldades
representadas pela linguagem matemdtica do Calculo,
e ndo pelas idéias em si. Afinal, como ja falamos, os
gregos estiveram a um passo da construcéo do Calculo
dois séculos antes de Cristo, sem ter ainda sequer uma
linguagem algébrica simbdlica. As idéias fundamentais
do Célculo podem ser assim construidas, desde que se
leve em considerag@o a distin¢@o entre a légica da
Matemdtica pronta e a 16gica da Matematica em
construc@o. A maneira de ensinar deve seguir muito mais
a l6gica da Matemadtica em construcgao, e ndo a légica
da Matematica pronta e formalizada.[15]
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