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Transformacoes de Funcoes



“Fransformacoes de Funcoes

Aplicando certas transformacdes aos graficos de uma
funcédo obtemos o grafico de certas funcdes relacionadas.
ISso nos capacita a fazer o esbo¢co de muitas funcdes a mao
e dedos nos permite também escrever equacoes para
graficos dados. Vamos considerar inicialmente as
translacdes. Se ¢ for um numero positivo, entao o grafico de
y = f(X) + ¢ € ndo-somente o grafico de y = f(x) deslocado
para cima em c unidades (uma vez que cada coordenada y
fica acrescida pelo mesmo ndmero c).



-nsformag("jes de Funcoes

Da mesma forma, se fizermos g(x) = f(x — c), onde ¢ > 0,
entao o valor de g em x é igual ao valor de f em x — ¢ (c uni-

dades a esquerda de x).
/y y=f+e
Portanto, o grafico de |
s . |
y =f(x—c), € precisamente 0 s=tora Clyoqm vmpume

de y = f(x) deslocado ———7——7;Q——7A

c unidades a direita

(veja a Figura 1).

|
0 ; i
|
|
|

Traducdo do grafico de f
Figura 1 5



-nsformagf')es de Funcoes

Deslocamentos Verticais e Horizontais Suponha ¢ = 0. Para obter o grafico de

f

x) + ¢, desloque o grafico de y = f(x) em ¢ unidades para cima

x — c), desloque o grafico de y = f(x) em ¢ unidades para a direita
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( (x)
(x) — ¢, desloque o grafico de y = f(x) em ¢ unidades para baixo
( (x)
( (x)

x + ¢), desloque o grafico de y = f(x) em ¢ unidades para a esquerda

f

Vamos considerar agora as transformacoes de expansao
e reflexao. Se c > 1, entdo o graficode y =cf(x) e o

grafico de y = f(x) expandido por um fator de ¢ na direcao
vertical (pois cada coordenada y € multiplicada pelo
mesmo numero c).



-nsformag("jes de Funcoes

O grafico de y = —f(x) € o grafico de y = f(x) refletido em torno
do eixo X, pois o ponto (X, y) é substituido pelo
ponto (X, —Y). .,

tabela a sequir, onde estao A

0s resultados de varias trans- J\
formacOes de expansao,
compressao e reflexao.)

y = cf(x)
(Vejaa Figura2ea ﬂ > 1)

y=—f(x)

Expansodes e reflexdes do gréfico f
Figura 2 7



-nsformagf')es de Funcoes

Reflexdes e Expansdes Horizontais e Verticais Suponha ¢ > 1. Para obter o grafico de

y = ¢f(x), expanda o grafico de y = f(x) verticalmente por um fator de ¢

y = (1/c)f(x), comprima o griafico de y = f{x) verticalmente por um fator de ¢
y = flex), comprima o grafico de y = f(x) horizontalmente por um fator de ¢
y = f(x/c), expanda o grafico de y = f{x) horizontalmente por um fator de ¢

y = —f(x), reflita o gréafico de y = f(x) em torno do eixo x

y = f(—x), reflita o grafico de y = f(x) em torno do eixo y




!mplo 1

Dado o graficode y = VX, use transformacodes para obter

os graficosde y=+x — 2,y =4x —2,y=—r.y=2x

e y=+-x.

Solucéao:
O grafico da funcéao raiz quadrada, estd mostrado na
Figura 4(a). , ¥A ¥ A

1_/ /
o] \O/ 0 >

(a) y =+/x (b) y=vx—2 (C)y=vx—2

Figura 4
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!mplo 1 — Solucao

continuacao

y‘/ A
0\} 0

(d) y=—x (e) y=2\x (f) y=v—x

Figura 4

=Y

Nas outras partes da figura esbocamos y = /x — 2
deslocando 2 unidades para baixo, y = ./x — 2 deslocando 2
unidades para direita; y = —./x refletindo em torno do eixo X,
y = 2./x expandido verticalmente por um fator de 2; e

y = /—x refletindo em torno do eixo y. 10
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A Figura 3 ilustra essas transformacoes de expansao quando
aplicadas a uma funcao de cosseno com c = 2.

YA /yzzcosx Y4
2 _ , 1l v=coslx
/ Y = COS X 21 Y= cos3A
1 I 1
= IS
> ——
0 1 X / 0 \M// X
f
y=COoSs X
y=1cC0s2x
Figura 3
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Por exemplo, para obter o grafico y = 2 cos x, multiplicamos
as coordenadas x-y de cada ponto do grafico de y = cos X
por 2. Isso significa que o grafico de y = cos x fica expandido

verticalmente por um fator de 2.
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_nsformag("jes de Funcoes

Outra transformacao de algum interesse é tomar o

valor absoluto de uma funcao. Se y = |f(X)|, entao, de acordo
com a definicao do valor absoluto, y = f(x) quando f(x) 20 e
y = —f(X) quando f(x) < 0. Isso nos diz como obter o

grafico de y = |f(X)| a partir do grafico de y = f(x): a parte

do grafico que esta acima do eixo X permanece a mesma,
enguanto a parte que esta abaixo do eixo x é refletida em
torno do eixo Xx.

13



Combinacoes de Funcoes
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-nbinagf')es de Funcoes

Duas funcoes f e g podem ser combinadas para formar novas

funcdes f + g, f — g, fg e f/g de forma similar aguela

pela qual somamaos, subtraimos, multiplicamos e dividimos
numeros reais. As funcdes soma e diferenca sao assim
definidas

(f+9)(x) =1(x) +g(x), (f=9)(x)=1(X)-9g(X)

Se o dominiode fe Ae odominio de g é B, entao, o
dominio de f + g é a interseccao A N B, pois tanto
f(X) quanto g(x) devem ser definidos.

Por exemplo, o dominio de f(x) =+x é A = [0, %) e 0
dominio de g(x) = 2 —x é B = (—x, 2], de modo que
dominiode (f+ g)(x) = x + /2 —x €ANB=][0, 2].
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-nbinagf')es de Funcoes

Analogamente, as funcOes produto e guociente sao
definidas por

f(x)
g(x)

(f) () = £(x)g(x) (;f)(x) _

O dominio de fg is A N B, mas nao podemos dividir por
zero e, assim, o dominio de f/g e {x e AN B|g(x) # 0}. Por
exemplo, se f(x) = x? e g(X) = x — 1, entdo o dominio da
funcéo racional (f/g)(x) = x?/(x — 1) é {x|x # 1}, ou

(=0, 1) U (1, ).
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Existe outra maneira de combinar duas funcOes para obter
uma nova funcdo. Por exemplo, suponha que y = f(u) = v/u
eu=g(x)=x?+1.Comoy éuma funcdo de u e u €&, por
sua vez, € uma funcao de x, segue que, afinal de contas, y €
uma funcao de x. Computamos isso pela substituicao:

y =) =f(g()) = fo@ + 1) = Va2 + 1

Este procedimento é chamado composicao pois a nova
funcado € composta das funcoes dadas f e g.
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Em geral, dadas quaisquer duas funcoes f e g, comecamos
com um numero x no dominio de g e encontramos sua
Imagem g(x). Se este numero g(x) estiver no dominio de f,
podemos calcular o valor de f(g(x)).

O resultado € uma nova funcao h(x) = f(g(x)) obtida pela
substituicdo g por f. E chamada de composicdo (ou composta)
de f e g e € denotada por fo g (“f circulo g”).

Definicao Dadas duas fungGes f e g, a funcio composta f = g (também chamada de
composicio de fe g) € definida por

(f = g)x) = flglx))
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O dominio de f o g é o0 conjunto de todos os x no dominio de g

tais que g(x) esta no dominio de f. I (entrada) ——
Em outras palavras, (f°g)(x) e !

definida sempre que tanto ! ‘
g(x) quanto f(g(x)) estiverem definidas. 91‘“ S

A Figura 11 mostra como 4

visualizar f e g em termos de maguinas. l
d G flg@x)) (saida) «—

A maquina f e g € composta pela maquina

g (primeiro) e a seguir pela maquina f.

Figura 11
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!mplo 6

Se f(x) = x? e g(x) = x — 3, encontre as funcdes compostas
fegegef.

Solucao:
Temos

(feg)(x) = f(g(x)) =Tf(x=3)=(x-3)*

(9 °H(X) = g(f(x)) = g(x2) =x2 -3
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Lembre-se de que a notacao f o g significa que a funcao g
aplicada primeiro, e depois f € aplicada. No Exemplo 6,
fog é afuncédo que primeiro subtrai 3 e entdo eleva ao
quadrado; g o f & a funcao que primeiro eleva ao quadrado
e entao subtrai 3.

E possivel fazer a composi¢io de trés ou mais

funcdes. Por exemplo, a funcdo compostafege h

pode ser encontrada calculando-se primeiro h, entao g e
depois f, como a sequir:

(feg e h)(x) =1(g(h(x)))
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