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“grais Improprias

Nessa secao, estendemos o conceito de integral definida
para 0 caso em gue o intervalo € infinito e também para o
caso onde f tem uma descontinuidade infinita em [a, b]. Em
ambos o0s casos, a integral € chamada de integral

impropria.



Tipo 1: Intervalos Infinitos



*} 1: Intervalos Infinitos

Considere a regiao infinita S que esta sob a curva

y = 1/x?, acima do x e a direita da reta x = 1. Vocé poderia
pensar que, como S tem extensao infinita, sua area deve
ser infinita, mas vamos olhar mais de perto. A area da
parte de S que esta a esquerda da reta x =t

(sombreado na Figura 1) e

A(r) = J:%dx - —l]

1

=Y

Figura 1



*} 1: Intervalos Infinitos

Observe gue A(t) < 1 independentemente de quao grande
t sela escolhido. Também observamos que

lim A(f) = lim (1 - 1) — 1

f—>0o0 f—>o A

A area da regiao sombreada se aproxima de 1 quando
t - « (veja a Figura 2), assim, dizemos que a area da
regiao infinita S é igual a 1 e escrevemos

s |
J — dx = lim I—7dx=1
I X r—o J1 x°

YA VA YA yi
- 1 2 . 4
r = = < P ar - =
\\46\63 2 o o

Figura 2




*} 1: Intervalos Infinitos

Usando esse exemplo como um guia, definimos a integral
de f (ndo necessariamente uma funcao positiva) sobre um
Intervalo infinito como o limite das integrais sobre os
Intervalos finitos.

| | Definigéo de uma Integral Imprépria do Tipo 1

(a) Se f' f(x) dx existe para cada nimero f = a4, entdo

(67 i ]

desde que o limite exista (como um nimero).

(b) Se [, f(x) dx existe para cada nimero ¢ < b, entéio

_[i flx) dx = lim _[” F(x) dx

desde que o limite exista (como um nimero).

As integrais improprias [7 f(x) dx e |* f(x) dx sdo chamadas convergentes se os li-
mites correspondentes existem e divergentes se os limites ndo existem.

(c) Se ambas .FT f(x) dxe [*_ f(x) dx séo convergentes, entfio definimos

f flx) dx = j flx) dx + j £x) dx

Na parte (c), qualquer mimero real a pode ser usado (veja o Exercicio 76).




*} 1: Intervalos Infinitos

Qualquer uma das integrais impréprias na Definicdo 1
pode ser interpretada como uma area, desde que f seja
uma funcao positiva. Por exemplo, no caso (a), se f(x) 20
e aintegral |” f(x) dx for convergente, entdo definimos a
areadaregiao S ={(x,y)|x=2a, 0<y<f(x)} na Figura 3
como

A(S) = |7 1(x) dx

Isso € apropriado porquefff(x) dx é o limite como t — «
da area sob o grafico de fde a at.
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Figura 3




!mplo 1

Determine se a integral |;” (1/x) dx é convergente ou
divergente.

Solucao: De acordo com a parte (a) da Definicao 1, temos

ool . 1‘1 . !
L —dx =1lim | —dx =limIn|x|]

X [—owJl X [—oo

=lim(n¢t—Inl)=1limlnt =

[— 0 [—> o

O limite nao existe como um numero finito e, assim, a
iIntegral impropria é divergente.

{7 (1/x) dx



q; 1: Intervalos Infinitos

Vamos comparar o resultado do Exemplo 1 com o exemplo
dado no inicio desta secao:

w1 w1
|\, — dx converge, |, — dx diverge.
. e | -
Yi ¥
1
y= % Y= 5
Y i Area infinita
'x__ Area finita
0 ]' — o I x
I, (1/x%) dx converge j-__: (1/x) dx diverge

Figura 4 Figura 5



*} 1: Intervalos Infinitos

Geometricamente, iSso quer dizer que, embora as curvas
y = 1/x? e y = 1/x parecam muito semelhantes para x > 0, a
regiao sob y = 1/x? a direita dex = 1 (a regiao sombreada
na Figura 4) tem uma area finita, enquanto a regiao
correspondente sob y = 1/x (na Figura 5) tem uma area
infinita. Observe que 1/x? e 1/x se aproximam de 0 quando
X — oo, mas 1/x? se aproxima mais rapido de 0 que 1/x. Os
valores de 1/x ndo diminuem rapido o suficiente para que
sua integral tenha um valor finito.

Resumindo, temos:

w1
|, — dx é convergente se p = | e divergente se p =1.
toxF
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Tipo 2: Integrados Descontinuos
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*} 2: Integrados Descontinuos

Suponha que f seja uma funcao continua positiva em um
intervalo finito [a, b) mas tenha uma assintota vertical

em b. Seja S a regiao delimitada sob o grafico de f e acima
do eixo x entre a e b. (Para as integrais Tipo 1, as regioes
se estendem indefinidamente em uma direcao horizontal.
Aqui a regiao e infinita em uma direcao vertical.) A area da
parte de S entre a e t (a regiao sombreada na Figura 7) é

b

A(r) = J{ ; f(x) dx y=fo |,

0 a th

Figura 7
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*} 2: Integrados Descontinuos

Se acontecer de A(t) se aproximar de um nimero A
gquandot — b, entdo dizemos que a areadaregidao S e A
e escrevemos

jbf(x) dx = lim ;f(x) dx

t—b—

Usamos essa equacao para definir uma integral impropria
do Tipo 2, mesmo quando f nao for uma funcao positiva,
nao importando o tipo de descontinuidade que f tenha

em b.
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‘) 2: Integrados Descontinuos

3

Definicao de uma Integral Impropria do Tipo 2

(a) Se f € continua em [a, b) e descontinua em b, entio

[of @ dx = lim ["f () da

se esse limite existir (como um namero ).

(b) Se f & continua em (a, b] e descontinua em a, entio

(7f G0 de = lim, |7 f () dx

se esse limite existir (como um nimero).

A integral impropria I:’ f(x) dx é chamada convergente se o limite correspondente
existir e divergente se o limite nio existir.

(c) Se f tiver uma descontinuidade em ¢, onde a < ¢ << b, e ambas integrais improprias
I: fix)dve '|f f (x) dx forem convergentes, entio definimos

"|:1f (x)dx = I: flx)de + _I‘: f(x) dx.
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!mplo 5

5 |
Encontre L m dx.

Solucao: Observamos primeiro gue a integral dada é
impropria, porque f(x) = 1/4/x — 2 tem a vertical assintota
X = 2. Como a descontinuidade infinita ocorre no extremo
esquerdo de [2, 5], usamos a parte (b) da Definicao 3:

F dx — b Ls dx

2 Jx = 2 f—2%+
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!mplo 5 — Solucao

= lim 2(+/3 — /1 — 2)

[—2+t

2./3

continuacao

Entao, a integral impropria dada é convergente e, como 0
iIntegrando é positivo, podemos interpretar o valor da
iIntegral como a area da regiao sombreada na Figura 10.
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Figura 10
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Um Teste de Comparacao para
Integrais Improprias
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para Integrais Improprias

Algumas vezes é impossivel encontrar o valor exato de
uma integral imprépria, mas ainda assim é importante
saber se ela & convergente ou divergente. Nesses casos, 0
teorema seguinte € util. Apesar de afirmarmos isso para as
integrais do Tipo 1, um teorema analogo é verdadeiro para
as integrais do Tipo 2.

TEOREMA DE COMPARACAO Suponha que f e g sejam fungdes continuas com f(x) = g(x)
= () para x = a.

(a) Se |,.f (x) dx & convergente, entao ,lu glx) dx e convergente.

(b) Se |.::g{.1'] dx & divergente, entio |.::_j" (x) dx é divergente.
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para Integrais Improprias

Omitiremos a demonstracao do Teorema da Comparacao,
mas a Figura 12 o faz parecer plausivel.

YA

f

/g\

0 a

=Y

Figura 12

Se a area sob a curva superior y = f(x) for finita, entao a
area sob a curva inferior y = g(x) também o é.
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rias

E se a area sob y = g(x) for infinita, entao a area sob

= f(x). [Observe gue a reciproca nao é necessariamente
verdadelra se [~ g(x) dxfor convergente, f f(x) dx pode ou
nao pode ser convergente e se | f(x) dx for divergente,
[~ g(x) dx pode ou néo ser divergente.]
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!mplo 9

oo

— 2 7
Mostre que J e “dx é convergente.

0

Solucao: Nao podemos calcular a integral diretamente
porque a primitiva de .~ néo é uma funcéo elementar.

Escrevemos

2 | 2
Joe"dx:joe"dx+£ e " dx

e observamos que a primeira integral do lado direito é
apenas uma integral definida ordinaria.
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!mplo 9 — Solucao

Na segunda integral, usamos o fato de gue para x > 1 temos
X? 2> X, assim —x? < —x e, portanto, .~ < e™. (Veja a Figura
13.) A integral de e ¢ calculada facilmente:

continuacao

Jm edx =lim | e *dx =lim(e™' —e') =¢!

| t—oo J1 f—0

VA

Figura 13
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!mplo 9 — Solucao

Entao, tomando f(x) = e*e g(x) = ¢ no Teorema de
Comparac;ao vemos que J‘“ - Jy é convergente. Segue
que |“e” ' dx é convergente.

continuacao
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