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qstituigéo Trigonomeétrica

Para encontrar a area de um circulo ou uma elipse, uma
integral da forma [ va> — x> dx aparece, onde a > 0. Se
ela fosse | x,/a> — x2 dx, @ substituicao u = a* — x* poderia
ser eficaz, mas, como esta, [ /a2 — x2 dx mais dificil. Se
mudarmos a variavel de x para @ pela substituicao

X = a sen ¢, entdo a identidade 1 — sen?d = cos? & permite
gue nos livremos da raiz, porque

[[a _a | 3 3 5 Y 5 5
Va® —x* = Va* — a*sen’f! = VaX(1 —sen®) = \/a?cos?0 = a|cos 0



qstituigéo Trigonomeétrica

Observe a diferenca entre a substituicdo u = a®> — x? (na
gual a nova variavel € uma funcéo da antiga) e a
substituicdo x = a send (a variavel antiga é uma funcéo da
nova).

Em geral, podemos fazer uma substituicao da forma

X = ¢(t), usando a Regra da Substituicao ao contrario. Para
simplificarmos nossos calculos, presumimos que g tenha
uma funcéo inversa, isto €, g é injetora. Nesse caso, se
substituirmos u por x e x por t na Regra de Substituicao,
obteremos

| £y dx = | £(g(e)g'e)



qstituigéo Trigonomeétrica

Esse tipo de substituicdo é chamado de substituicéo
Inversa.
Podemos fazer a substituicao inversa x = a sen fdesde

gue esta defina uma funcao injetora. Isso pode ser
conseguido pela restricao de dno intervalo [—-7/2, z/2].



qstituigéo Trigonomeétrica

Na tabela a seguir listamos as substituicoes

trigonomeétricas que sao eficazes para as expressoes

radicais dadas em razao de certas identidades

trigonometricas.

Tabela de Substituictes Trigonometricas

Expressao

Substituigio

Identidade

T
s — X

- E—
Vs + x-

R
yaxl —al

) 7 T
r=asent, ——=H=—
2 2
T
x=atgh, —— =0=
2 2
P - - w - -
x=asechH, 0=sb< —ouwr=s=f<
')

3w

2

| — sen®f = cos*f

| + tg*f = sec™

sec’ — 1 = tg*f

Em cada caso, a restricao de 8 é imposta para assegurar
gue a funcao que define a substituicao seja injetora.




Solucéao: Seja X=3sen g onde —z/2 < 0L z/2. Entao  dX
=3 cos #ddbe

V9 —x? =9 — Osen’ = ./9cos?0 = 3|cos O|=3cos O

(Observe que cos ¢ > 0 porque —z/2 < 0L 7/2.)



!mplo 1 — Solucao

Assim, a Regra de Substituicao Inversa fornece

continuacao

. VO — 2 . 3cosd
dx = | ————3 cos 1 46
- 0 sen’f
. cosf : o
= | dfl = | cotg’f db
" senif ‘
= | (cossect # — 1)df
= —cotg ! — 6 + C.



!mplo 1 — Solucao B

Como esta é uma integral indefinida, devemos retornar a

variavel original X. Isso pode ser feito usando identidades
trigonomeétricas para expressar cotg ¢ em termos de

sen @ = x/3 ou desenhando um diagrama, como mostrado
na Figura 1, onde @ ¢ interpretado como um

um angulo de um triangulo retangulo.

J9— x>

sen 9= L
3

Figura 1l



!mplo 1 — Solucao

Como sen #= x/3, marcamos o lado oposto e a hipotenusa
como tendo comprimentos x e 3. Pelo Teorema de
Pitagoras, o comprimento do lado adjacente./9 — x2, assim
podemor ler simplesmente o valor de cotg ¢ a da figura:

continuacao

(Embora 8> 0 no diagrama, essa expressao para cotg ¢
é valida quando < 0.) Como sen 8= x/3, temos

0= sen~1(x/3), logo

[ &
VO — x?

e X ,
dy = — — EE'H_I( —) + C
x? X 3
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!mplo 2

Encontre a area delimitada pela elipse

[§9]
(R0

LD
a b

o

==

Solucao: Isolando y na equacao da elipse, temos

b
=1 — = ou y=i—\/a2—x2
, 2 a
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!mplo 2 — Solucao

Como a elipse € simetrica em relacao a ambos os eixos, a
area total A e quatro vezes a area do primeiro quadrante
(veja a Figura 2).

continuacao

(0, b)

Y A
/_‘\ (a’O) ‘
QJ

2 9

=\
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!mplo 2 — Solucao

A parte da elipse no primeiro quadrante € dada pela funcéo

continuacao

b
y =—.+/a? — x? 0=x =g
a

: a b
e, assim, ;A = o Z\/az — g

Para calcularmos essa integral, substituimos x = a sen 6.
Entdo dx = a cos 6déo.

13



!mplo 2 — Solucao B

Para mudarmos os limites de integracao, notamos gue
guando x =0, sen =0, logo = 0; quando x = a,
sen #=1, assim, €= z/2. Além disso

Va? — a2 = Va? —a? sen?) = v/a?cos20 = al|cos 8| = a cos 6

Jaque 0L 6L 7/2.
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!mplo 2 — Solucao B

Portanto,

A= 4§f: Ja? — x? dx = 4§fowacos 6 acos 0db
— dab fo'”/z cos20d0 = 4ab [™ 11 + cos 26) d6
| . /2 aa
— 2ab|0 + Lsin26]] = 2ab — +0-0) = mab
Mostramos que a area de uma elipse com semieixos ae b

é rab. Em particular, considerandoa=b =,
demonstramos a famosa formula que diz que a area de um

circulo de raio r é 7r2.
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qstituigéo Trigonomeétrica

OBSERVACAO Como a integral no Exemplo 2 era uma
Integral definida, mudamos os limites da integracao e nao
tivemos que converter de volta a variavel x original.
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!mplo 3

1
Encontre f Jxl + 4 dx.

Solucéao: Sex=2tg 6, —n/2 < 0< x/2.
Entdo dx = 2 sec?6ddfe

VX244 = J4tg?0 + 1) = /4sec?d = 2|secH| = 2secH

Assim, temos

2 sec20 do f sec 6
4

dx
f X2+ 4 f 4tg20 + 2sec O tg29
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!mplo 3 — Solucao

Para calcularmos essa integral trigonometrica, colocamos
tudo em termos de sen e cos 4.

sec 0 1 cos’0  cos @

continuacao

g0  cos® sen’d  sen’d

Portanto, fazendo a substituicao u = sen ¢, temos

] 1o d
v b b L b

L (N N S
4 U 4 sen 6
cossec 6

4
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!mplo 3 — Solucao

Usamos a Figura 3 para determinar que cossec ¢ =+/x> + 4 /x
e, assim,

continuacao

T+ 4
N +C

f dx B
o x*+ 4 4x

.
tgtﬁ’—2

Figura 3
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!mplo 5

Calculef \/x_ — onde a > 0.

Solucao 1: Sejax=asec g, onde 0< < z/2 ou <
< 37/2. Entdaodx =asec 0 tg #dOe

VX2 —a? = Ja*(sec’® — 1) = Ja’tg’) =altgh| =atgh

Portanto

f d =jasecetg9d0=fsec9d6=ln|sec(9+t 6| + C
Vxt— a? atg 6 .
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!mplo 5 — Solucao 1

O triangulo da Figura 4 mostra que tg = /x2 — a2 /a, de
modo que, temos

continuacao

f dx —n &
Jx2 — a? a a

=In|x++x?—a*| —lna+ C

x*—a’

a
X
sec 0 = —
a

Figura 4
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!mplo 5 — Solucao 1

Escrevendo C, = C —In a, temos

continuacao

=In|x + Vx2—a?| + C

f \/xzdi a’
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!mplo 5 — Solucao 2

Para x > 0, a substituicao hiperbdlica x = a cosh t tambéem
pode ser usada. Usando a identidade cosh?y — senh?y =1,
temos

continuacao

Jx2 —a? = \/a*(cosh’t — 1) = /a? senh®t = a senh ¢

Como dx = a senh t dt, obtemos

dx
j\/7 : _ asenhtdt =fdl‘=f‘|‘c
AT T ars a senh t
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!mplo 5 — Solucao 2

Como cosh t = x/a, temos t = cosh=1(x/a) e

dx x
— -1 =
2 f\/xz—az cosh (a>+C

continuacao
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qstituigéo Trigonomeétrica

OBSERVACAO Como o Exemplo 5 ilustra, as
substituicoes hiperbdlicas podem ser utilizadas no lugar
das substituicGes trigonomeétricas e elas, as vezes, nos
levam a respostas mais simples. Mas geralmente usamos
substituicbes trigonométricas, porque as identidades
trigonomeétricas sao mais familiares que as identidades
hiperbdlicas.
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!mplo 6

343/2 X
Encontre f @x% 1+ 07" dx.

3

Solucdo: Primeiro observamos que (4x2 + 9)32 = (y4x> + 9 )
portanto, a substituicao trigonomeétrica € apropriada.
Embora./4x> + 9 néo seja exatamente uma expressao da
tabela de substituicOoes trigonometricas, ela se torna parte
delas quando fazemos a substituicao preliminar u = 2x.
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!mplo 6 — Solucao B

Quando combinamos esta com a substituicao da tangente,

temos X = 5 tan 6, gue resulta em dx = Jsec’0dl e
V4x2 +9 =./91g20 +9 = 3sech

Quando x =0, tg =0, assim 6= 0; quando X =34/3/2,
tg 6=+/3. logo & = z/3. Portanto,

j3\/3_/2 x> B jw/3 tg39
o (4x® + 9)3/ 2 27 sec’6

> sec’ db

a3 tg 0 s [w/3 sen’f
= ¢ db = ¢ do
“Jo seco 1 jo cos’0
s (73 1 — cos’d
= 1¢ 5 sen 6 db
0 cos“0
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!mplo 6 — Solucao

Agora substituimos u = cos ¢, de forma que
du = —sen 6d 6. Quando #=0, u=1; quando 6= z/3, u =5
Portanto,

continuacao

3

J\%ﬁ/z X s 121 — u?

dx =
0 (4x% + 9)*/2 a B u’ an
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