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Welimes

Na tentativa de encontrar o volume de um sélido, nos
deparamos com o0 mesmo tipo de problema que para
calcular areas. Temos uma ideia intuitiva do significado de
volume, mas devemos torna-la precisa usando o calculo
para chegar a definicdo exata de volume.



Welimes

Comecamos com um tipo simples de solido chamado
cilindro (ou, mais precisamente, um cilindro reto).

Como ilustrado na Figura 1(a),

um cilindro é delimitado por uma T,
regiao plana B,, denominada base, e L
uma regiao congruente B, em um ) Cilindro V=Ah

plano paralelo. O cilindro consiste em
todos os pontos nos segmentos de reta 7@
perpendiculares a base que unem B, a B..

Se a area da base € A e a altura do cilindro (distancia de
B, a B,) é h, entdo, o volume V do cilindro é definido como

V = Ah



Welimes

Em particular, se a base € um circulo com raio r, entdo o
cilindro € um cilindro circular com o volume V = zr°h [veja
a Figura 1(b)], e se a base € um retangulo com
comprimento | e largura w, entao o cilindro € uma caixa
retangular (também chamado paralelepipedo retangular)
com o volume V = |lwh [veja a Figura 1(c)].

(b} Cilindm circular V= wrk () Caixa retangnlar V= lwh

Figura 1(b) Figura 1(c)



Welimes

Para um solido S que nao € um cilindro, nés primeiro
“‘cortamos” S em pedacos e aproximamos cada parte por
um cilindro. Estimamos o volume de S adicionando 0s
volumes dos cilindros. Chegamos ao volume exato de S
através de um processo de limite em que o numero de
pecas torna-se grande.

Comecamos interceptando S com um plano e a obtendo
uma regiao plana que é chamada seccéo transversal
de S.



Welimes

Seja A(x) a area da seccéo transversal de S no plano P,
perpendicular ao eixo x e passando pelo ponto x, onde
a<x<Db. (Vejaa Figura 2. Pense em fatiar S com uma
faca passando por x e calcule a area de uma fatia.) A area
da seccao transversal A(x) ira variar quando X aumenta de
a ate b.

YA

Figura 2



Welimes

Vamos dividir S em n “fatias” de larguras iguais Ax usando
0s planos Py Py, - - - para fatiar o solido. (Pense em fatiar
um pedaco de pao.) Se escolhermos pontos amostrais X;*
em [x;,_,, X, poderemos aproximar a i-ésima fatia S, (a
parte de S que esta entre os planos P, € Pxi) aum
cilindro com area de base A(x;*) e “altura” Ax. (Veja a
Figura 3.)

Figura 3



Welimes

O volume desse cilindro é A(x*) AX, assim uma
aproximacao para a nossa concepcao intuitiva de volume
da i-ésima fatia S; e

V(S) ~ A(X*) AX.

Adicionando os volumes dessas fatias, obtemos uma
aproximacao para o volume total (isto €, 0 que pensamos
Intuitivamente como volume):

V=Y AGx¥) Ax
=1



Welimes

Esta aproximacao parece quando n — co. (Pense nas
fatias tornando-se cada vez mais finas.) Portanto,
definimos o volume como o limite dessas somas quando
n — oo, Mas reconhecemos o limite da soma de Riemann
como uma integral definida, e dessa forma temos a

seguinte definicao.

Definicho de volume Seja § um sdlido que estd entre x = a ex = b. Se a drea da secgio
transversal de § no plano P., passando por x e perpendicular ao eixo x, & A(x), onde A
& uma fungio continua, entfo o voleme de § é

V=1im T AGF) Ax = I:A[:] dx.

n—FK '-I.
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Welimes

Quando usamos a formula de volume V = [ A(x) dx, é
Importante lembrar que A(X) é a area de uma seccao
transversal movel, obtida fatiando em X
perpendicularmente ao eixo X.

Observe gue, para um cilindro, a area da seccao
transversal é constante: A(x) = A para todo x. Entdo, nossa
definicao de volume resultaem v = (” A dx = A(b — a);
ISSO coincide com a formula V = Ah.
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!mplo 1

Mostre que o volume de uma esferaderaior éV = ;7.

Solucao: Se colocarmos a esfera de maneira que o
seu centro se encontre na origem
entao o plano P, intercepta a esfera

em um circulo cujo raio (Teorema
de Pitdgoras) é y = v/r? — x2.
(Veja a Figura 4.)

Portanto, a area da seccéao

transversal é
AX) = 7Y% = 7(r2 — x2)

Figura 4
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!mplo 1 — Solucao

Usando a definicao de volume coma=-re b =r, temos

continuacao

V= f;A(x) dx = j; w(r’ — x°)dx

= 277 fr (r2 — xz) dx (O integrando é par.)
0
3] 3
X . r
=27 r’x — — | =271 — —
3 0 3
= 2ap’
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“Volumes

A Figura 5 ilustra a definicdo de volume quando o solido é
uma esfera com raio r = 1. Pelo resultado do Exemplo 1,
sabemos que o volume da esfera é gn, que é
aproximadamente 4,18879.

(a) Usando 5 discos, V= 4,2726 {b) Usandao 10 discos, V= 4,2067 {c) Usando 20 discos, V= 4,1940
Figura 5

Aproximando o volume de uma esfera com raio 1
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Welimes

Aqui as fatias sao cilindros circulares, ou discos, e as trés
partes da Figura 5 mostram as interpretac6es geomeétricas
das somas de Riemann

n 1

Y AR) Ax = D, 7(17 — XP) Ax

=1 =1

guando n =5, 10 e 20 se escolhermos os pontos amostrais
X:* COMO 0S pontos médios x;. Observe que a medida que
aumentamos o numero de cilindros de aproximantes, a
soma de Riemann correspondente se torna mais proxima
do volume verdadeiro.
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Welimes

Os solidos séo todos chamados de sélidos de revolucéo
porqgue sao obtidos pela rotacao de uma regiao em torno
de um eixo. Em geral, calculamos o volume de um sélido
de revolucéo usando a formula basica da definicao

V= Lb A(x) dx ou V= Ld A(y)dy

e encontramos a area da secao transversal A(x) ou A(y)
por uma das seguintes maneiras:

« Se a seccao transversal € um disco, encontramos o raio
do disco (em termos de X ou y) e usamos

A = r(raio)?.
16



Welimes

« Se a seccao transversal € uma arruela, encontramos o
ralo interno r;, € o raio externo r,, a partir de um esboco
(como na Figura 10), e calculamos a area da arruela
subtraindo a area do disco interno da area do disco

externo:

A = z(raio externo)? — z(raio interno) .

Figura 10 N 17



