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“as entre as Curvas

Considere a regiao S gue se encontra entre duas curvas
y =f(x) ey = g(x) e entre as retas verticaisx =a e X =D,
onde f e g sdo funcoes continuas e f(x) = g(x) para todo x
em [a, b]. (Veja a Figura 1.)

y = f(x)
/ ) /%
\/ b x
y=g(X)

Figura 1
S={(x y)|lasx<b, g(x) <y < f(x)}
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“as entre as Curvas

Dividimos S em n faixas de largura iguais e entao
aproximamos a i-ésima faixa por um retangulo com base
AX e altura f(x;*) — g(x;*). (Veja a Figura 2. Se
guiséssemos, poderiamos tomar todos 0s pontos
amostrais, como as extremidades direitas. De modo que
Xi* = Xi.)
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Figura 2



!as entre as Curvas

A soma de Riemann
21 [f(xF) — g(xi)] Ax

é, portanto, uma aproximacao do que intuitivamente
pensamos como a area de S.

Esta aproximacao parece tornar-se cada vez melhor
guando n — <©. Portanto, definimos a area A da regiaoS
como o valor-limite da soma das areas desses retangulos
de aproximacao.



“as entre as Curvas

A= lim 3 [£(xF) — g(xi)] Ax

Reconhecemos o limite em [1] assim como a integral

definida de f— g. Portanto, temos a seguinte formula para

a area.

2

A drea A da regifo limitada pelas curvas y = f(x), y=g(x) e pelas refas x = q,

x = b, onde f e g sho continnas e f (x) = g(x) para todo x em [a, b], é

A= [ [7) - gl ]dx

Observe que no caso especial onde g(x) =0, S é a regiao

sob o grafico def e a nossa definicao geral de
area [1 se reduz a nossa definicdo anterior.




“as entre as Curvas

No caso em que f e g forem ambas positivas, vocé pode
ver na Figura 3 por que 2] é verdadeira:

A = [area sob y = f(x)] — [area sob y = g(x)]
= | Fdx — | g dx = |[f(0) — g(x)]dx
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Figura 3

A= th(x) dx — J:lhg(x) dx



!mplo 1

Encontre a area da regiao limitada acima por y = e*,
limitada abaixo por y = X, e limitada nos lados porx =0 e

X =1.

Solucao: A regiao é mostrada na Figura 4. A curva
limitante superior € y = eXe a curva limitante inferior é

y = X.
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Figura 4



!mplo 1 — Solucao

continuacao

Entao, usamos a formula da area [2] com f(x) = e,
gx)=x,a=0eb=1:

A= jol (e — x)dx = e* — %xz]é

=e—%—1=e—1,5



“as entre as Curvas

Na Figura 4 desenhamos um retangulo aproximante tipico
com largura Ax que nos lembra o procedimento pelo qual a
area e definida em (1] . Em geral, guando determinamos
uma integral para uma area, € Util esbocar a regiao para
identificar a curva superior y,, a curva inferior yg, € um
retangulo aproximante tipico, como na Figura 5.

y=xt+1 VA
Yr
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Figura 4 Figura 5
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!as entre as Curvas

Entdo, a area de um retangulo tipico é (yr — Yg) AX e a
equacao

A=1im 3 (yr = yo) Ax = | (v = yu) dx

—> 00 .
n i=1 l

resumem o procedimento de adicao (no sentido de limite)
das areas de todos os retangulos tipicos.

Observe gue na Figura 5 o limite esquerdo se reduz a um
ponto, enquanto na Figura 3 o limite direito € que se reduz
a um ponto.
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Fiaura 3

A= fde = | glvax 11



‘as entre as Curvas

Para encontrarmos a area entre as "

curvasy =f(x) ey =g (x) onde »oq

f (X) 2 g (x) para alguns valores X, _ =700 ;
mas g (x) = f (x) para outros valores 0] @ box
de X, entao dividimos determinada Figura 11

regido S em varias regides S;, S, , . . . com areas

A, A, ,...como mostrado na Figura 11. Em seguida,
definimos a area da regiao S como a soma das areas das
regioes menores S;, S, ,...,ouseja, A=A+ A, + ...

Uma vez que )
f(x)—g(xX) onde f(x)=>g(x)

1 f(X)—g(X) | = « g(X)—f(x) onde g (X)=>f(x)
k 12




‘as entre as Curvas

temos a seguinte expressao para A.

3| Adreaentre ascurvasy = f(xley =gix)eentrex =agex=5bé

A= [T16x) — o) |dx.

Quando calculamos a integral em 3], contudono entanto,
ainda temos que dividi-la em integrais correspondentes a



!mplo 6

Encontre a area da regiao delimitada pelas curvas y = sen
X,y=cos X, x=0ex=7x/2.

Solucao: Os pontos de interseccao ocorrem quando sen
X = COS X, isto &, quando x = 7/4 (considerando que 0<
X < 7/2). A regido é esbocada na Figura 12. Observe que
Ccos X = sen x quando 0 £ x <L 7/4, mas sen X = COS X
gquando z/4 < x < /2.

Figura 12 14



!mplo 5 — Solucao

continuacao

Portanto, a area requerida é

/2
A=f |cos x — senx|dx = A + A,
0

/2

p (sen x — cos x) dx

/4
— fO (cos x — sen x) dx +

— [Sen X + COSs x]g/df + [_COS X — S€n X]:ii

=22 -2
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!mplo 5 — Solucao

continuacao

Neste exemplo particular, poderiamos ter economizado
algum trabalho por perceber gque a regiao é simétrica em
torno de x = z/4 e, assim,

/4
A=2A =2 (cos x — sen x) dx

0
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“as entre as Curvas

Algumas regidoes sao mais bem tratadas considerando x
como uma funcéo de y. Se uma regiao € delimitada por
curvas com equacoes x =f(y), x=g(y),y=cey=d, em

qgue f e g sado continuas e f(y) > g(y) parac<y<d (vejaa
Figura 13), entao sua area e

A=|"TrG) — g»]dy

y:d
df———

fay
xX=g(y) x=f(y)
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Figura 13 17



“as entre as Curvas

Se escrevermos xi para o limite a direita e x, para o limite
a esqguerda, entao, como ilustrada a Figura 14 ilustra,
teremos

A
y

Y
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X N

d
= L (xr — x1)dy

Figura 14



