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-egra da Substituicao

Por causa do Teorema Fundamental, € importante sermos
capazes de encontrar primitivas. Porém, nossas formulas
de primitivacao nao mostram como calcular as integrais do

tipo

1 J2x\/1 + x2 dx

Para encontrarmos essa integral usamos a estratégia de
resolucao de problemas de introduzir alguma coisa extra.
Aqui o “alguma coisa extra” € uma nova variavel, mudamos
da variavel x para uma nova variavel u.



-egra da Substituicao

Suponha que facamos u igual a quantidade sob o sinal de
raiz em [1], u = 1 + x°. Entdo a diferencial de u é du = 2xdx.

Observe que se dx na notacao de integral for interpretada
como uma diferencial, entdo a diferencial 2x dx ocorrera
em [1]; portanto, formalmente, sem justificar n0sSsos
calculos, podemos escrever

2 J2x\/l+x2dxzj\/l+x22xdxzfﬁdu

=+ C=5(2+ 1)+ C



-egra da Substituicao

Mas agora podemos verificar que temos a resposta correta
usando a Regra da Cadeia para derivar a funcao final da
Equacao 2:

| b

d
— G2+ DY+l =332+ D 2x =2x/x2+ 1
X

e

Em geral, esse método funciona sempre gue temos uma
Integral que possa ser escrita na forma j f(g(x))g'(x) dx.



-egra da Substituicao

Observe que se F' =f, entao

3

JF(g() 9'(x) dx = F(g(x)) + C,

pois, pela Regra da Cadeia,

L IFm)] = F (gx) g ().
dx

Se fizermos a “mudanca de variavel” ou “substituicao”
u = g(x), entao, da Equacao 3 temos

JF'(@(x)) g’ (x) dx = F(g(x)) + C = F(u) + C = JF"(u) du

ou, escrevendo F’ = f, obtemos

Ji@(x)) g’ (x) dx = [f(u) du.



-egra da Substituicao

Assim, demonstramos a regra a seqgulir.

4| Regrada Substituicdo Se u = g(x) for uma fungio deriviavel cuja imagem € um in-
tervalo I e f for continua em I, entio

[ £(g(x)g'(x)dx = | f(u)du.

Observe que a Regra da Substituicao para a integracao foi
demonstrada usando a Regra da Cadeia para a derivacao.

Note também que se u = g(x), entdo du = g’(x) dx, portanto
uma forma de se recordar a Regra da Substituicao é
Imaginar dx e du em [4] como diferenciais.

Assim, a Regra de Substituicao diz que: € permitido
operar com dx e du apos sinais de integracdo como se
fossem diferenciais.




!mplo 1

Encontre I x3 cos(x* + 2) dx.

Solucao: Fazemos a substituicdo u = x* + 2 porgque sua
diferencial € du = 4x3 dx, que, a parte do fator constante 4,
ocorre na integral. Assim, usando x3dx = i du e a Regra da
Substituicao, temos

fx3cos(x4+2)dx:fcosu-dui:% | cos udu
=1senu+C
— 1
= ;sen(x*+ 2) + C.

Observe que no estagio final retornamos para a variavel
original x.



Integrais Definidas



“grais Definidas

Existem dois metodos para se calcular uma integral
definida por substituicao. Um deles consiste em se calcular
primeiro a integral indefinida e entao usar o Teorema
Fundamental. Por exemplo,

f \/2x+ 1dx—f¢2x+ ldx] :% 2x + 1)%/2]
=39 (1) =327 -1 =7

Outro metodo, geralmente preferivel, consiste em alterar
os limites de integracdo ao mudar a variavel.
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“grais Definidas

6 | Regra da Substituicdo para as Integrais Definidas Se g for continua em [a, b] e
for continua na imagem de u = g(x), entiio

* £(g(x))g'(0) dx = [* £(u) du.

Jg{ﬂ
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!mplo I

Calcule F V2x + 1 dx usando [g].
0

Solucao: Sejau=2x+1edx= d%.
Para encontrarmos 0s novos limites de integracao
observamos gue

qguandox=0,u=20)+1=1
e
quandox=4,u=24)+1=09.
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!mplo / — Solucao continuacio

Portanto, f: S2x + Tdx = f;\/ﬁ d

6| nao retornamos a variavel

Observe gque quando usamos
X apos a integracao. Simplesmente calculamos a

expressao em u entre os valores apropriados de u.
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Simetria
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!etria

O proximo teorema usa a Regra de Substituicao para
Integrais Definidas |6] para simplificar o calculo de integrais
de funcdes que possuem propriedades de simetria.

7| Integrais de Funcies Simétricas Suponha que f seja continuaem [—a, a].

(a) Se f épar[f(—x) = f(x)]. entdo [* f(x)dx =2 |} f(x)dx

(b) Se f é impar[ f(—x) = —f(x)], entdo _ﬁﬂ fix)dx = 0.
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qetria

O Teorema 7 esta ilustrado na Figura 3.

Fa ¥
—id 0 N
. a x
—d 0 a x
(a) f par, | f (x)dx = lj I.:!r (x)dx (b) f impar, |  fix)dx=0
Figura 3

Quando f & positiva e par, a parte (a) diz que a area sob
y = f(X) de —a até a € o dobro da area de 0 até a em virtude
da simetria.



qetria

Lembre-se de que uma integral ﬁ’f(x) dx pode ser

expressa como o area acima do eixo x e abaixo de y = f(x)
menos a area abaixo do eixo x e acima da curva. Assim, a
parte (b) diz que a integral € O, pois as areas se cancelam.
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!mplo 10

Uma vez que f(x) = x°® + 1 satisfaz f(—x) = f(x), é par, e
portanto

f_zz (x°+ 1) dx = 2[02 (x® 4+ 1) dx

“ofir e =275 2) =%
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!mplo 11

Ja que f(x) = (tg x)/(1 + x? + x%) satisfaz f(—x) = —f(x), ela é
impar, e por conseguinte

1 tg x
f : Tdx=0-
-1 1 +x°+x

19



