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rais Indefinidas e o
Teorema da Variacao Total

Nesta secao, vamos introduzir uma notacao para
primitivas, rever as formulas para as primitivas e entao
usa-las para calcular integrais definidas.

Tambem reformularemos o TFC2, para torna-lo mais
facilmente aplicavel a problemas da ciéncia e engenharia.



Integrais Indefinidas



“Integrais Indefinidas

Ambas as partes do Teorema Fundamental estabelecem
conexo0es entre as primitivas e as integrais definidas. A
Parte 1 diz que f é continua, entdo [ /() dt € uma primitiva
de f. A Parte 2 diz que |’ f(x) dx pode ser encontrado
calculando-se F(b) — F(a), onde F € uma primitiva de f.

Precisamos de uma notacao conveniente para primitivas
gue torne facil trabalhar com elas. Em virtude da relacao
entre primitivas e integrais dada pelo Teorema Fundamental
entre primitivas e integrais, a notacéo | f(x) dx é
tradicionalmente usada para a primitiva de f e € chamada
Integral indefinida.



“grais Indefinidas

Logo,

[f(x)dx =F(x)  significa  F'(x) = f(x).

Por exemplo, podemos escrever

3 {3 \
Y4 __:'i.. - d X 1
}:r.cl:-t—_T+E pois H(__T_I_C__]_l'

Portanto, podemos olhar uma integral indefinida como
representando toda uma familia de funcbes (uma primitiva
para cada valor da constante C).



“grais Indefinidas

Vocé deve fazer uma distincao cuidadosa entre integral
definida e indefinida. Uma integral definida |’ f(x) dx € um
numero, enquanto uma integral indefinida | f(x) dxé uma
funcao (ou uma familia de funcdes). A conexao entre elas
é dada pela Parte 2 do Teorema Fundamental: se f é

continua em [a, b], entao
["reax = [ () ax|

A eficiéncia do Teorema Fundamental depende de termos
um suprimento de primitivas de funcoes.



“grais Indefinidas

Cada férmula pode ser verificada derivando-se a funcéo do
lado direito e obtendo-se o integrando. Por exemplo,

+ secxdx =tgx + C pois . (tg x + C) = sec'x.



“grais Indefinidas

Tabelas de Integrais Indefinidas

1+cf[x1}dx =c 1 fx)dx F[f[x} + g(x)]dx = ff{x]dx + [g{x]dx
[ kdx=ke + C

. }.’."+l A

| x"dx = +C m#-1) |—dx=In|x|+C

J n+ 1 J x

1+e*dx=e‘+C Fu*dx= 2 +cC

A . na
1+senxdx=—ccrix—{: Fcnﬁxdx=senx+ﬂ

{ sec’xdx =tgx + C Fcusss;ew::x dx= —cotgx + C
1+secxtgxdx=sccx+c Fcusssecxccrtgxdx=—x+ﬂ
1 — o] i I — e
sz—ldx_tg x+ C }dex—hcn]x—{:
{ senh xdx = cosh x + C Fcns;h xdx =senhx + C

A primitiva mais geral sobre um dado intervalo € obtida
adicionando-se uma constante a uma dada primitiva.



“grais Indefinidas

Adotamos a convencao de que quando uma formula
para uma integral indefinida geral é dada, ela e valida
somente em um intervalo. Assim, escrevemos

1 1
J @ = —— + L
X X

subentendendo que isso e valido no intervalo (0,20) ou no
Intervalo (—oc, 0). Isso é verdadeiro apesar do fato de que
a primitiva geral da funcao f(x) = 1/x?, x #0, é

4

1

—— +C; se x<0
X

F(x)=<

|
—— +C, se x>0
X

\
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!mplo 2

Calcule f de.

SlIl'

Solucao: Essa integral indefinida ndo é imediatamente
reconhecivel na Tabela 1, logo, usamos identidades
trigonomeétricas para reescrever a funcao antes de

integra-la:

v, 1 0
f 0032 10 — f COS 0
sen0 sen 6 sen 6

- j cossec 6 cotg 8 df = —cossec 6 + C
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!mplo 5

dt.

0 2t* + 3\t — 1
Calcule ;/_

1 t
Solucao: Precisamos primeiro escrever o integrando em

uma forma mais simples, efetuando a divisao:

J‘92t2+t2;/l‘_—ldt=f

I !

19 2 + "2 — %) dt

12



!mplo 5 — Solucao

=(2:94+3-9724+5)—-(2-1+3-17+1)

continuacao

=18+ 18+5—2—3—1=232
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Aplicacoes

14



“Cagﬁes

A Parte 2 do Teorema Fundamental diz que se f for
continua em [a, b], entao

["f(x) dx = Fb) — Fla)

onde F é qualquer primitiva de f. Isso significa que F' =T,
de modo gue a equacao pode ser reescrita como

f * F'(x) dx = F(b) — Fla)
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cacoes

Sabemos que F’(x) representa a taxa de variacao de

y = F(X) emrelacdo ax e F(b) — F(a) € avariacdo emy
guando X muda de a para b. [Observe que y pode, por
exemplo, decrescer e, entao, crescer novamente. Embora y
possa variar nas duas direcoes, F(b) — F(a) representa a
variacao liquida em y.] Logo, podemos reformular FTC2 em
palavras da forma a sequir.

Teorema da Variacdo Total A integral de uma taxa de varnacio é a variacio total:

FhF'I[}:]Id:n; = F(b) — F(a).

=i
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*Cagﬁes

Esse principio pode ser aplicado para todas as taxas de
variacao nas ciéncias naturais e sociais. Aqui estao alguns
exemplos dessa ideia:

« Se V(t) for o volume de agua em um reservatorio no
Instante t, entdo sua derivada V'(t) é a taxa segundo a
gual a agua flui para dentro do reservatorio no instante t.
Logo,

| Vi de = vie) - vin)

é a variacao na quantidade de agua no reservatorio

entre os instantes de tempo t; e t,.
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“Cagﬁes

« Se [C](t) for a concentracao do produto de uma reacao
guimica no instante t, entao a taxa de reacao € a
derivada d[C]/dt. Logo,

jrl d[C]

gy [Cl(r,) — [C](n)

é a variacao na concentracao de C entre os instantes
t, e t,.
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“Cagﬁes

« Se a massa de uma barra medida a partir da extremidade
esquerda até um ponto x for m(x), entao a densidade linear
o(X) =m’'(x). Logo

f bp(x) dx = m(b) — m(a)

é a massa do segmento da barra que esta entre x =a
e X=Dh.
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*Cagﬁes

e Se a taxa de crescimento populacional for dn/dt, entao

J' _df = I1(T7) = I’l(f])

é a alteracao total da populacédo no periodo de tempo
de t; at,. (A populagao cresce quando ocorrem
nascimentos e decresce quando ocorrem Obitos. A
variacao total leva em conta tanto nascimentos quanto
mortes.)
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“Cagﬁes

« Se C(x) é o custo de produzir x unidades de uma
mercadoria, entdo o custo marginal € a derivada de C’(x).
Logo,

|"C'w dx = C(x2) = Cx)

é 0 crescimento do custo quando a producao esta
aumentando de x, a X, unidades.
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*Cac;t“)es

e Se um objeto se move ao longo de uma reta com a
funcéo de posicao s(t),entao sua velocidade é v(t) = s'(t),
logo

2 j "0(0) dt = s(t,) — s(t)

é a mudanca de posicao, ou deslocamento, da particula
durante o periodo de tempo de t, a t,. Isso era verdadeiro
para 0 caso onde 0 objeto move-se no sentido positivo,
mas agora demonstramos que € sempre verdade.
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*Cagﬁes

Se quisermos calcular a distancia percorrida durante o
Intervalo de tempo, teremos de considerar os intervalos
guando v(t) = 0 (a particula move-se para a direita) e
também os intervalos quando v(t) < 0 (a particula move-se
para a esquerda). Em ambos os casos a distancia é
calculada integrando-se |v(t)|, a velocidade escalar.
Portanto,

3 j : | v(t) | dt = distancia total percorrida.
[
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cacoes

A Figura 3 mostra como o deslocamento e a distancia
percorrida podem ser interpretados em termos de areas
sob uma curva velocidade.

v(7)
A,
A

Figura 3

UA

"I
Deslocamento = | v(t)di=A,— A, + A,

“Ia
Distincia = | |v(r)|di=A, + A, + A,
=5
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“Cagﬁes

A aceleracao do objeto é a(t) = v'(t), logo

jf "a(d) dt = v(t,) — v(1)

é a mudanca na velocidade do instante t, até t..
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!mplo 6

Uma particula move-se ao longo de uma reta de tal forma
gue sua velocidade no instante t é v(t) = t? — t — 6 (medida
em metros por segundo).

(a) Encontre o deslocamento da particula durante o
periodo de tempo 1 <t<4.

(b) Encontre a distancia percorrida durante esse periodo
de tempo.
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!mplo 6 — Solucao

(a) Pela Equacéo 2, o deslocamento &

s(4) — s(1) = f o(f) dt = f (1> — t — 6) dt

Isso significa que a particula moveu-se 4,5 m para a
esquerda.
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!mplo 6 — Solucao

(b) Observe que v(t) =t>°—t—-6 = (t — 3)(t + 2), logo, v(t) <0
no intervalo [1, 3] e v(t) 2 0 em [3, 4]. Assim, da Equacao 3,
a distancia percorrida é

continuacao

| o) [dr = | " [=o(e))dr + L“ o(t) dt

= ( t? +z+6)dz+j (t* —t— 6)dt

3 3 2 4
! !
=[ —I—6t}+[ — —6t]
I 3 2 3
ol _
6

10,17 m
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