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-tegral Definida

Vimos que o limite da forma

T] lim 3 £ Ax = lim [£(xf) Ax + £(3) Ax + -+ + (i) Ax]

n—% j—|

aparece guando calculamos uma area. Vimos também que
ele aparece quando tentamos encontrar a distancia
percorrida por um objeto. Resulta que esse mesmo tipo de
limite ocorre em uma grande variedade de situacoes,

mesmo quando f ndo € necessariamente uma funcao
positiva.



-tegral Definida

@ Definicao de Integral Definida Se f é uma funcido continua definida em
a = x = b, dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos de comprimentos iguais
Ax = (b — a)/n. Sejam x, (= a), x|, X5, ..., x, (= b) as extremidades desses subin-
tervalos, e sejam x|", x3', ..., x¥ pontos amostrais arbitrarios nesses subintervalos,
de forma que x;" esteja no i-ésimo subintervalo [x;_, x;]. Entdo a integral definida de

fdeaabé

L

J‘hf[x] dx = lim Y, f(xf) Ax

e =3
n o]

desde que o limite exista e dé o mesmo valor para todas as possiveis escolhas de pon-
tos amostrais. Se ele existir, dizemos que f é integravel em [a. b].

OBSERVACAO 1 O simbolo f fol introduzido por Leibniz e
é denominado sinal de integral. Ele € um S alongado e foi

V4

assim escolhido porgue uma integral € um limite de somas.
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-tegral Definida

Na notacdo [, /(x) dx, f(x)é chamado integrando, a e b séo
ditos limites de integracao, a é o limite inferior, b, o
limite superior. Por enquanto, o simbolo dx n&o tem
significado sozinho;fff(x) Jdx € apenas um simbolo. O dx
simplesmente indica que a variavel dependente € x. O
procedimento de calcular a integral € chamado
Integracao.



-tegral Definida

Observacdo 2 A integral definitiva |/ (x) dxim
numero; ela ndo depende de x. Na verdade, podemos usar
gualquer letra para substituir X sem alterar o valor da
Integral:

|"reoax = | f@ar= | feyar

Observacao 3 A soma

glf(x?“) Ax

gue ocorre na Definicdo 2 é chamada soma de Riemann,
em homenagem ao matematico Bernhard Riemann (1826-
1866).



-tegral Definida

Assim, a Definicao 2 diz que a integral definida de uma
funcao integravel pode ser aproximada com qualquer grau
de precisao desejado por uma soma de Riemann.

Sabemos que se f for
- ~ YA
positiva, entdo a soma de \

Riemann pode ser interpretada = A\

como uma soma de areas de

retangulos aproximantes

0 a xF b X

veja a Figura 1).
( J g ) Se f(x) 2 0, a soma de Riemann Zf (x;*) Ax
€ a soma de areas de retangulos

Figura l



“tegral Definida

Vemos que a integral definida [” 7 (x) dx pode ser
Interpretada como a area sob acurvay =f(x) dea até b
(veja a Figura 2.)

VA

>

0 a b X

Se f(x) 2 0, aintegral [” f(x) dx é a &rea sob a
curvay =f(x)de a até b

Figura 2



-tegral Definida

Se f assumir valores positivos e negativos, como na
Figura 3, entdao a soma de Riemann é a soma das areas
dos retangulos que estao acima do eixo x e do oposto das
areas dos retangulos que estao abaixo do eixo x (as areas
dos retangulos azuis menos as areas dos retangulos

amarelos).

y=fx)

+ \\ A+

2f(x*) Ax € uma aproximacao
para a area resultante

Figura 3



-tegral Definida

Quando tomamos o limite dessas somas de Riemann,
obtemos a situacao ilustrada na Figura 4. Uma integral
definida pode ser interpretada como area resultante, isto
é, a diferenca das areas:

Lbf(x)dx — A, — A,

onde A, € a area da .
regiao acima do eixo x (\ ﬂ
. P =4 +
e abaixo do grafico de f, = =
) ) a _ b x
e A,é aareada \/

regiao abaixo do eixo x e
acima do grafico de f

|? f(x) dx é a &rea resultante.

Figura 4
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-tegral Definida

OBSERVACAO 4 Embora tenhamos definido | f(x) dx
dividindo [a, b] em subintervalos de igual comprimento, ha
situacdes nas quais é vantajoso trabalhar com intervalos
de comprimentos diferentes.

Se os comprimentos dos subintervalos forem Ax,, AX,, . . .,
AX., teremos de garantir que todos esses comprimentos
tendem a 0 no processo de limite. Isso acontece se 0
maior comprimento, max Ax;, tender a 0. Portanto, nesse
caso a definicao de integral definida fica

([)f(x)clx= lim ; > F(xF) Ax;
Ja =1

max Ax;,—
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-tegral Definida

OBSERVACAO 5 Estabelecemos a integral definida para
uma funcéo integravel, mas nem todas as funcdes sao

iIntegraveis. O teorema seguinte mostra que a maioria das
funcdes que ocorrem comumente sao de fato integraveis.
Esse teorema é demonstrado em cursos mais avancados.

3 | Teorema Se f for continua em [a. b], ou f tiver apenas um nimero finito de
descontinuidades de saltos, entdo fé integravel em [a. b]: ou seja, a integral definida
I":' flx) dx existe.

Se f for integravel em [a, b], entao, o limite na Definicéo 2
existe e da o mesmo valor, ndo importa como escolhamos
0S pontos amostrais x*.
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“tegral Definida

Para simplificarmos o calculo da integral, com frequéncia
tomamos como pontos amostrais as extremidades direitas.
Entao, y* = x; e a definicao de integral se simplifica como a

sequir.

4| Teorema Se f for integriavel em [a. k], entio

Fb f(x)dx = lim 2, f(x) Ax
Wi a—e o

b — a

onde Ax = e x;=a + i Ax.

n
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!mplo 1

Expresse )
lim D (x? + x:sen x;) Ax

—>00 .
n i=1

como uma integral no intervalo [O, =«].

Solucao: Comparando o limite dado com o limite do
Teorema 4, vemos que eles sao idénticos se escolhermos
f(x) = x3+ x sen x. Sdo dados a=0 e b = =. Temos,
portanto, pelo Teorema 4,

lim D, (x7 + x;sin x;) Ax = J‘(:T(x3 + x sin x) dx
T =1
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-tegral Definida

Quando Leibniz escolheu a notacao para para a integral,
ele optou por ingredientes que lembrassem do processo de
limite. Em geral, quando escrevemos

lim ’Elf(x?:) Ax = jbf(x) dx

— 00 .
Fl =1

substituimos lim = por |, x* por x, e Ax por dx.
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Calculo de Integrais
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!culo de Integrais

Quando usamos a definicao para calcular uma integral
definida, precisamos saber como trabalhar com somas. As
trés equacOes a seqguir dao formulas para as somas de
poténcias de inteiros positivos.

L. nn—+1)
> 2 2

5, _ nn + 1)2n + 1)
6 2 6

~

', | an+ 1) |?
7 ?z— >

~
[a—



!culo de Integrais

As formulas remanescentes sao regras simples para

trabalhar com a notacao somatoria:

8 IZ C = nc

9 ]izll ca; = ¢ él a;
10 :1 (a; + b;) = :1 a;
11 (a; — bi) = a;
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!mplo 2 — Solucao

(a) Calcule a soma de Riemann para f(x) = x3— 6x,
tomando como pontos amostrais as extremidades direitas
ea=0,b=3, en=6.

(b) Avalie | (x* — 6x)dx.

Solucao:
(a) Com n = 6, o comprimento do intervalo é
b — a 3—0 1

Ay — _ _
* n 6 2

e as extremidades direitas sao x, = 0,5, x, = 1,0, X3 = 1,5,
X, =2,0,Xs=2,5, e X =3,0.
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!mplo 2 — Solucao

continuacao

Logo, a soma de Riemann &
6

Rg = 2 f(x) AX
=1

= f(0,5) Ax + f(1,0) AX + f(1,5) Ax + f(2,0) Ax
+f(2,5) Ax + £(3,0) Ax

= 1 (-2,875-5-5,625-4 + 0,625 + 9)

=-3,9375.
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!mplo 2 — Solucao

Observe gue f ndo é uma funcéo positiva e, portanto, a
soma de Riemann nao representa uma soma de areas de
retangulos. Mas ela representa a soma das areas dos
retangulos azuis (acima do eixo X) menos a soma das
areas dos retangulos amarelos (abaixo do eixo x) na
Figura 5.

continuacao

ST y=x>—6x

=Y

Figura 5
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!mplo 2 — Solucao

(b) Com n subintervalos, temos

continuacao

b—a 3
Ax = =
n

n

Assim, X, = 0, X; = 3/n, X, = 6/n, X3 = 9/n e, em geral,
X; = 3i/n. Uma vez que estamos utilizando as extremidades
direitas, podemos usar a Equacéao 3:

n—ow ; n—w%C = Y4/ Y4}

f;(x — 6x)dx = lim Ef(x)Ax— lim ’Elf(&)i
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!mplo 2 — Solucao

continuacao

lim — >,

n—* n =

)

54 n(n + 1)

(Equacao 9 com c = 3/n)

(EquacgoOes 11 e 9)

} (Equacdes 7 e 5)
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!mplo 2 — Solucao
e[ o)

continuacao
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!mplo 2 — Solucao .

Essa integral ndo pode ser interpretada como uma area,
pois f assume valores positivos e negativos. Porém, ela
pode ser interpretada como a diferenca de areas A; — A,
em que A, e A, estao na Figura 6.

YA

5T y=x>—6x

=Y

A,

3
| = 6x)dv=A,~A,= 6,75

Figura 6
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!mplo 2 — Solucao

continuacao

A Figura 7 ilustra o calculo mostrando os termos positivos
e negativos na soma de Riemann direita R, para n = 40.

~

—]

Ul

Figura 7

=Y
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!mplo 2 — Solucao

Os valores na tabela mostram as somas de Riemann
tendendo ao valor exato da integral, -6,75, quando n —»oc,

continuacao

n R,

40 —6, 3998
(M) —6.6130
slll —6,7229

L —6,7365
S000 —6,7473
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A Regra do Ponto Médio
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-egra do Ponto Médio

Freguentemente escolhemos o ponto amostral x* como a
extremidade direita do i-esimo intervalo, pois iSso é
conveniente para o calculo do limite. Porém, se o propdsito
for encontrar uma aproximacao para uma integral, é
geralmente melhor escolher ,.+ como o ponto medio do
intervalo, o qual denotamos por ..
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-egra do Ponto Médio

Qualquer soma de Riemann é uma aproximacao para uma
integral, mas se usarmos o0s pontos medios obteremos a
seguinte aproximacao.

Regra do Ponto Medio
"f()dx = 3 () Ax = Ax[F(F) + - -+ + f(%)]
s =

b — a

n

onde Ax =

e % = 5(xi-1 + x;) = ponto médio de [xi_1. x:]




!mplo 5

Use a Regra do Ponto Médio com n =5 para aproximar

ledx.

I X
Solucao: As extremidades dos cinco subintervalos sao 1,
1,2,1,4,1,6, 1,8, e 2,0, portanto, os pontos medios sao
1,1,1,3,1,5, 1,7, € 1,9. O comprimento dos subintervalos é
AX=(2-1)/5="! de modo que a Regra do Ponto Médio

5,
fornece

r%dx ~ Ax[f(1L1) + £(1,3) + f(1,5) + f(1,7) + £(1,9)]

1
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!mplo 5 — Solucao

continuacao

1 {1 1 1
= +— +
5 (1,1 13 1,5

~ 0,691908.

Uma vez que f(x) = 1/x > 0 para
1 <x<2,aintegral representa
uma area, e a aproximacao
dada pela Regra do Ponto
Médio € a soma das areas dos
Retangulos mostrados

na Figura 11.

Y4

>

Figura 11

32



Propriedades da Integral Definida

33



-priedades da Integral Definida

Quando definimos a integral definida | f(x) dx
Implicitamente assumimos gue a < b. Mas a definicao
como o limite de somas de Riemann faz sentido mesmo
gue a > b. Observe que se invertermos a e b, entao Ax
mudara de (b — a)/n para (a — b)/n. Portanto,

|"ryax = =" rx) dx
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riedades da Integral Definida

Se a = b, entdo Ax = 0, de modo que

j:_f(x) dx = 0

Vamos desenvolver agora algumas propriedades basicas
das integrais que nos ajudarao a calcular as integrais de
forma mais simples. Vamos supor que f e g sejam funcoes
continuas.

Propriedades da Integral

B FL cdx = ¢lb — a), onde c € qualquer constante
2 | [f(0) + g(x)]dx = | flx)dx + | glx)dx
3 r cf(x)dx =¢ i_'h_jf'lf.ﬂl dx, onde c é qualquer constante

a ["[f) — g)]dx = [ flx)dx — [ glo) d
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-priedades da Integral Definida

A Propriedade 1 diz que a integral de uma funcao
constante, f(x) = ¢, & a constante vezes o comprimento do
Intervalo. Sec >0 e a<Db,isso e esperado, poisc(b—a) é
a area do retangulo sombreado na Figura 13.

VA

¥ =i

area = c(b — a)

0 a b

=Y

thzcw—a)

Figura 13
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riedades da Integral Definida

A Propriedade 2 diz que a integral de uma soma € a soma
das integrais. Para as funcoes positivas, isso diz que a

area sob f+ g é aarea sob

f mais a area sob g.

A Figura 14 nos ajuda a
Entender por que isto &
verdadeiro: em vista de como

funciona a adic&o grafica,
0S segmentos de reta vertical

Correspondentes tém a
mesma altura.

YV A

g

il

f+g

]
‘ﬂ

/'
1
f P d
1
1
>

ol

| Lo+ guoldr= [ fode+ |

oA

a

Figura 14

b

o |

b

glx)dx
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-priedades da Integral Definida

Em geral, a Propriedade 2 decorre do Teorema 4 e do fato
de que o limite de uma soma € a soma dos limites:

fb LF(x) + g(x)]dx = lim E [£(x;) + g(x)] Ax

11— 00

= lim [if(x;) Ax + ig(x;)Ax]

1 —> 0

= lim Ef(x,) Ax + lim 2 g(x;) Ax

n—oo ; n—o ;

= Lbf(x) dx + ng(x) dx
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-priedades da Integral Definida

A Propriedade 3 pode ser demonstrada de forma analoga
e diz que a integral de uma constante vezes uma funcéao é
a constante vezes a integral da funcao. Em outras
palavras, uma constante (mas somente uma constante)
pode ser movida para a frente do sinal de integracao.

A Propriedade 4 é demonstrada escrevendo f—g =f + (—Q)
e usando as Propriedades 2 e 3 com ¢ =-1.
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!mplo 6

Use as propriedades das integrais para calcular

jol (4 + 3x2) dx.

Solucao: Usando as Propriedades 2 e 3 das integrais,
temos

jol (4 + 3x?) dx = f014dx + jol 3x7% dx
— f014dx + 3 jolxzdx
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!mplo 6 — Solucao

Sabemos da Propriedade 1 que

continuacao

f014dx —4(1 — 0) =4

1
e descobrimos que fo x?dx = 3. Logo

J:(4 +—3x2)ah:==J:41dx-+ 3‘&%x2dx

— 4 +3-;=>5

|

41



-priedades da Integral Definida

A propriedade a seqguir nos diz como combinar integrais da
mesma funcao em intervalos adjacentes:

5. f:f(x) dx + f(_bf(x) dx = Lbf(x) dx
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-priedades da Integral Definida

Isso n&o é facil de ser demonstrado em geral, mas para o
caso onde f(x) 20 e a<c < b, a Propriedade 5 pode ser
vista a partir da interpretacdo geomeétrica na Figura 15: a
area sob y = f(x) de a até c mais a area de c até b € igual a

area total de a até b.

Figura 15 43



riedades da Integral Definida

Observe gue as Propriedades 1-5 sao verdadeiras se
a<b,a=Dboua>b. As propriedades a seguir, nas quais
comparamos 0s tamanhos de funcoes e os de integrais,

sao verdadeiras apenas se a < b.

Propriedades Comparativas da Integral

6. Se flx) = 0 paraa = x = b, entao ‘h_jf'{.rJ dax = (.

1. Se f(x) = glx) paraa = x = b, entiio L_#_j"lf.ﬂl dx = r glx) dx.

8. Sem = f(x) = M para a = x = b, entio

b
mb —a) = | flx)dx = M(b — a).
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-priedades da Integral Definida

Se f(x) > 0, entdo [, f(x) dx representa a area sob o
grafico de f, logo, a interpretacédo geomeétrica da

Propriedade 6 é simplesmente que as areas sao positivas.

(Isso também segue diretamente da definicado porque
todas as quantidades envolvidas sao positivas). A
Propriedade 7 diz gue uma funcao maior tem uma integral
maior. Ela segue das Propriedades 6 e 4, poisf—g > 0.
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-priedades da Integral Definida

A Propriedade 8 esta ilustrada na Figura 16 para o caso
onde f(x) > 0. Se f for continua, poderemos tomar m e M
como o valor maximo e o minimo absolutos de f no
Intervalo [a, b].

Figura 16
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-priedades da Integral Definida

Nesse caso, a Propriedade 8 diz que a area sob o grafico
de f € maior que a area do retangulo com altura m e menor
gue a area do retangulo com altura M.

A Propriedade 8 € util guando tudo o que queremos é uma
estimativa grosseira do tamanho de uma integral sem nos
preocupar com o uso da Regra do Ponto Medio.
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