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O Problema da Area



-roblema da Area

NOs comecamos tentando resolver o problema da area:
Encontre a area da regiao S gue esta sob a curva y = f(x)
de a a b. Isso significa que S, ilustrada na Figura 1, esta
limitada pelo grafico de uma funcéo continua f [onde

f(x) = 0], pelas retas verticais X = a e X = b e pelo eixo X.

S={x,y)|]lasx<h,0<y<f(x)}
Figura 1



-roblema da Area

Para um retangulo, a area € definida como o produto do
comprimento e da largura. A area de um triangulo é a
metade da base vezes a altura. A area de um poligono
pode ser encontrada dividindo-o em triangulos (como na
Figura 2) e a seguir somando-se as areas dos triangulos.
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Figura 2



“O'Problema da Area

Nao e tao facil, no entanto, encontrar a area de uma regiao
com lados curvos. Temos uma ideia intuitiva de qual é a
area de uma regiao. Mas parte do problema da area é tornar
precisa essa ideia intuitiva, dando uma definicao exata de
area.

Lembre-se de que, ao definir uma tangente, primeiro
aproximamos a inclinacao da reta tangente por inclinacoes
de retas secantes e, entao, tomamos o limite dessas
aproximacoes. Uma ideia similar serad usada aqui para as
areas. Em primeiro lugar, aproximamos a regiao S utilizando
retangulos e depois tomamos o limite das areas desses
retangulos a medida que aumentamos 0 numero de
retangulos.



!mplo 1

Use retangulos para estimar a area sob a parabola y = x?
de O até 1 (a regiao parabolica S ilustrada na Figura 3).

Figura 3



!mplo 1 — Solucao

Observamos primeiro que a area de S deve estar em
algum lugar entre 0 e 1, pois S esta contida em um
guadrado com lados de comprimento 1, mas certamente
podemos fazer melhor gque isso. Suponha que S seja
dividida em quatro faixas VA
S, S,, S, e S, tragcando as retas (L1)

: : 1 1 =
verticais X =3, X =; e X = 3 cComo
na Figura 4(a).
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Figura 4(a)
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!mplo 1 — Solucao

continuacao

Podemos aproximar cada faixa por um retangulo com base

igual a largura da faixa e altura igual ao lado direito da
faixa [veja a Figura 4(b)].Em outras palavras, as alturas

desses retangulos sao os valores
da funcao f(x) = x? nas extremidades

direitas dos su_binte_rvalos
0.5]. [5. 2] [5. 7). el5. 1.

A I
Cada retangulo tem largura de ;
2 1

eaalturae(;), (5).(3). e 12.
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h

(1, 1)
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2 4

Figura 4(b)
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!mplo 1 — Solucao

Se R, for a soma das areas dos retangulos aproximados,
teremos

continuacao

Ro= e (0 45+ (U + 4 (F + 4 17 = % = 046875

Da Figura 4(b) vemos que a area A de S € menor que Ry,
logo

A <0,46875.
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!mplo 1 — Solucao

Em vez de usar os retangulos na Figura 4(b), poderiamos
usar os retangulos menores na Figura 5, cujas alturas
seguem os valores de f nas extremidades esquerdas dos
subintervalos. (O retangulo mais a esquerda desapareceu,
pois sua altura € 0.)

VA Ay
(1, 1) (1, 1)

continuacao

=

=Y
SR /

1

)
)

1 3 1 3
2 4 2 4

Figura 4(b) Figura 5
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!mplo 1 — Solucao

A soma das areas desses retangulos aproximantes e

continuacao

Li=3-0"+5-(3) + 4+

N
AN
PO —

P+ 1 (GP= L =021875

Vemos que a area de S € maior que L, e, entao, temos
estimativas inferior e superior para A:

0,21875 < A< 0,46875.

Podemos repetir esse procedimento com um numero maior
de faixas.
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!mplo 1 — Solucao

continuacao

Figura 6 mostra o que acontece quando dividimos a
regiaoS em oito faixas com a mesma largura.

YA VA
(1, 1) (1, 1)
y=x’
3> 77 >
Of 1 1 X 0| 1 | X
8 8
(a) Usando as extremidades esquerdas (b) Usando as extremidades direitas

Aproximando S por 8 retangulos
Figura 6
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!mplo 1 — Solucao

Calculando a soma das areas dos retangulos menores (Lg)
e a soma das areas dos retangulos maiores (Rg), obtemos
estimativas inferior e superior melhores para A:

continuacao

0,2734375 < A <0,3984375.

Assim, uma resposta possivel para a questao é dizer que a
verdadeira area de S esta em algum lugar entre 0,2734375
e 0,3984375.

Podemos obter melhores estimativas aumentando o
numero de faixas.

14



!mplo 1 — Solucao

continuacao

A tabela a direita mostra os L R,
resultados de calculos similares 10| 0ass000n | 0380000
(com um computador) usando n retangulos | | 23w | o0
. ~ 1K) 03283500 (0.3383500
cujas alturas sao encontradas com as 1000 | 03328335 | 0.3338335

extremidades esquerdas (L,) ou com as

extremidades direitas (R,). Em particular, vemos que
usando 50 faixas a area esta entre 0,3234 e 0,3434. Com
1.000 faixas conseguimos estreitar a desigualdade ainda
mais: A esta entre 0,3328335 e 0,3338335. Uma boa
estimativa € obtida fazendo-se a media aritmética desses
numeros: A ~ 0,3333335.
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-roblema da Area

NEETTFR Paraaregiao S do Exemplo 1, mostre que a soma das dreas dos retingulos apro-
. ; 1 . .
Ximantes superiores tende a 3, isto €,

Va
/{Ll}
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_roblema da Area

SOLUCAD R, € a soma das dreas dos n retingulos na Figura 7. Cada retingulo tem uma lar-
gura 1/n. e as alturas sdo os valores da funcio f(x) = x* nos pontos 1/n.2/n.3/n.....n/n:
isto &, as alturas sdo (1/n)%. (2/n)*. (3/n)%. .. .. (n/n)*. Logo.

Utilizamos aqui a formula para a soma dos quadrados dos n primeiros inteiros positivos:

nn+ D2n + 1)
6

1 I+2°+3+---+n’=
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roblema da Area

Colocando a Formula 1 na nossa expressao para R,, temos

L nn+ 1)2n + 1) _ (n+ D2n + 1)

n 6 6n°
Entio, temos

) . n+ 1)2n + 1

lim R, = lim ( ) . )

n—> o n—> 6n-

, 1 (n+1 2n + 1
= lim —

n—x @ n n

] 1 ]
=Ilm—!1+—|2 +—

n—= 6 n n
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roblema da Area

Colocando a Formula 1 na nossa expressao para R,, temos

L nn+ 1)2n + 1) _ (n+ D2n + 1)

n 6 6n°
Entio, temos

) . n+ 1)2n + 1

lim R, = lim ( ) . )

n—> o n—> 6n-

, 1 (n+1 2n + 1
= lim —

n—x @ n n

] 1 ]
=Ilm—!1+—|2 +—

n—= 6 n n
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-roblema da Area

. - = - | u -
Pode ser mostrado que as somas aproximantes inferiores também tendem a 3, isto €,

Iim R, = %

n—m
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-roblema da Area

Das Figuras 8 e 9, parece que conforme n aumenta,
ambos L, e R, se tornam aproximacoes cada vez melhores
a areade S.

n=10 R,=0.385 n=30 Ry~ 0.3502 / n=50 Ry, =0.3434 ]

oAl

As extremidades da direita produzem somas superiores pois f(x) = x? é crescente

|

— %

Figura 8
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-roblema da Area

I~

A
n=10 L,=0.285 Z n=30 Ly =0.3169 n=50 Ls=0.3234 tz‘

> »> >

0 | X 0 1 X 0 1 X

As extremidades da esquerda produzem somas inferiores pois f(x) = x? é crescente

Figura 9

Portanto, definimos a area A como o limite das somas das
areas desses retangulos aproximantes. Isto €,

A=1limR,=limL, =1

n—> n— oo
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-roblema da Area

Comecamos por subdividir S em n faixas S,, S, ..., S, de
igual largura, como na Figura 10.

VA

\ y=f ()t)//“\

Figura 10

A largura do intervalo [a, b] € b — a, assim, a largura de
cada uma das n faixas é

b_
Ax = -

n 23



-roblema da Area

Essas faixas dividem o intervalo [a, b] em n subintervalos

[Xo» X1ls [X1, Xol,  [Xos Xals oo [Xqog Xl

onde X, = a e X, = b. As extremidades direitas dos
subintervalos sao

X1 = a + AX,
X, =a+ 2 AX,

X3 = a+ 3 AX,

24



_roblema da Area

Vamos aproximar a i-ésima faixa S; por um retangulo com
largura Ax e altura f(x;), que € o valor de f na extremidade
direita (veja a Figura 11).

Figura 11

Ent&o, a area do i-ésimo retangulo e f(x;) Ax. O que
consideramos intuitivamente como a areade S é
aproximado pela soma das areas desses retangulos, que é

R, =f(x,) AXx +f(x,) Ax+ ... +1(x)AX -



-roblema da Area

A Figura 12 mostra a aproximacao paran=2,4,8e 12.
Observe que essa aproximacao parece tornar-se cada vez

melhor a medida que aumentamos o0 numero de faixas, isto
€, quando n - oo.

VA YA VA

N N |

o « X b x 0 a XN, xy bhox 0 a h x 0 a b

(ayn=2 (byn=4 (c)n=28
Figura 12

(dyn=12
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-roblema da Area

Portanto, vamos definir a area A da regiao S da seguinte
forma.

2 | Definicdo A area A da regiio § que esta sob o griafico de uma fungio continua f
¢ 0 limite da soma das dreas dos retangulos aproximantes:

A=1limRy=lim[f(x) Ax + f(x2) Ax + -+ + f(x) Ax].

Pode ser demonstrado que o limite na Definicao 2 sempre

existe, uma vez que estamos supondo gque f seja continua.

Pode tambem ser demonstrado que obteremos o0 mesmo
valor se usarmos as extremidades esquerdas dos

aproximantes:
3 A=IlmL, = lim[ f(x;) Ax + f(x;) Ax + - - - + f(x,_1) Ax].
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-roblema da Area

De fato, em vez de usarmos as extremidades esquerda ou
direita, podemos tomar a altura do i-ésimo retangulo como
o valor de f em qualquer numero x;* no i-ésimo

subintervalo [x;_;, X;]. Chamamos 0s numeros X,*, X,*, . . .,
X.,* de pontos amostrais.

A Figura 13 mostra N
0s retangulos
aproximantes quando

0S pontos amostrais nao o @ w T Tx

foram escolhidos como as
extremidades. Logo, uma

expressao mais geral paraa area S é
4 A=1im [ f(x) Ax + f(x) Ax + -+ - + f(x5) Ax] 28

n—> o0

g
te
=

- b

=

N —

,
-
=
-
-

Figura 13




“O'Problema da Area

OBSERVACAO Pode ser mostrado que uma definicéo
equivalente de area é a seguinte: A € o Unico numero que

€ menor que todas as somas superiores e maior que todas
as somas Iinferiores. Vimos nesse exemplo que a area (4 = 1)
esta presa entre todas as somas esquerdas aproximadas
de L,, e todas as somas direitas aproximadas R,. A funcao,
nesses exemplos, f(x) = x?, é crescente em [0, 1] e,
portanto, suas somas inferiores decorrem das

extremidades esquerdas e as somas superiores das
extremidades direitas.
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-roblema da Area

Veja Figuras 8 e 9.

n=10 R,=0.385 n=30 Ry~ 0.3502 / n=50 Ry =0.3434

oAl

|

— %

As extremidades da direita produzem somas maiores pois f(x) = x? é crescente

Figura 8



-roblema da Area

I~

/ £
n=10 L,=0.285 Z n=30 Ly=~0.3169 n=50 Ly =0.3234 y

=Y
=y

As extremidades da direita produzem somas inferiores pois f(x) = x? é crescente

Figura 9




-roblema da Area

Em geral formamos as somas inferiores (e superiores)
escolhendo os pontos amostrais x;, de modo que f(x) € 0
minimo (e maximo) valor de f no subintervalo i-ésimo.
(Veja Figura 14.)

YA

=Y

0 a b

Somas inferiores (retangulos pequenos) e somas superiores (retangulos grandes)

Figura 14
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_roblema da Area

Frequentemente usamos a notacao de somatoria
(notacao sigma) para escrever somas de muitos termos de
maneira mais compacta. Por exemplo,

if(x,—) Ax = f(x)) Ax + f(x2) Ax + -+ + f(x,) Ax

Assim, as expressOes para a area nas Equacdes 2,3 e 4
podem ser escritas da seguinte forma:
A =1im > £(x) Ax

oo -
=% =1

A = lim if(.%f_l) AX

n—o =]

A = lim D, f(x¥) Ax
n—owe i=1
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_roblema da Area

Isso nos diz para
parar quando 1 =n. ‘

Isso nos diz

M
para somar. ’ E flx;) Ax
=

Isso nos diz para !

comecar com 1 = m.
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O Problema da Distancia
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_roblema da Distancia

Vamos considerar um problema da distancia: encontre a
distancia percorrida por um objeto durante um certo
periodo de tempo, sendo que a velocidade do objeto é
conhecida em todos os instantes. Se a velocidade
permanece constante, entdo o problema da distancia é
facil de resover por meio da formula

distancia = velocidade x tempo.

Mas se a velocidade variar, nao é tao facil determinar a
distancia percorrida.

36



!mplo 4

Suponha gque gueiramos estimar a distancia percorrida por
um carro durante um intervalo de tempo de 30 segundos.
A cada 5 segundos registramos a leitura do velocimetro na

seguinte tabela:

Tempo (s)

0

J

10

15

20

25

30

Velocidade (km/h)

34

38

46

51

50

45

Para termos o tempo e a velocidade em unidades

consistentes, vamos converter a velocidade para metros

por segundo (1 km/h = 1.000/3.600 m/s):

Tempo (s)

()

A

10

|5

20

Velocidade (m/s)

1.5

9.4

10,6

12,8

14,2
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!mplo 4

Durante os cinco primeiros segundos a velocidade nao
varia muito, logo, podemos estimar a distancia percorrida
durante esse tempo supondo que a velocidade seja
constante. Se tomarmos a velocidade durante aquele
Intervalo de tempo como a velocidade inicial (7,5 m/s),
entao obteremos aproximadamente a distancia percorrida
durante o0s cinco primeiros segundos:

continuacao

7,5m/sx5s=37,5m.

38



!mplo 4

Analogamente, durante o segundo intervalo de tempo a
velocidade é aproximadamente constante, e vamos
considera-la quando t = 5 s. Assim, a nossa estimativa
para a distancia percorrida a partirdet=5sat=10sé

continuacao

94 m/sx5s=47 m.

Adicionando estimativas similares para os outros intervalos

de tempo, obtemos uma estimativa para a distancia total
percorrida:

(7,5 x 5) + (9,4 x 5) + (10,6 x 5) + (12,8 x 5) + (14,2 x 5) + (13,9 x5) = 342 m.
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!mplo 4

Podemos, da mesma forma, usar a velocidade no fim de
cada intervalo de tempo em vez de no comeco como a
velocidade constante. Entao, nossa estimativa se torna

continuacao

(9,5 x 5) + (10,6 x 5) + (12,8 x 5) + (14,2 x 5) + (13,9 x 5) + (12,5 x 5) = 367 m.

Se quisermos uma estimativa mais precisa, podemos tomar
as leituras de velocidade a cada 2 segundos ou até mesmo
a cada segundo.
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“O"Problema da Distancia

Em geral, suponha que o objeto se move com velocidade
v=1(t),emque a<t<bef(t) >0 (logo, o objeto move-se
sempre no sentido positivo).Vamaos registrar as
velocidades nos instantes t, (= a), t;, t,,. . ., t, (= b) de
forma gue a velocidade seja aproximadamente constante
em cada subintervalo. Se esses tempos forem igualmente
espacados, entao entre duas leituras consecutivas temos o
periodo de tempo At = (b — a)/n. Durante o primeiro
intervalo de tempo a velocidade é aproximadamente f(t,) e,
portanto, a distancia percorrida € de aproximadamente

f(ty) At.
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_roblema da Distancia

Analogamente, a distancia percorrida durante o segundo
intervalo de tempo é de cerca de f(t,) At a distancia total
percorrida durante o intervalo de tempo [a, b] € de
aproximadamente

fto) At + f(t) At + -+ - + f(t,-1) At = if(tf—l) At

Se usarmos as velocidades nas extremidades direitas em

vez de nas extremidades esquerdas, nossa estimativa para
a distancia total ficara

ft) At + f(L) At + -+ - + f(t,) At = if(r,—) At
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-roblema da Distancia

Quanto mais frequentemente medirmos a velocidade, mais
precisa nossa estimativa, entao parece plausivel que a
distancia exata d percorrida é o limite de tais expressoes:

5 d = lim if(ti—l)Al‘ = lim szf(t,-) At
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