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as €

"Regra de |I'Hospital

Suponha que estejamos tentando analisar o
comportamento da funcao

Flx) — In x

x— 1
Apesar de F nao ser definido em x = 1, precisamos saber

como F se comporta proximo a 1. Em particular,
gostariamos de saber o valor do limite

In x

1 lim
x—1 X — 1




as €

"Regra de |I'Hospital

No calculo desse limite ndo podemos aplicar a Propriedade
5 dos Limites, pois o limite do denominador € 0. De fato,
embora o limite em 1] exista, seu valor nao é obvio,
porgue tanto o numerador como o0 denominador tendem a
0 e ; n&o esta definido.

Em geral, se tivermos um limite da forma

i L)
v—>a g(x)

em que f(x) > 0 e g(x) » 0 quando X — a, entao o limite
pode ou nao existir, e € chamado forma indeterminada

do tipo ;.
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"Regra de |I'Hospital

Por funcoes racionais, podemos cancelar os fatores
comuns:

x*—x x(x — 1) , X |

lim = lim =
=l x? =1 =t (x+ Dx—1) =1 x4+ 1 2

Usamos um argumento geométrico para mostrar que

_sin x
lim =1
x—0 X




Formas Indeterminadas

_Regra de I'Hospital

Mas esses métodos nao funcionam para limites tais

como [1], de modo que nesta secao introduzimos um
metodo sistematico, conhecido como a Regra de I'Hbspital,
para o calculo de formas indeterminadas.

Outra situacao na qual um limite n&o é obvio ocorre
guando procuramos uma assintota horizontal de F e
precisamos calcular o limite

In x

2 lim

x—w X —

Nao é 6bvio como calcular esse limite, pois tanto o
numerador como o denominador tornam-se muito grandes
guando X — co .



as €

"Regra de |I'Hospital

Ha uma disputa entre o numerador e o denominador. Se o
numerador ganhar, o limite sera oo; se o denominador
ganhar, a resposta sera 0. Ou pode haver algum equilibrio
e, Nesse caso, a resposta sera algum numero positivo
finito.

Em geral, se tivermos um limite da forma

fim L
r—a g(x)

em que f(xX) > oo (0u—-o0) e g(X) > oo (0u-c0), entao o
limite pode ou nao existir, e € chamado forma
Indeterminada do tipo co,c0.
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"Regra de |I'Hospital

Esse tipo de limite pode ser calculado para certas funcoes
— Incluindo aquelas racionais — dividindo o numerador € o
denominador pela poténcia mais alta de x que ocorre no
denominador. Por exemplo,

Moo T T T30 2

Esse método nao funciona para um limite como |2].




"Regra de |I'Hospital

M

A Regra de I'Hospital’ aplica-se também a esse tipo de
forma indeterminada.

Regra de I'Hospital Suponha que f e g sejam derivdveis e g'(x) # 0 em um intervalo
aberto [ que contém a (exceto possivelmente em a). Suponha que

lim f(x) =0 e lim g(x) = 0
ou que lim f(x) = *e e lim g(x) = *eo

(Em outras palavras, temos uma forma indeterminada do tipo § ou %/w,) Entéio

S )
LR LTS

se 0 limite do lado direito existir (ou for =0 ou —o2).




Observacao 1 A Regra de I’'HGspital diz que o limite de
uma funcéo quociente é igual ao limite dos guocientes de
suas derivadas, desde gue as condi¢cOes dadas estejam
satisfeitas. E especialmente importante verificar as
condicoOes relativas aos limites de f e g antes de usar a
Regra de I'HGspital.

OBSERVACAO 2 A Regra de I'Héspital é valida também
para os limites laterais e para os limites no infinito ou no
infinito negativo; isto €, “x — a” pode ser substituido por
guaisquer dos simbolos a seqguir: x > a*, x »> a-, X > oo,
OouUu X —» —oco.
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"Regra de |I'Hospital

Observacao 3 Para o caso especial no qual

f(a) =g(a) =0, f' e g’ sao continuas, e g'(a) # 0, e facil ver
por gue a Regra de L’Hdspital € verdadeira. De fato,
usando a forma alternativa da definicao de derivada, temos

- f(x) — f(a) f(x) — fla)
A NS ) N A e R S
—a g'(x) g'(a) . g(x) — gla) —a g(x) — gla)

im

xX—a X — d X —d

f(x) — f(a) f(x)

TN @ e

[J4d que fla) = gla) = 0]

E mais dificil de provar a versido geral da Regra de
I'HOspital.
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!mplo 1

1
Encontre lim ox
x—1 x — 1

Solucao: Uma vez que

Iimlnx=In1=0 e Iim(x—1)=0

x—1 x—1

o limite € uma forma indeterminada do tipo ;.
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!mplo 1 — Solucao

continuacao

Podemos aplicar a Regra de I'HOspital:

d
— (In x
. Inx , dk:( ) o 1/x
Iim = lim = lim —
x—=>1 X — 1 x—1 d x—1
— (x —
dx
1
=]lim— =1

x—1 X
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Produtos Indeterminados
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“Produtos Indeterminados

Selim, . f(x) =0elim,_ g(x) =oco (OU — o), entdo nao
esta claro que valor de lim,_,_ [f(x) g(X)], se houver algum.
Ha uma disputa entre f e g. Se f ganhar, a resposta € 0; se
g vencer, a resposta sera co (ou — o2). Ou pode haver um
equilibrio, e entdo a resposta € um numero finito diferente
de zero. Esse tipo de limite € chamado forma
Indeterminada do tipo 0 - oo . Podemos lidar com ela
escrevendo o produto fg como um quociente:

/ g

f9=79 ou  fg=—7

Isso converte o limite dado na forma indeterminada do tipo
oucc/ccde modo que podemos usar a Regra de L'Hospital. -



!mplo 6

Calcule lim+ x In x.

x—0

Solucao: O limite dado € indeterminado, pois, como X
— 0%, o primeiro fator (x) tende a 0, enquanto o segundo
fator (In x) tende a —co. Escrevendo x = 1/(1/x), temos

1/x —5o00 quando x — 0%, logo, a Regra de L'Hospital
fornece

. . Inx I/x
XILI&XIHX _xli%lJf 1/)( _‘Lli% _1/)62 _xli%l+ (_X)—O_
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-dutos Indeterminados

Observacao Ao resolver o Exemplo 6, outra opcao
possivel seria escrever

X

Im xInx = Iim
x—0* x—0t 1/1nx

Isso da uma forma indeterminada do tipo 0/0, mas, se
aplicarmos a Regra de I'HOspital, obteremos uma
expressao mais complicada do que a que comegamos.

Em geral, guando reescrevemos o produto indeterminado,
tentamos escolher a opcao que leva a um limite mais
simples.
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Diferencas Indeterminadas
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!rengas Indeterminadas

Se lim,_,_ f(x) =cc e lim,_,_ g(X) =oo, entdo o limite

lim [ f(x) — g(x)]

X—>d

é chamado forma indeterminada do tipooco — oo . De
novo, ha uma disputa entre f e g. A resposta sera co (se f
ganhar) ou sera —co (se g ganhar), ou havera entre eles
um equilibrio, resultando um numero finito? Para
descobrirmos, tentamos converter a diferenca em um
guociente (usando um denominador comum ou
racionalizacao, ou pondo em evidéncia um fator em
comum, por exemplo), de maneira a termos uma forma
iIndeterminada do tipog OU oo /o0 .
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!mplo I

1
Calcule lim | — — _
x—1" (lnx X — 1)

Solucao: Observe primeiro que 1/(Inx) > 0 e 1/(x-1) —>
gLsado X — 1% ; logo, o limite € indeterminado do

tipo oo - co. Aqui podemos comecgar com um denominador
comum:;

im (L _ 1 — iy X~ 1~ Inx
—1'\'Inx x-—1 =1 (x — 1)/Inx
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!mplo I

Tanto o numerador quanto o denominador tem limite O, de
modo que a regra de | Hospital se aplica, fornecendo

1
lim £ =10 _ lim = Jlim =
x—=1" —_— x—1 =l x — X X
'@ = Dinx (1+x)-— +Inx
X

Sl
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!mplo I

Novamente, temos um limite indeterminado do tipo , de
modo que aplicamos a regra de I'Hospital uma segunda
vez.

lim x— 1 — lim I
=y —1+xlnx x>0

1
l+x—+1Inx
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Poténcias Indeterminadas
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anias Indeterminadas

Varias formas indeterminadas surgem do limite

1. limf(x) =0 e

X—>d

2. limf(x) == e

X—d

3. limf(x)=1 €

X—d

lim [ /()]

X—d

lim g(x) = 0

X—d

lim g(x) = 0

X—>d

lim g(x) = *oo

X—d

tipo 0°
tipoco ©,

tipo 17.
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%ncias Indeterminadas

Cada um dos trés casos pode ser tratado tanto tomando o
logaritmo natural:

seja  y=[f(X)]9%, entdo Iny=g(x)In f(x),
guanto escrevendo a funcao como uma exponencial:

[f(X)]g(X) = @9(®) Inf(x)

Em qualguer método, somos levados a um produto
iIndeterminado g(x) In f(x), que é do tipo 0 - 2%,
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!mplo 9

Calcule 1lim (1 + sen 4x)~e~.

x—>0"

Solucao: Observe primeiro que, quando x — 0*, temos 1 +
sen 4x — 1 e cotg X —» 2o, assim, o limite dado é
iIndeterminado (tipo 1%). Seja

y = (1 + sen 4x)co9x,

Entao Iny = In[(1 + sen 4x)¢°X] = cot X In(1 + sen 4x)

_In(1 + sen 4x)
tg x
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!mplo 9 — Solucao

continuacao

e logo, a Regra de I'HG6spital fornece

4 cos 4x
: . 1 + sen4dx
lim Iny= lim In(1 + sen4x) _ lim : _
x—0 x—0" tg X x—0 SCCX

Ateé agora calculamos o limite de In y, mas o que realmente
gueremos € o limite de y. Para acha-lo usamos o fato de
que y = e":

lim (1 + sen4x)™* = lim y= lim e™ =e¢"

x—>0F x—>0F x—>0"
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