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que f' Diz sobre f ?

Para ver como a derivada de f pode nos dizer onde uma
funcéo é crescente ou decrescente, observe a Figura 1.

y A
D

Figura 1

Entre A e B e entre C e D, as retas tangentes tém
Inclinacao positiva e, portanto, f'(x) > 0.



ue f’' Diz sobre f ?

Entre B e C, as retas tangentes tém inclinac&o negativa e,
portanto, f'(x) < 0. Assim, parece que f cresce quando f'(x)
é positiva e decresce quando f'(x) é negativa. Para
demonstrar gue isso é sempre valido, vamos usar o
Teorema do Valor Medio.

Teste Crescente/Decrescente
(a) Se f'(x) > 0 em um intervalo, entdo f € crescente nele.

(b) Se f(x) < 0 em um intervalo, entfio f € decrescente nele.




!mplo 1

Encontre onde a funcao f(x) = 3x* —4x3 - 12x? + 5 é
crescente e onde ela € decrescente.

Solucao:

Comecamos derivando f:

f/(x) = 12x3 — 12x%2 — 24x = 12x(x — 2)(X + 1)

Para usarmos o Teste C/D, devemos saber onde f'(x) >0 e
onde f'(x) < 0. Para resolver essas inequacoes, primeiro
encontramos onde f'(x) =0, ou seja,emx =0, 2 e —1.
Esses sdo 0s numeros criticos de f e eles dividem o

dominio em quatro intervalos (veja a reta numeérica
abaixo).

>

_:1 (:) é X
Dentro de cada intervalo, f'(X) precisa ser sempre positiva
OouU sempre negativa.




!mplo 1 — Solucao

continuacao

Podemos determinar qual € o caso em cada inter- valo a
partir dos sinais dos trés fatores de f'(x), ou seja, 12x, X — 2
e X + 1, como mostrado na tabela a seqguir.

Por exemplo, f'(X) <O para0<x <2, de modo quefe
decrescente em (0, 2). (Também seria verdade dizer que f

é decrescente no intervalo fechado [0, 2].)

Intervalo 12x x—12 x+1 f'(x) f
< —1 — — — — decrescente em (—oe, —1)
—1lecx<0 — — + + crescente em (—1, 0)
0<x<2 + — + — decrescente em (0, 2)
x>2 + + + -+ crescente em (2, o)




!mplo 1 — Solucao

continuacao

O grafico de f mostrado na Figura 2 confirma a informacéao

dada na tabela.

A\

—30

Figura 2
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“)res Extremos Locais

Vocé pode ver a partir da Figura 2 que f (0) =5 é um valor
maximo local de f, pois f cresce em (-1, 0) e decresce em
(0, 2). Ou, em termos derivados, f'(x) >0 para-1<x<0e
f'(X) <0 para 0 < x < 2. Em outras palavras, o sinal de f'(x)
muda de positivo para negativo em 0. Essa observacéo é a
base do teste a sequir.

Teste da Primeira Derivada Suponha que ¢ seja um miimero critico de uma fungao con-
tinua f.

(a) Se o sinal de f' mudar de positivo para negativo em ¢, entdo f tem um méiximo
local em ¢.

(b) Se o sinal de f' mudar de negativo para positivo em ¢, entfo f tem um minimo
local em c.

(c) Se f' é positiva & esquerda e a direita de ¢, ou negativa i esquerda e a direita de
¢, entdo f ndo tem maximo ou minimo locais em c.
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“)res Extremos Locais

O Teste da Primeira Derivada € uma consequéncia do
Teste C/D. Na parte (a), por exemplo, uma vez que o sinal
de f’'(xX) muda de positivo para negativo em c, f & crescente
a esguerda de c decrescente a direita de c. A
consequéncia é que f tem um maximo local em c.

E facil memorizar o Teste da Primeira Derivada
visualizando diagramas como os da Figura 3.

YA YA

Maximo local Minimo local
Figura 3(a) Figura 3(b) 11



!ue f' Diz sobre f ?

YA VA
f'x) <0
'x)>0
f(x) 1) <0
Fixy>1
> >
0 [ C X 0 C | X
Nem maximo, nem minimo Nem maximo, nem minimo
Figura 3(c) Figura 3(d)
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!mplo 3

Encontre os valores de maximos e minimos locais da
funcao
g(X) =x + 2 sen x 0<x<2rm

Solucao: Comecamos encontrando os numeros criticos. A
derivada é:

g'(x) =1+ 2 cos x.

Logo g'(x) = 0 quando cos x = —5 . As solucoes desta
equacao sao 2r/3 e 4r/3.
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!mplo 3 — Solucao

continuacao

Como g é derivavel em toda parte, 0s Unicos numeros
criticos sao 27/3 e 4x/3 e, portanto, analisamos g na
tabela a sequir.

Intervalo glx)=1+ 2cosx g
0<x<27/3 + crescente em (0, 29r/3)
294/3 <x < 49/3 - decrescente em (24/3, 47/3)
dg/3 <x < 2w -+ crescente em (da/3, 29r)
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!mplo 3 — Solucao

continuacao

Como o sinal de g'(x) muda de positivo para negativo em
27/3, 0 Teste da Primeira Derivada nos diz que ha um
maximo local em 27/3 e o valor maximo local e

g(2m/3) = % + 2 sin 237T = 237T + 2(§)= 23—7T + /3 =~ 3,83.

Da mesma forma, o sinal de g’(x), muda de negativo para
positivo em 47/3, entao

g(4/3) =43—7T—|— ZSin4T7T=4—7T + 2(—£)=43—7T -3 = 2,46

e um valor minimo local.
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!mplo 3 — Solucao

continuacao

O grafico de g na Figura 4 confirma nossa conclusao.

0 ﬁ 4_1'.!' 2w
3 3

FIGURA 4

gix)=x+2senx
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O que f"Nos Diz sobre f ?
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ue f” Nos Diz Sobre f ?

A Figura 5 mostra os graficos de duas funcdes crescentes
em (a, b). Ambos os graficos unem o ponto A ao B, mas

eles sao diferentes, pois se inclinam em direcdes
diferentes.

g
f

=Y
=Y

Figura 5(a) Figura 5(b)
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ue f” Nos Diz Sobre f ?

Na Figura 6, as tangentes a essas curvas foram tracadas
em varios pontos. Na parte (a), a curva fica acima das
tangentes e f € chamada cOncava para cima em (a, b). Em
(b), a curva esta abaixo das tangentes g e € chamada
cOncava para baixo em (a, b).

VA B VA B

g

=Y

0

=Y

0

Cobncava para cima Cobncava para baixo
Figura 6(a) Figura 6(b)

19



ue f” Nos Diz Sobre f ?

Definicdo Se o grifico de festiver acima de todas as suas tangentes no intervalo I, en-
tao f € chamada cimcava para cima em [. Se o grifico de festiver abaixo de todas as
suas tangentes em [, entdo f € chamada concava para baixo em /.

A Figura 7 mostra o grafico de uma funcao que é concava
para cima (abrevia-se CC) nos intervalos (b, ¢), (d, e) e
(e, p), e cOncava para baixo (CB) nos intervalos (a, b),
(c,d)e(p, q)

)

D
B \/ P
C

0f a b ¢ d e p q X

| CD | CuU l— CD —}— CU —}— CU =} CD -

Figura 7 20



-ue f” Nos Diz Sobre f ?

Vamos observar como a segunda derivada nos ajuda a
determinar os intervalos de concavidade. Olhando para a

Figura 6(a), vocé pode ver que, indo da esquerda para a
direita, a inclinacao da tangente cresce.

VA B

0

Codncava para cima

Figura 6(a)
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-ue f” Nos Diz Sobre f ?

Isso significa que a derivada f’ € uma funcao crescente e,
consequentemente, sua derivada f” e positiva. Da mesma
forma, na Figura 6(b) a inclinacao da tangente decresce da
esquerda para a direita; logo, f’ decresce e, portanto, f” é
negativa.

g

ol 4

0

Concava para baixo
Figura 6(b)
22



ue f” Nos Diz Sobre f ?

Esse raciocinio pode ser invertido e sugere que o teorema
a sequir é verdadeiro.

Teste da Concavidade
(a) Se f"(x) > 0 para todo x em I, entiio o grifico de f ¢ concavo para cima em /.
(b) Se f"(x) = 0 para todo x em /, entdo o grafico de f € concavo para baixo em /.
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!mplo 4

A Figura 8 mostra um gréafico da populacéo de abelhas
cipriotas criadas em um apiario. Como cresce a taxa
populacional? Quando essa taxa € mais alta? Sobre quais
Intervalos P e concavo para cima ou concavo para baixo?

a0+

Numero de abelhas
{em milhares)

4{.--

20+

0l 3 & 9 12 15 18

Tempo (em semanas)

Figura 8 24



“Exemplo 4 — Solucao

Examinando a inclinacao da curva quando t cresce,
vemos que a taxa de crescimento populacional é
Inicialmente muito pequena, entao se torna maior até
atingir o maximo em cerca de t =12 semanas, e decresce
até a populacdo se estabilizar. A medida que a populacio
tende a seu valor maximo de cerca de 75.000 (chamada
capacidade de suporte), a taxa de crescimento, P'(t),
tende a 0. A curva parece ser concava para cima em

(0, 12) e cOncava para baixo em (12,18).
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ue f” Nos Diz Sobre f ?

Definicdo Um ponto P na curva y = f(x) é chamado ponto de inflexio se f € continua

no ponto e a curva mudar de concava para cima para concava para baixo ou vice-versa
em P.

Teste da Segunda Derivada Suponha que /" seja continua na proximidade de ¢.
(a) Se f'(c) = 0e f"(c) = 0, entdo f tem um minimo local em ¢.
(b) Se f'(c) = 0e f"(c) < 0, entdo f tem um méximo local em c.
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!mplo 6

Examine a curva y = x* — 4x3 em relacédo a concavidade,
aos pontos de inflexdo e minimos e maximos locais. Use

essa informacao para esbocar a curva.

Solucao: Se f(x) = x* — 4x3, entao
f'(x) = 4x3 — 12x2 = 4x?(x — 3),

f"(x)= 12x2% — 24x = 12x(Xx — 2).

27



!mplo 6 — Solucao ontinuacio

Para acharmos os numeros criticos, fazemos f(x) =0 e
obtemos x = 0 e x = 3. Para usar o Teste da Segunda
Derivada, calculamos f” nesses pontos criticos:

£7(0) = 0, £(3) = 36 > 0.

Umavez que f'(3) =0e f"(3) >0, f(3) =-27 € um minimo
local. [Na verdade, a expressao para f1{x) mostra que f
decresce a esquerda de 3 e cresce a direita de 3.]

Uma vez que f"(0) = 0, o Teste da Segunda Derivada nao
fornece informacdes sobre o numero critico O.
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!mplo 6 — Solucao

continuacao

Mas, uma vez que f'(x) < 0 para x <0 e também para

0 < x < 3, 0 Teste da Primeira Derivada nos diz que f nao
tem um maximo ou minimo local em 0. Como f"(x) =0
guando X = 0 ou 2, dividimos a reta real em intervalos com
esses numeros como extremidades e completamos a

seguinte tabela.

Intervalo

frlx) = 12x(x — 2)

Concavidade

(—oe, 0)
(0, 2)
(2, o)

+

_|_

para cima
para baixo
para cima
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!mplo 6 — Solucao

O ponto (0,0) € um ponto de inflexdo, uma vez que a curva
muda de concava para cima para concava para baixo ai.
Também (2, —16) é um ponto de inflexdo, uma vez que é
ali que a curva muda de cOncava para baixo para concava
para cima.

continuacao

Usando o minimo local, os ] e |
intervalos de concavidade e os \Joo
pontos de inflexao, esbogamos pomosde | N P2 [

a curva na Figura 11. N

(L,—16)

o)

Figura 11
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-ue f” Nos Diz Sobre f ?

OBSERVACAO O Teste da Segunda Derivada é
iInconclusivo quando f”(c) = 0. Em outras palavras, esse
ponto pode ser um maximo, um minimo ou nenhum dos
dois (como no Exemplo 6). Esse teste também falha
guando f”(c) nao existe. Em tais casos, o Teste da
Primeira Derivada deve ser usado. De fato, mesmo quando
ambos os testes sao aplicaveis, o Teste da Primeira da
Derivada é frequentemente mais facil de aplicar.
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!mplo I

Esboce o gréafico da funcao f(x) = x#3(6 — x)1/3.

Solucao: O calculo das duas primeiras derivadas da

4 — x () — —8
6 — x)3 J(x) = (6 — 2

f’(X) — 13

Uma vez que f'(x) = 0 quando x = 4 e f’(x) nao existe
guando x = 0 ou X = 6, 0S humeros criticos sao 0, 4 e 6.

Intervalo 4—x | 2 | 66— || FI® f
x=<0 + — + — decrescente em (—oe, 0)
D<x<4 + + + + crescente em (0, 4)
d<x<6 — + + — decrescente em (4, 6)
x>6 — + + — decrescente em (6, o)
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!mplo / — Solucao

continuacao

Para encontramos os valores extremos locais, usamos o
Teste da Primeira Derivada. Uma vez que o sinal de f’
muda de negativo para positivo em 0, f(0) =0 e um
minimo local. Ja que o sinal de f’"muda de positivo para
negativo em 4, f(4) = 253 é um maximo local. O sinal de f’
nao muda em 6; logo, ndo ha nem minimo, nem maximo
ai. (O Teste de Segunda Derivada poderia ser usado em 4,
mas nédo em 0 ou 6, uma vez que f” nao existe ai.)
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!I [!mplo 7 o SOIU(}éO continuagao

Examinando a expressao f"”(x) para e observamos que
x#3 > 0 para todos x, temos f”(x) < 0 para x < 0 e para
O<x<6ef”(x)>0parax>6.Logo,fé cbOncava para
baixo em (-, 0) e (0, 6) e cOncava para cima em (6, ©°),
e 0 Unico ponto de inflexao é (6, 0).
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!mplo / — Solucao

continuacao

O grafico esta esbocado na Figura 12.

YA

4 + (4,257
3 =4
71

y — x2,"3(6 - X)l,-’g

Figura 12

Observe gue a curva tem tangentes verticais em (0,0) e
(6,0), pois [f'(X)| oo quando x — 0 e quando x— 6.
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