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“Aproximacoes Lineares e Diferencials

Vimos que uma curva fica muito perto de sua reta tangente
nas proximidades do ponto de tangéncia. Na realidade,
dando um zoom em torno de um ponto sobre o grafico de
uma funcéo derivavel, notamos que o grafico se
assemelha cada vez mais a sua reta tangente. Essa
observacao € a base para um método de encontrar valores

aproximados de funcoes.

A ideia € que pode ser facil calcular um valor f(a) de uma
funcéo, mas dificil (ou mesmo impossivel) calcular os
valores de f em pontos proximos.



“inmagées Lineares e Diferencials

Assim, nos contentamos com os valores facilmente
calculados da funcéo linear L , cujo grafico € a reta
tangente a f em (a, f(a)) (veja a Figura 1).
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Figura 1



“inmagﬁes Lineares e Diferencials

Em outras palavras, usamos a reta tangente em (a, f(a))
COmMO uma aproximacao para a curvay = f(x) quando x
estiver proximo de a. Uma equacao dessa reta tangente &

e a aproximacao

1

y =f(a) +t'(a)(x —a)

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a)

é denominada aproximacéao linear ou aproximacao pela
reta tangente de f em a.



“inmagées Lineares e Diferencials

A funcéo linear cujo grafico € essa reta tangente, ou seja,

2 L(x) = f(a) + f'(a)(x — a)

é denominada linearizacao de f em a.



!mplo 1

Encontre a linearizacao da funcao f(x) =v/x +3 ema=1e
use-a para aproximar os numeros /3.98 e/4.05. Essas
aproximacoes estao superestimadas ou subestimadas?

Solucao: A derivada de f(x) = (x + 3)2 é
|

2x + 3

f'(x) =5 (X + 3)Y2 =

e assim temos f(1) = 2 e f'(1) :i .



!mplo 1 — Solucao

Colocando esses valores na Equacao 2, vemos que a
linearizacéo é

continuacao

L(x) =f(1) + FQ)(x—1) =2+ (x- 1)_% %

A aproximacao linear correspondente LL| é

7 .,
Jx+ 3 = 7 + % (quando x esta proximo de 1).



!mplo 1 — Solucao

Em particular, temos

continuacao

+ 2 =20125

=3

+5=1995 ¢ 405 =

12

3,98 =

A aproximacéao linear esta ilustrada na Figura 2.

Figura 2



!mplo 1 — Solucao

Vemos que, realmente, a aproximacao pela reta tangente é
uma boa aproximacao para a funcdo dada quando x esta
proximo de 1. Vemos também que nossas aproximacoes

Sao superestimadas, pois a reta tangente esta acima da
curva.

continuacao

Naturalmente, uma calculadora nos daria aproximacoes

para /3,98 e+/4,05 , mas a aproximacao linear funciona em
todo um intervalo.
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“inmagées Lineares e Diferencials

Na tabela a seguir comparamos as estimativas da
aproximacao linear do Exemplo 1 com os valores

verdadelros.

X De Lix) Valor Real

J39 0.9 1,975 1,97484176 . ..
v 3.08 0,98 1,995 1,99490373 . ..
JI 1 2 2,00000000 . . .
V405 1,05 2,0125 2,01246117 ...

4.1 1,1 2,025 2,02484567 . ..
J5 2 2,25 2,23606797 ...
N3 3 2,5 2,44948074 . . .
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“inmagﬁes Lineares e Diferencials

Observe na tabela, e também na Figura 2, que a
aproximacao pela reta tangente da boas estimativas
guando x esta proximo de 1, mas a precisao da
aproximacao deteriora a medida que x se afasta de 1.

74 %
/ (1,2)  y={x+3

" ol 1 y

Figura 2

12



“inmagﬁes Lineares e Diferencials

O exemplo a seguir mostra que usando uma calculadora
grafica ou computador podemos determinar o intervalo
dentro do qual uma aproximacao linear fornece uma
precisao especificada.
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I!llnmmJZ

Para que valores de x a aproximacao linear

N

4

tem precisao de 0,57 O gue se pode dizer sobre uma
precisao de 0,17

Solucao: Uma precisao de 0,5 significa que as funcoes
devem diferir por menos gue 0,5:

< 0,5

\/m—(%+i)

4
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!mplo 2 — Solucao B

Da mesma forma, podemos escrever

7 ;
\/m_o,5<—+§<«/m+o,5

4
0 que diz gue a aproximacao linear deve se encontrar

entre as curvas obtidas deslocando-se a curva y = /x + 3
para cima e para baixo por uma distancia de 0,5.
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!mplo 2 — Solucao

continuacao

A Figura 3 mostra a reta tangente y = (7 + X)/4 em
Interseccao com a curva superior y =

PeOQ.

%

y=+x+3-05

—1

Figura 3

10

Vx+3 +05em
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!mplo 2 — Solucao B

Dando um zoom e usando o cursor, estimamos que a
coordenada x de P seja em torno de — 2,66 e a
coordenada x de Q seja em torno de 8,66. Assim, vemos
pelo grafico que a aproximacao

T3~L 42
X ~ — -
4 4

tem precisao de 0,5 quando —2,6 < x < 8,6. (Arredondamos
por seguranca.)
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!mplo 2 — Solucao

De maneira analoga, da Figura 4 vemos que a
aproximacao tem precisao de 0,1 quando — 1,1 < x < 3,9.

continuacao

Figura 4
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Aplicacoes a Fisica
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“Aplicacoes a Fisica

As aproximacoes lineares sao muitas vezes usadas em
fisica. Ao analisar as consequéncias de uma equacao, um
fisico as vezes precisa simplificar uma funcéo,
substituindo-a por sua aproximacao linear. Por exemplo,
ao deduzir uma férmula para o periodo de um péndulo, 0s
livros de fisica obtém a expressao a; = — g sen fpara a
aceleracao tangencial e entao substituem sen 6 por dcom
a observacao de que sen @ esta muito proximo de dse 4
nao for grande.
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*Cagﬁes a Fisica

Vocé pode verificar que a linearizacao da funcéao

f(x) =senxema=0¢&L(x)=xe, assim, a aproximacao
linear em 0 &

sen X~ X

Assim, a deducao da formula para o periodo de um

péndulo usa a aproximacao pela reta tangente para a
funcao seno.
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cacoes a Fisica

Outro exemplo ocorre na teoria da optica, na qual os raios
de luz que chegam em angulos rasos em relacéo ao eixo
Otico sao chamados raios paraxiais. Na otica paraxial (ou
gaussiana), tanto sen & como cos ¢ sao substituidos por
suas linearizacoes. Em outras palavras, as aproximacoes
lineares

sen d~0 e cosf=~1

sao usados porque @ esta proximo de 0.
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Diferenciais
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!renciais

As ideias por tras das aproximacoes lineares séao algumas
vezes formuladas na terminologia e notacao de
diferenciais. Se y = f(x), onde f € uma funcao derivavel,
entao a diferencial dx € uma variavel independente, ou
seja, a dx pode ser dado um valor qualquer. A diferencial
dy € entéo definida em termos de dx pela equacéao

3 dy = f'(x) dx
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!renciais

Assim dy € uma variavel dependente; depende dos valores
de x e dx. Se a dx for dado um valor especifico e x for
algum numero especifico no dominio de f, entdo o valor
numerico de dy esta determinado.

O significado geométrico das diferenciais € mostrado na
Figura 5. 1

A

Figura 5
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!renciais

Seja P(x, f(x)) e Q(x + Ax, f(x + Ax)) pontos no grafico de f
e seja dx = Ax. A variacao correspondente emy is

Ay = f(x + AX) — f(X).

A inclinacao da reta tangente PR é a derivada f'(x). Assim,
a distancia direta de S para R é f'(x) dx = dy.
Consegquentemente, dy representa a distancia que a reta
tangente sobe ou desce (a variacao na linearizacao),
enguanto Ay representa a distancia que a curvay = f(x)
sobe ou desce quando x varia por uma gquantidade dx.
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!mplo 3

Compare os valoresde Ayedysey=f(x) =x3+x?-2x+1
e x varia (a) de 2 para 2,05 e (b) do 2 para 2,01.

Solucao:
(a) Temos
f(2)=23+22-2(2) + 1= 9,
f(2,05) = (2,05)° + (2,05)° — 2(2,05) + 1 = 9,717625,
Ay = 1(2,05) — f(2) = 0,717625.
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!mplo 3 — Solucao

Em geral, dy = f'(x) dx = (3x? + 2x — 2) dx.

continuacao

Quando x = 2 e dx = Ax = 0,05, torna-se

dy =[3(2)? + 2(2) — 2]0,05 =0,7.
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!mplo 3 — Solucao

(b)  £(2,01) = (2,01)3 + (2,01)2 — 2(2,01) + 1 = 9,140701,

continuacao

Ay = f(2,01) — f(2) = 0,140701.
Quando dx = Ax = 0,01,
dy = [3(2)? + 2(2) — 2]0,01 = 0,14.
Nosso exemplo final ilustra o uso de diferenciais na

estimativa de erros que ocorrem em virtude de medidas

aproximadas. 2



!mplo 4

O raio de uma esfera fol medido e descobriu-se que possuli
21 cm com uma possibilidade de erro na medida de no
maximo 0,05 cm. Qual é o erro maximo usando esse valor
de raio para computar o volume da esfera?

Solucao: Se o raio da esfera for r, entdo seu volume é

V =2 3. Se o erro na medida do valor de r for denotado
por dr = Ar, entao o erro correspondente no calculo do
valor de V € AV, gue pode ser aproximado pela diferencial

dV = 42 dr.
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!mplo 4 — Solucao

continuacao

Quando r =21 e dr = 0,05, temos
dV = 47(21)%0,05 ~ 277.

O erro maximo no volume calculado é de cerca de
277 cm3.
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!renciais

OBSERVACAO Embora o erro possivel no Exemplo 4
possa parecer muito grande, uma ideia melhor € dada pelo
erro relativo, que é calculado dividindo-se o erro pelo
volume total:

AV dv A1 dr dr

—~—

—_—~—

vV |% ;Lfn'r3 r
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!renciais

Assim, o erro relativo no volume é cerca de trés vezes o
erro relativo no raio. No Exemplo 4, o erro relativo no raio é
de aproximadamente dr/r = 0,05/21 ~ 0,0024 e produz um
erro relativo de cerca de 0,007 no volume. Os erros

também poderiam ser expressos como erros percentuais
de 0,24% no raio e 0,7% no volume.
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