4 Aplicacoes de
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-nitivas

Um fisico que conhece a velocidade de uma particula pode
desejar saber sua posicao em um dado instante. Um
engenheiro que pode medir a taxa de variacao segundo a
gual a agua esta escoando de um tanque quer saber a
guantidade escoada durante um certo periodo. Um bidlogo
gue conhece a taxa segundo a qual uma populacao de
bactérias esta crescendo pode querer deduzir qual o
tamanho da populacao em um certo momento futuro.



-ﬂtivas

Em cada caso, o problema & encontrar uma funcéo F cuja
derivada € uma funcéo conhecida f. Se a funcao F existir,
ela € chamada antiderivada de f.

Definicio Uma fungio F € denominada uma primitiva de f num intervalo I se
F'(x) = f(x) para todo x em /.




-nitivas

Por exemplo, seja f(x) = x2. Nao é dificil descobrir uma
primitiva de f se tivermos em mente a Regra da Poténcia.
De fato se F(x) = x3 logo F'(x) = x? =f(X). Mas a funcao
G(x) = x3 + 100 tambem satisfaz G’(x) = x2. Portanto, F e
G sao Drlmltlvas de f. De fato, qualquer funcao da forma
H(X) =3 - x3 + C, onde C é uma constante, é uma primitiva

de f.



-nitivas

O seqguinte teorema diz que f nao tem outra primitiva.

1| Teorema Se F & uma primitiva de f em um intervalo [, entio a primitiva mais ge-

ral de fem 7 é

F(x) + C,

onde C € uma constante arbitrfina.

Voltando a funcao f(x) = x?, vemos que primitiva geral de f
é 1x3+C.



-nitivas

Atribuindo valores especificos para a constante C,

obtemos uma familia de funcbes cujos graficos sao
translacdes verticais uns dos v
outros (veja a Figura 1). Isso

‘/ 43
faz sentido, pois j 2
cada curva deve ter a /) K
mesma inclinagdo em qualquer / 0/ ;

valor dado de x.

> — V=
v
y=73-1

— y= _2

Membros da familia de primitivas
de f(x) = x?
Figura l



!mplo 1

Encontre a primitiva mais geral de cada uma das seguintes
funcoes.

(@) f(x)=senx (b)fxX)=1/x ()f(x)=x", n#-1

SOLUCAO:

(a) Se F(X) = —cos X, entao F'(x) = sen x, logo uma
primitiva de sen x € —cos X. Pelo Teorema 1, a primitiva
mais geral € G(x) = —cos x + C.



!mplo 1 — Solucao

continuacao

(b) Sabe-se que

d |
_1 —_—
dx(nx) X

Logo, no intervalo (0, o) a primitiva geral de 1/x é In x + C.
Tambéem sabemos gue
d 1

_1 —
dx(n|x|) X

para todos x # 0. O Teorema 1 entéo nos diz que a
primitiva geral de f(x) = 1/x é In |x| + C em qualquer
Intervalo gque néao contenha 0. Em particular, isso é
verdadeiro em cada um dos intervalos (—o2, 0) e (0,2).



!mplo 1 — Solucao

continuacao

Logo a primitiva geral def é

Inx + C, sex >0
F(x) =
In(—x) + C;, sex <O

(c) Usamos a Regra da Poténcia para descobrir uma
primitiva de x". De fato, se n # -1, entao

d [ x"! (n + 1)x"
= = X
dx \n + 1 n+1

Logo, a primitiva geral de f(x) = x"é

xn—H

F(x)=n+1

+ C
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!mplo 1 — Solucao

continuacao

Isso é valido para n > 0, uma vez que f(x) = X" esta
definida em um intervalo. Se n for negativo (mas n #-1), &
valido em qualguer intervalo que néo contenha O.
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-nitivas

Como no Exemplo 1, toda formula de derivacéo, quando
lida da direita para a esquerda, da origem a uma formula
de primitivacdo. Na Tabela 2 listamos algumas primitivas

particulares.

2 | Tabela de Formulas de
Primitivacao

Para obtermos a primitiva
mais geral (em um
intervalo) a partir daquelas
da Tabela 2, devemos
adicionar uma constante
(ou constantes), como no
Exemplo 1.

Funcio Primitiva particular Funcgéo Primitiva particular
cf (x) cF(x) sen x —COS X
f(x) + g(x) F(x) + G(x) sec’x tg x
. ( “ 1 ) xn—l
x" (n 1 sec x tg x sec x
1 1
— =1
. In | x| e sen” 'x
x x 1 —1
¢ ¢ 1+x2 8
b*
b b cosh x senh x
COS X sen x senh x cosh x
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-nitivas

Cada formula na tabela € verdadeira, pois a derivada da
funcao na coluna direita aparece na coluna esquerda. Em
particular, a primeira formula diz que a primitiva de uma
constante vezes uma funcéo € a constante vezes a
primitiva da funcéo. A segunda formula afirma que a
primitiva de uma soma das primitivas. (Usamos a notacao
F'=f G =qg.)
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-nitivas

Uma equacao que envolva as derivadas de uma funcao é
chamada equacao diferencial. A solucao geral de uma
equacéao diferencial envolve uma constante arbitraria (ou
constantes). Contudo, podem ser dadas condicOes extras
gue vao determinar as constantes e assim especificar
univocamente a solucao.

14



Movimento Retilineo
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“Movimento Retilineo

A primitivacao é particularmente util na analise do
movimento de um objeto que se move em uma reta. Sabe-
se que se 0 objeto tem funcao posicao s = f(t), entao a
funcéo velocidade € v(t) = s'(t). Isso significa que a funcao
posicao é uma primitiva da funcao velocidade. Da mesma
maneira, a funcao aceleracao € a(t) = v'(t), logo, a funcao
velocidade € uma primitiva da aceleracdo. Se a aceleracéao
e os valores iniciais s(0) e v(0) forem conhecidos, entao a
funcao posicao pode ser determinada encontrando
primitivas duas vezes.
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!mplo 6

Uma particula se move em linha reta e tem aceleracéao
dada pelo a(t) = 6t + 4. Sua velocidade inicial € v(0) = -6
cm/s, e seu deslocamento inicial € s(0) =9 cm. Encontre
sua funcao posicao s(t).

SOLUCAO: Como Vv'(t) = a(t) = 6t + 4, a primitivacdo da

v(t):6%2+4t+C:3t2+4t+C.
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!mplo 6 — Solucao

Observe que v(0) = C. Mas nos é dado que v(0) = -6,
assmC=-6¢e

continuacao

v(t) = 3t2+ 4t — 6.
Uma vez que v(t) = s'(t), s é a primitiva de v:

3 2
s()=3= +4 - —6t+D =t3+2t2-6t+D,

Isso da s(0) = D. Temos s(0) =9, logo D =9 e a funcéo
posicao pedida e

S(t) =t3 + 2t2 — 6t + 9.
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