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-olemas de Otimizacao

Na solucao destes problemas praticos, o maior desafio
esta frequentemente em converter o problema em um
problema de otimizacdo matematica, determinando a
funcao que deve ser maximizada ou minimizada. Vamos
nos lembrar dos principios da resolucao de problemas.



-olemas de Otimizacao

Passos na Resolucao dos Problemas de Otimizacao

1.

Compreendendo o Problema A primeira etapa consiste em ler cuidadosamente o problema
até que ele seja entendido claramente. Pergunte-se: O que € desconhecido? Quais sao
as quantidades dadas? Quais sdo as condi¢oes dadas?

Faca um Diagrama Na maioria dos problemas, € util fazer um diagrama e marcar as quanti-
dades dadas e pedidas no diagrama.

Introduzindo uma Notagdo Atribua um simbolo para a quantidade que deve ser maximizada ou
minimizada (por ora vamos chamd-la Q). Selecione também simbolos (a, b, c, . . ., x, y)
para outras quantidades desconhecidas e coloque esses simbolos no diagrama. O uso de
iniciais como simbolos podera ajuda-lo — por exemplo, A para area, h para altura e ¢ para
tempo.

Expresse Q em termos de alguns dos outros simbolos da Etapa 3.

Se Q for expresso como uma fun¢@o de mais de uma variavel na Etapa 4, use a informa-
¢ao dada para encontrar as relacdes (na forma de equacdes) entre essas variaveis. Use en-
tdo essas equacoes para eliminar todas menos uma das varidveis na expressao de Q. As-
sim, Q sera expresso como uma fun¢ao de uma variavel x, digamos, Q = f (x). Escreva o
dominio dessa funcao.

Use os métodos das Secoes 4.1 e 4.3 para encontrar os valores maximo ou minimo abso-
[utos de f. Em particular, se o0 dominio de f € um intervalo fechado, entao o Método de In-
tervalo Fechado da Secao 1.4 pode ser usado.



!mplo 1

Um fazendeiro tem 1.200 m de cerca e gquer cercar um
campo retangular que esta na margem de um rio reto. Ele
nao precisa de cerca ao longo do rio. Quais sao as
dimensOes do campo gue tém maior area?



!mplo 1 — Solucao

A fim de percebermos o que esta acontecendo neste
problema, vamos fazer uma experiéncia com alguns casos
especiais. A Figura 1, fora de escala, mostra trés maneiras
possiveis de estender os 1.200 m de cerca.

400 200
500 500
1.000 400 400
100 100

Area= 100 - 1000 = 100.000 m? Area= 400 - 400= 160.000 m? Area= 500 - 200= 100.000 m?

Figura 1



“Exemplo 1 — Solucao

continuacao

Vemos que, ao tentarmos 0S campos rasos e extensos ou
profundos e estreitos, obtemos areas relativamente
pequenas. Parece plausivel gue exista alguma
configuracao intermediaria que produza a maior area.

A Figura 2 ilustra o caso geral. Desejamos maximizar a
area A do retangulo.

Figura 2



!mplo 1 — Solucao

Seja x e y a profundidade e a largura do retangulo (em
metros). Entao, expressamos A em termos de x ey:

A =Xy

continuacao

Queremos expressar A como uma funcao de apenas uma
variavel; assim, eliminamos y expressando-o em termos de
X. Para fazermos isso, usamos a informacao dada de que
0 comprimento total da cerca é de 1.200 m. Logo,

2x +y =1.200
Dessa equacao temos y = 1.200 — 2x, resultando assim

A = x(1.200 — 2x) = 1.200x — 2x>2.



!mplo 1 — Solucao

Observe que x > 0 e x < 600 (de outra forma resultaria
A < 0). Logo, a funcéo que desejamos maximizar €

continuacao

A(X) = 1.200x — 2x? 0 < x <600.

A derivada e A’(x) = 1.200 — 4%, logo, para encontrarmos
0S ndmeros criticos, resolvemos a equacao

1.200-4x=0

gue nos fornece x = 300. O valor maximo de A deve
ocorrer ou hesse ndmero critico ou em uma extremidade
do intervalo.



!mplo 1 — Solucao

Uma vez que A(0) = 0, A(300) = 180.000 e A(600) =0, 0
Metodo do Intervalo Fechado nos fornece o valor maximo
comoA(300) = 180.000.

[Alternativamente poderiamos ter observado gque

A" (X) = -4 < 0 para todo x, logo A é sempre cOncava para
baixo, e 0 maximo local em x = 300 deve ser um maximo
absoluto.]

Assim, o campo retangular deve ter 300 m de profundidade
e 600 m de extensao.

continuacao
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-olemas de Otimizacao

Teste da Primeira Derivada para Valores Extremos Absolutes Suponha que ¢ seja um niimero
critico de uma fungio continua f definida em um certo intervalo.

(a) Se f'(x) > 0 paratodo x < c e f(x) < 0 para todo x > ¢, entdio f (¢) € o valor
médximo absoluto de f.

(b) Se f'(x) < Oparatodox < ce f'(x) > 0 paratodo x = ¢, entdo f(c) é o valor mi-
nimo absoluto de f.
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Aplicacoes a Administracao
e a Economia
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Aplicacoes a Administracao

Sabemos que se C(x), a funcao custo, for o custo da
producao de x unidades de certo produto, entdo o custo
marginal é a taxa de variacdo de C em relacao a x. Em
outras palavras, a funcao de custo marginal € a derivada,
C'(x), da funcao custo.

Vamos considerar agora o marketing. Seja p(x) o preco por
unidade gque a companhia pode cobrar se ela vender x
unidades. Entao, p € chamada funcdo demanda (ou
funcao preco) e esperariamos que ela fosse uma funcéao
decrescente de X.
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Se x unidades forem vendidas e o preco por unidade for
pP(X), entao a receita total sera

R(X) = qunatidade x preco = xp(x)

e R é chamada funcao receita. A derivada R’ da funcao
receita € chamada funcéo receita marginal e é a taxa de
variacao da receita com relacao ao numero de unidades
vendidas.
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Se x unidades forem vendidas, entao o lucro total sera
P(x) = R(x) — C(x)

e P € chamada de funcao lucro. A funcéao lucro marginal
é P’, a derivada da funcao lucro.
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!mplo 6

Uma loja tem vendido 200 aparelhos de televisores de tela
plana por semana a $ 350 cada. Uma pesquisa de
mercado indicou que para cada $10 de desconto oferecido
aos compradores, o numero de TVs vendidas aumenta 20
por semana. Encontre a funcao demanda e a funcao
receita. Qual o desconto que a loja deveria oferecer para
maximizar sua receita?

Solucao: Se x for o numero de reprodutores de TVs
vendidas por semana, entao o aumento semanal nas
vendas sera x — 200. Para cada aumento de 20 unidades
vendidas, o preco caiem $ 10.
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!mplo 6 — Solucao

continuacao

Portanto, para cada unidade adicional vendida, o
decrescimo no preco sera . x 1( € a funcao demanda
sera

p(x) =350 -1 (x—200) =450 -} x.

b9 |

A funcao receita é

R(X) = xp(x) = 450x — 1x2.

Uma vez que R'(x) = 450 — x, vemos que R'(x) = 0 quando
X = 450. Este valor de x da um maximo absoluto pelo Teste
da Primeira Derivada (ou simplesmente observando que o

grafico de R é uma parabola que abre para baixo). 17



!mplo 6 — Solucao

O preco correspondente é

continuacao

p(450) = 450 — ! (450) = 225

e 0 desconto é 350 — 225 = 125. Portanto, para maximizar
a receita, a loja deveria oferecer um desconto de
$ 125.
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