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Roteiro para Esbocar uma Curva



“Reoteiro para Esbocar uma Curva

A lista a sequir pretende servir como um guia para esbocar
uma curva y = f(x) a mao. Nem todos os itens sao
relevantes para cada funcao. (Por exemplo, uma curva
pode n&o ter assintotas ou nao possuir simetria.) No
entanto, o roteiro fornece todas as informacoes
necessarias para fazer um esboco que mostre os aspectos
mais importantes da funcao.

A. Dominio E frequentemente Gtil comecar determinando
o dominio D de f, isto €, o conjunto dos valores de x para
0s quais f(x) esta definida.



-eiro para Esbocar uma Curva

B. InterseccOes com 0s Eixos A interseccao com o eixo
y € f(0). Para encontrarmos as interseccoes com 0 eixo X,
fazemos y = 0 e isolamos X. (Vocé pode omitir esse passo
se a equacao for dificil de resolver.)

C. Simetria

(i) Se f(—x) = f(x) para todox em D, isto é, a equacéao da
curva ndo muda se x for substituido por —x, entéo f € uma
funcao par, e a curva e simetrica em relacdo ao eixoy.



-eiro para Esbocar uma Curva

Isso significa gue nosso trabalho fica cortado pela metade.
Se soubermos como é a curva para x = 0, entao
precisaremos somente refletir em torno do eixo y para
obter a curva completa [veja a Figura 3(a)].
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Funcéo par; simetria reflexional

Figura 3(a)

Alguns exemplos sdo: y = x2,y =x% y = x|, e y = cos X.



-eiro para Esbocar uma Curva

(i) Se f(—x) = —f(x) paratodo x em D, entdo f € uma
funcao impar e a curva é simeétrica em relacao a origem.
Novamente, podemos obter a curva completa se
soubermos como ela é para x > 0. [Girando 180° em torno,
da origem; veja a Figura 3(b).] Alguns exemplos simples de
funcbes impares sdo: y = X,y = X3,y = X> e y = sen X.
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Funcao impar; simetria rotacional
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Figura 3(b)



-eiro para Esbocar uma Curva

(i) Se f(x + p) = f(x) para todo x em D, onde p € uma
constante positiva, entao f € chamada funcéo periodica,
e 0 menor desses numeros p € chamado periodo. Por
exemplo, y = sen x tem o periodo 2z e y = tg x tem periodo
7. Se soubermos como € o grafico em um intervalo de
comprimento p, entao poderemos usar a translacao para
esbocar o grafico inteiro (veja a Figura 4).
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a—p 0 a a+p a+2p X

Funcdes periddica: simetria translacional
Figura 4



-eiro para Esbocar uma Curva

D. Assintotas

(i) Assintotas horizontais. Se lim, , _ f(x) =L ou

lim, ,_f(X) =L, entao a linhay = L € uma assintota
horizontal da curva y = f(x). Se resultar que lim, ...

f(X) = oo (ou —o0), entdo ndo temos uma assintota a direita,
0 que também é uma informacao proveitosa no esboco da
curva.



-eiro para Esbocar uma Curva

(i) Assintotas verticais. A reta X = a € uma assintota
vertical se pelo menos uma das seguintes afirmativas for
verdadeira:

1 lim f(x) = oo lim f(x) = o

X—d X—>a

lim f(x) = —o lim f(x) = —x

x—at x—a~

(Para as funcoOes racionais, vocé pode localizar as
assintotas verticais igualando a zero o denominador, apos
ter cancelado gualquer fator comum. Mas para as outras
funcdes esse método nao se aplica.)
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“Reoteiro para Esbocar uma Curva

Além disso, ao esbocar a curva é muito util saber
exatamente qual das afirmativas em [7] é verdadeira. Se
f(a) nao estiver definida, mas a for uma extremidade do
dominio de f, entdo vocé deve calcular lim, . - f(x) ou
lim, .+ f(x), seja esse limite infinito ou nao.

(i) Assintotas obliquas.

E. Intervalos de Crescimento ou Decrescimento Use o
Teste C/D. Calcule f'(x) e encontre os intervalos nos quais
f'(x) é positiva (f é crescente) e os intervalos nos quais
f'(X) € negativa (f € decrescente).
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“Reoteiro para Esbocar uma Curva

F. Valores Maximos e Minimos Locais Encontre os
numeros criticos de f [os numeros ¢ nos quais f'(c) = 0 ou
f'(c) nao existe]. Use entdo o Teste da Primeira Derivada.
Se f'muda de positiva para negativa em um numero critico
c, entdo f(c) € o maximo local. Se f' muda de negativa para
positiva em ¢, entao f(c) € um minimo local. Apesar de ser
usualmente preferivel usar o Teste da Primeira Derivada,
VOCé pode usar o Teste da Segunda Derivada se f'(c) =0
e f”(c) # 0. Entao f"(c) > 0 implica que f(c) € um minimo,
enguanto f”(c) < 0 implica que f(c) € um maximo local.
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“Reoteiro para Esbocar uma Curva

G. Concavidade e Pontos de Inflexao Calcule f"(x) e
use o Teste da Concavidade. A curva e cOncava para

cima se f”(x) > 0, e concava para baixo se f”(x) < 0. Os
pontos de inflexao ocorrem quando muda a direcao da
concavidade.

H. Esboco da Curva Usando as informacdes nos itens
A—G, faca o grafico. Coloque as assintotas como linhas
tracejadas. Marque as intersecc0es com 0S eixo0s, 0S

pontos de maximo e de minimo e os pontos de inflexao.
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-eiro para Esbocar uma Curva

Entao, faca a curva passar por esses pontos, subindo ou

descendo de acordo com E, com a concavidade de acordo
com G e tendendo as assintotas. Se precisao adicional for
desejada proximo de algum ponto, vocé podera calcular o
valor da derivada ai. A tangente indica a direcéo na qual a

curva segue.
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!mplo 1

2x?

x> — 1

Use o roteiro para esbocar a curva y =

A. O dominio é
X|x2=1#0}={|x#x1} =(-o0,-1)U(-1,1) U, =)

B. As intersecc0es com 0s €eixos X e y sao ambas 0.

C. Uma vez que f(—x) = f(x), a funcao f é par. A curva &
simétrica em relac&o ao eixo y.
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continuacao

!mplo 1
2x° 2

lim = lim =2
D. o x2 — 1 xore | — 1/x7

Portanto, a reta y = 2 € uma assintota horizontal.

Uma vez que o denominador é zero quando x = #1,
calculamos os seguintes limites:

, 2x? , 2x?
Iim : = im > — — 0
=1t x — ] L |
, 2x? , 2x>
Iim : = —o0 Iim > = o
x—-1t x= — 1 x——1- x- — 1
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!mplo 1

continuacao

Consequentemente, as retas x = 1 e X = -1 sao assintotas
verticais. Essa informacéao sobre os limites e as assintotas
permite-nos tracar um esboco preliminar na Figura 5
mostrando as partes da curva proximas das assintotas.

-}
=Y

Esboco preliminar

Figura 5
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continuacao

oL Ax(x* — 1) — 2x* -+ 2x _ —4x
E. f'x) = (xz — 1)2 (x2 _ 1)2

Como f(x) >0 quando x <0 (x #-1) e f'(x) < 0 quando
X>0(x#1),fécrescenteem (—oo,-1)e (-1,0) e
decrescente em (0, 1) e (1, c0).

F. O unico numero critico € x = 0. Uma vez que f' muda de
positiva para negativa em 0, f(0) = 0 € um maximo local
pelo Teste da Primeira Derivada.
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!mplo 1

continuacao

—4(x> — 1) + 4x - 2(x> — 1)2x  12x% + 4
(x> — 1) (x* = 1)°

G. f(x) =
Uma vez que 12x? + 4 > 0 para todo X, temos
f"X) >0 <= x°=1>0 <= [x|>1

e f"(x) <0< |x| < 1. Assim, a curva € concava para cima
nos intervalos (—oo, —1) e (1,c0) e cOncava para baixo em
(—1, 1). Nao ha ponto de inflexao, ja que 1 e —1 nao estao
no dominio de f.
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!mplo 1

continuacao

H. Usando a informacao em E-G, finalizamos o esboco da

Figura 6.

=Y

.2
Esboco final de y = 3"’ N
-

Figura 6
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Assintotas obliquas
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!l’ntotas Obliguas

Algumas curvas tém assintotas que sao obliquas, isto é,
nao sao horizontais nem verticais. Se

lim [ f(x) — (mx + b)] =0

X—>00

onde m#0,entadoaretay=mx+b
é chamada assintota obliqua, ol e "
pois a distancia vertical entre a )= (mx+b)—
curvay=f(x)ealinhay=mx+ b
Tende a 0, como na Figura 12.
(Uma situacao similar existe se -
X —>— oo)

y=mx+b

Figura 12
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!l’ntotas Obliguas

Para funcdes racionais, assintotas obliquas ocorrem
guando a diferenca entre os graus do numerador € do
denominador € igual a 1. Neste caso, a equacéo de uma
assintota obliqua pode ser encontrada por divisdo de
polindbmios, como no exemplo a seguir:
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!mplo 6

3

Esboce o grafico de f(x) = — T
X

A. O dominio éR = (— co0,00).
B. As intersecc0es com 0s €eixos X e y sao ambas 0.

C. Vista que f(—x) = —f(x), f € impar, e seu grafico, simeétrico
em relacao a origem.

D. Como x?+ 1 nunca € 0, ndo ha assintota vertical.
Uma vez que f(X) > oo quando X — <o e f(X) >— oo
guando X —— oo Nao ha assintota horizontal.
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!mplo 6

continuacao

Mas a divisao de polindmios fornece

N A
) e R

Essa equacao sugere que y = X € uma candidata a
assintota obliqua. De fato,

X X
S) = x=——— = - o 0 quando x— *=
2

Logo, a reta y = X € uma assintota obliqua.
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!mplo 6

continuacao

O+ ) =X e2x . xP(x? + 3)

(xz + 1)2 (xz + 1)2

E. f'(x)

Uma vez que f'(x) > 0 para todo x (exceto 0), f é crescente
em (—oo,c0).

F. Embora f’'(0) = 0, f"ndo muda o sinal em 0, logo
nao ha maximo ou minimo local.
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!mplo 6

continuacao

(@7 o) 1) — (xt + 3x7) - 2(x + 1)2x

2x(3 — x?)

G. f”(X) (xz + 1)4

Visto que f”(x) = 0 quando x = 0 ou X =++/3, montamos o a

seguinte tabela:

(x*+ 1)

Intervalo x 3 — x* (x*+ 1P f(x) f
x< =3 — — + + CCem (—e, —/3)
—J3 <x<0D - + + — CB em (—+/3, 0)
D<x=43 + + + + CCem (0,/3)
x>43 + — + — CB em (/3 =)

Os pontos de inflexdo sdo (—/3. —3v/3). (0, 0), e(v/3.3/3).
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!mplo 6

continuacao

H. O grafico de f estd esbocado na Figura 13.

pontos de
inflexio

Figura 13 28



