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_O Teorema do Valor Médio

Veremos gue muitos dos resultados deste capitulo
dependem de um fato central, que € chamado Teorema do
Valor Médio. Mas, para chegar ao Teorema do Valor
Medio, precisamos primeiro do seguinte resultado.

Teorema de Rolle Seja fuma fungiio que satisfaga as seguintes hipdteses:
1. fé continua no intervalo fechado [a, b].

2 [ é derviavel no intervalo aberto (a, b).

3 fla)=f(b)

Entio, existe um nimero ¢ em (a, b) tal que f'(c) = 0.

Antes de darmos a demonstracéao, vamos olhar os graficos

de algumas funcdes tipicas que satisfacam as trés
hipoteses.
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A Figura 1 mostra os graficos de guatro dessas funcoes.
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Em cada caso, parece que ha pelo menos um ponto
(c, f(c)) onde a tangente é horizontal e, portanto, f'(c) = 0.
Assim, o Teorema de Rolle & plausivel.



!mplo 2

Demonstre que a equacao x3 + x — 1 = 0 tem exatamente
uma raiz real.

Solucéao: Primeiro, usamos o Teorema do Valor
Intermediario para mostrar que existe uma raiz. Seja

fx) =x3+x—-1.Entdo f(0)=-1<0ef(1)=1>0.Comofé
uma funcao polinomial, ela & continua; assim, o Teorema
do Valor Intermediario afirma que existe um numero c
entre O e 1 tal que f(c) = 0. A equacao dada, portanto, tem
uma raiz.



“Exemplo 2 — Solucao

continuacao

Para mostrar qgue a equacao nao tem outra raiz real,
usamos o Teorema de Rolle e argumentamos por
contradicao. Suponha que ele tenha duas raizes a e b.
Entao f(a) = 0 = f(b) e, uma vez que f € uma funcéo
polinomial, é derivavel em (a, b) e continua em [a, b].
Assim, pelo Teorema de Rolle, existe um numero c entre a
e b entre f’(c) = 0. Mas

ffx)=3x2+12>1 para todos X

(uma vez que x? > 0), portanto, f'(X) nhunca pode ser zero.
Isso fornece uma contradicdo. Portanto, a equacao nao
pode ter duas raizes reais.
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Nosso principal uso do Teorema de Rolle é na

demonstracao do seguinte importante teorema, o qual foi
primeiro enunciado por outro matematico francés, Joseph-

Louis Lagrange.

ou, de maneira equivalente,

2

0 Teorema do Valor Médie Seja fuma funcio que satisfaga as seguintes hipéteses:
1. fé continua no intervalo fechado [a, b].

2. fé derivdavel no intervalo aberto (a, b).
Entiio, existe um nimero ¢ em (a, b) tal que

fb) — f(a)
b—a

flle) =

fb) = fla) = fc)b — a)
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Antes de demonstrarmos esse teorema, podemos ver que
ele é razoavel interpretando-o geometricamente. As
Figuras 3 e 4 mostram os pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b))
sobre os graficos de duas funcdes derivaveis.
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A inclinac&o da reta secante AB é

f(b) — fla)
b — a

3 NMap

gue é a mesma expressao mostrada no lado direito da
Equacéo 1. Uma vez que f'(c) é a inclinacao da reta
tangente no ponto (c, f(c)), o Teorema do Valor Méedio na
forma dada pela Equacéo 1, diz que ha, no minimo, um
ponto P(c, f(c)) sobre o grafico onde a inclinacao da reta
tangente é igual a inclinacao da reta secante AB. Em
outras palavras, ha um ponto P onde a reta tangente é
paralela a reta secante AB.

10



!mplo 3

Para ilustrarmos o Teorema do Valor Médio com uma
funcao especifica, vamos considerar f(x) =x3—x,a=0, b =
2. Uma vez f € uma funcao polinomial, entdo ela é continua
e derivavel para todo x; logo, é certamente continua em

[0, 2] e derivavel em (0, 2). Portanto, pelo Teorema do
Valor Meédio, existe um numero ¢ em (0, 2) tal que

f(2) — f(0) = f'(c)(2 — 0).
Agora f(2) = 6, f(0) =0 e f'(x) = 3x? — 1, e essa equacao
fica
6=(3c?—1)2 =6¢%—-2
0 que da ¢ = % isto é ¢ =+2/,/3. Mas ¢ deve estar
(0, 2), entdo,c = 2/4/3.
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!mplo 3

A Figura 6 ilustra esse calculo: a reta tangente neste valor
de c e paralela a reta secante OB.

continuacao

=8/

Figura 6
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!mplo 5

Suponha que f(0) = -3 e f’(x) £ 5 para todos os valores de
X. Quao grande f(2) pode ser?

Solucao: Foi-nos dado que f e derivavel (e, portanto,
continua) em toda parte. Em particular, podemos aplicar o
Teorema do Valor Medio ao intervalo [0, 2]. Existe, enté&o,
um numero c tal que

£(2) — f(0) = f'(c)(2 = 0)

logo f(2) = f(0) + 2f'(c) = =3 + 2f'(c).
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!mplo 5 — Solucao

Foi-nos dado que f'(x) <5 para todo x; assim, sabemos
gue f'(c) < 5. Multiplicando por 2 ambos os lados dessa
desigualdade, temos 2f’(c) < 10, logo

continuacao

f(2) =-3+2f'(c)<-3+10=7.

O maior valor possivel para f(2) é 7.
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O Teorema do Valor Medio pode ser usado para

estabelecer alguns dos fatos basicos do calculo diferencial.

Um deles é o teorema a seguir.

B

Teorema Sef'(x) = 0 para todo x em um intervalo (a, b), entéio ' é constante em

(a, b).

7

Corolaric Se f'(x) = g'(x) paratodo x em um intervalo (a, b), entdo f — g ¢ cons-

tante em (a, b); isto &, f(x) = g(x) + ¢, em que ¢ € uma constante.
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Observacao:
E necessario cuidado ao aplicar o Teorema 5. Seja

f{_ﬂ:iz{l se x =0

|x | —1 sex <=0

O dominiodefée D ={x | x # 0} e f'(x) = 0 para todo x em
D. Mas f nédo é, obviamente, uma funcéo constante. Isso
nao contradiz o Teorema 5, pois D nao € um intervalo.
Observe gue f & constante no intervalo (0, cc) e também no
Intervalo (— oo, 0).
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