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-egra da Cadeia

Suponha que vocé precise derivar a funcao
Fx)=+/x2+1
As formulas de derivacao que vocé aprendeu nas secoes
precedentes deste capitulo nao lhe permitem calcular F'(x).
Observe gque F € uma funcdo composta. Na realidade, se
assumirmos y =f (u) = Vi eu= g(X) = x? + 1, entao
podemos escrever y=F (x) =f(g(x)), ouseja, F=f-Q.
Sabemos como derivar ambas f e g, entao seria util ter
uma regra que nos dissesse como achar a derivada de

F =f.g emtermos das derivadas de f e g.



“A'Regra da Cadeia

O resultado € que a derivada da funcdo compostafegé o
produto das derivadas de f e g. Esse fato € um dos mais
Importantes das regras de derivacao e é chamado Regra
da Cadeia. Ela parece plausivel se interpretarmos as
derivadas como taxas de variacao. Considere du/dx como
a taxa de variacao de u com relacao a x, dy/du como a
taxa de variacao de y com relacao a u e dy/dx como a taxa
de variacao de y com relacao a x. Se u variar duas vezes
mais rapido gue x, e y variar trés vezes mais rapido que u,
entao parece plausivel que y varie seis vezes mais rapido
gue X e, portanto, esperamos que

dy dy du

dx du dx



-egra da Cadeia

A Regra da Cadeia Se g for derivivel em x e f for derivavel em g(x), entio a fungfio
composta F = f = g definida por F(x) = f(g(x)) € derivavel em x e F' ¢ dada pelo pro-
duto

F'(x) = f'(g(x)) - g'(x).
Na notagfio de Leibniz, se y = f(u) e u = g(x) forem fungdes derivdveis, entdo

dy dy du
dx  du dx’




-egra da Cadeia

A Regra da Cadeia pode ser escrita nha notacao linha

2 (feg)'(x) =1'(a(x)) - 9'(x)

ou, sey = f(u) e u = g(x), na notacao de Leibniz:

dy _ dy du
dx du dx
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A Equacéao 3 e facil de ser lembrada, pois se dy/du e du/dx
fossem guocientes, poderiamos cancelar du. Lembre-se,
entretanto, de que du néo esta definida, e du/dx nao deve
ser interpretado como um quociente de fato.



!mplo 1

Encontre F'(x) se F(x) =vx* + 1,

Solucao 1: (usando a Equacao 2): Expressamos F como F
(x) = (fe g)(x) = f(g(x)), onde f(u) = u2g(x)=x2+1.
Uma vez que

Flu) = hu ' = 2\1/; e g(X)=2%
temos F'(X) =f'(g(x)) * 9'(X)
1 X

— c Dy =
24x%2 + 1 : x2+ 1



!mplo 1 — Solucao 2

SOLUCAO 2: (usando a Equacéo 3): Se fizermos
u=x2+1ley= Vu,entdo

continuacao
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-egra da Cadeia

Quando usarmos a Formula 3, deveremos ter em mente
gue dy/dx refere-se a derivada de y quando y for
considerada uma funcao de x (chamada de derivada de y
em relacéo a x), enquanto dy/du se refere a derivada de y
guando é considerada funcéo de u (a derivada de y em
relacao a u). No Exemplo 1, y pode ser considerada uma
funcao de x (y =,/x2 + 1) e também uma funcéo de

u (y =+u). Observe que

L i) = = o =)=~
i Jo 1 enquanto o= = oo



-egra da Cadeia

Em geral, se y = sen u, onde u é uma funcéo derivavel de
X, entao, pela Regra da Cadeia,

dy dy du du
— = ——— =CcOoSU—
dx du dx dx
Assim
d du

— (sen u) = cos u —
dx dx

De modo analogo, todas as formulas para derivar funcoes
trigonomeétricas podem ser combinadas com a Regra da

Cadeia.

Vamos explicitar o caso especial da Regra da Cadeia,

onde a funcao de fora f € uma funcao poténcia.
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-egra da Cadeia

Se y =[g(x)]", entao podemos escrever y = f(u) = u" onde
u = g(x). Usando a Regra da Cadeia e, em seguida, a
Regra da Poténcia, obteremos

dy dy du . d

— _Ll — n—1_1
dx du dx i dx g™ g'(x)

4 | A Regra da Poténcia Combinada com a Regra da Cadeia Se n for qualquer nmimero

real e u = g{x) for derivdvel, entio

d my n—ldu
E(u)—rm =

Alternativamente, % [g(x)]* = n[g(x) ] - g'(x).




!mplo 3

Derive y = (x3 — 1)19,

Solucao: Fazendou=g(x)=x3*-1en=100em [4kfmos

(x3 —1)10 =100(x3 —1)*° (x3—1)

& d 4
dx = dX)(x3 - 1)% - 3x2 = 300x2(x3 - 4X)%9
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-egra da Cadeia

Podemos usar a Regra da Cadeia para derivar uma funcao
exponencial com qualquer base a > 0. Lembre-se de que

a=¢elna | ogo
ax = (eln a)x — e(ln a)X
e a Regra da Cadeia da
d d d
Y (aX) = — e(ln a)X) — e(ln aX —— In a)x
(@) = o (e - (Ina)

= elnax.na=a*ln a
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-egra da Cadeia

porque In a € uma constante. Entao temos a formula

—(@*) =a"lna
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-egra da Cadeia

Em particular, se a = 2, obteremos

6 L2y =2xIn2.
dx

Demos a estimativa

i(2X) ~ (0,69)2~

dx

Ela é consistente com a formula exata (6), pois
In 2 = 0,693147.

A razao para o nome “Regra da Cadeia” fica evidente se
flzermos uma cadeia maior adicionando mais um elo.

15



-egra da Cadeia

Suponha que y = f(u), u = g(x) e x = h(t), onde f, g e h sao
funcdes derivaveis. Entao, para calcular a derivada de y
em relacao a t, usamos duas vezes a Regra da Cadeia:

dy dy dx dy du dx
dt dx dt du dx dt
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Como Demonstrar a Regra da
Cadela
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~ Como Demonstrar a Regra da

-Cadela
Sabe-se que, se y = f(x) e x varia de a para a + AXx,
definimos o incremento de y como

Ay = f(a + Ax) — f(a).

De acordo com a definicao de derivada, temos

lim A _ f'(a)

Ax—0 A_x
Dessa forma, se denotarmos por ¢ a diferenca entre o
guociente de diferencas e a derivada, obteremos
Iim & = lim(

Ax—0 Ax—0

2—1 —f’(a)) = f'a) — f'(@) = 0.
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~ Como Demonstrar a Regra da

Cadela
Mas

AY e = ﬁ — flla)AX =
Ax

Se definirmos € como 0 quando Ax = 0, entao € se torna
uma funcao continua de Ax. Assim, para uma funcéao
diferenciavel f, podemos escrever

Al7|f'(@a) Ax + e Axonde € - 0 como AXx — O

e € € uma funcéo continua de Ax. Essa propriedade de
funcdes diferenciaveis é que nos possibilita demonstrar a
Regra da Cadeia.
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