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A Regra do Produto



-egra do Produto

Por analogia com as Regras da Soma e da Diferenca,
alguém poderia tentar conjecturar, como Leibniz o fez trés
séculos atras, que a derivada de um produto € o produto
da derivada. Contudo, podemos ver que esta conjectura
esta errada examinando um exemplo particular.Seja

f(x) = x e g(x) = x°. Entdo a Regra da Poténcia fornece f'(x)
=1 e g'(x) = 2x. Mas (fg)(x) = x3, logo (fg)'(x) = 3x>.
Assim. (fg)" = f'g’.



-egra do Produto

A formula correta foi descoberta por Leibniz (logo depois
de tentar a formula falsa) e € chamada Regra do Produto.

Antes de enunciar a Regra do Produto, vamos ver como
poderiamos descobri-la. Comecamos assumindo que

u = f(x) e v =g(x) sao ambas funcdes positivas derivaveis.
Entao podemos interpretar o produto uv como uma area de
uma retangulo (veja a Figura 1).
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Geometria da Regra do Produto
Figura 1



-egra do Produto

Se x variar uma quantidade Ax, as variacoes
correspondentes entdao em u e v sao

Au = f(X + AX) — f(X), AV = g(X + AX) — g(X)

e 0 nhovo valor do produto, (u + Au)(v + Av), pode ser
iInterpretado como a area do retangulo maior da Figura 1
desde Au e Av sejam positivos).

A variacao na area do retangulo é

1| A(uv) = (u+ Au)(v+ Av) —uv =U AV + V AU + AU Av
= a soma das trés sombreadas.




-egra do Produto

Se dividirmos por AX, obtemos

A(uv) —u£+ Au Au&

Ax Ax Ax Ax
Se fizermos Ax — 0, obteremos a derivada de uv:
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-egra do Produto

> d (uv) dv N du
—(uv) = u—+ v—
dx dx dx

(Observe que Au — 0 quando Ax — 0, uma vez que f é
derivavel e, portanto, continua).

Embora tenhamos inicialmente suposto (para a
Interpretacao geomeétrica) que todas as quantidades sao
positivas, vemos gue a Equacéao 1 € sempre verdadeira. (A
algebra é valida se u, v, Au e Av forem positivos ou
negativos).



-egra do Produto

Logo, demonstramos a Equacao 2, conhecida como a
Regra do Produto, para todas as funcoes diferenciaveis

ueyv.

A Regra do Produto Se f e g sfo ambas derivdveis, entdo

L[ A(=)g(e)] = £0) < [90)] + 9(x) - [ /)

Em outras palavras, a Regra do Produto diz que a derivada
de um produto de duas funcoes é a primeira funcao vezes
a derivada da segunda funcao mais a segunda funcao
vezes a derivada da primeira funcao.



!mplo 1

(a) Se f(x) = xe*, encontre f'(x).

(b) Encontre n-enésima derivada, f("(x).

Solucao
(a) Pela Regra do Produto, temos

S'(x) = L (ve)
dx
d d
=x——(ef) et == (%)

=xe'te' -1 =(x+ 1)
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!mplo 1 — Solucao

continuacao

(b) Usando a Regra do Produto uma segunda vez,
obtemos

£ === [0+ e’

= (x + l)d%c(e"") + e"‘%(x + 1)

=(x+ De*+e" - 1= (x+2)e’
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!mplO 1 — SOIU(}éO continuagao

Aplicacoes subsequentes da Regra do Produto nos dao
f""(x) = (X + 3)e* f(x) = (X + 4)eX

Na realidade, cada derivacao sucessiva adiciona outro
termo e*, logo

fM(x) = (X + n)ex.
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A Regra do Quociente
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-egra do Quociente

Vamos determinar uma formula para derivar o quociente
de duas funcbes diferenciaveis u = f(x) e v = g(x) do
mesmo modo gue obtivemos a Regra do Produto. Se x, u,
e v variam em guantidades Ax, Au e Av, entao a
correspondente variacao no quociente u/v sera

Al u+Au u (u+ Auwp — ul + Av)
v + Av v v(v + Av)

vAu — ulv
v(v + Av)

14



-egra do Quociente

logo,
Au Av
V— —uU—
d [ u . A(u/v) i Ax Ax
—| — ] = lim = lim
dx \ v Aav—0  Ax ar—0  p(v + Av)

Como Ax — 0, Av — 0 também, pois v = g(x) é derivavel e,
portanto, continua. Logo, usando Propriedades dos
Limites, obtemos

i Au s Av du dv
p im — — u lim — V)— — U —
i wy\ o Ao Ax Av—0 Ax ~dx dx
dx \ v viimo(v + Av) v’
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-egra do Quociente

A Regra do Quociente Se f e g sdo deriviveis, entiio

dx - [g)1

d d
d [ £ ] 90~ ] = £ 5 - [9()]
g(x)

Em outras palavras, a Regra do Quociente diz que a
derivada de um quociente é o denominador vezes

a derivada do numerador menos o numerador vezes a
derivada do denominador, todos divididos pelo quadrado

do denominador.
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!mplo 4

x>+ x—2

: Entao
x°+ 6

Seja y =

d d
xX*+60)—(x*+x—2)—(x*+x—2)— (x> + 6)
dx dx

/

Y (x* + 6)°

P+ 6e)C2x+ 1) — (x+ x — 2)(3x%)
B (x* + 6)°

2x* 4+ x>+ 12x + 6) — (Bx* + 3x° — 6x7)
(x* + 6)°

—x*=2x 4+ 6x2+ 12x + 6
(x* + 6)°
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-egra do Quociente

Tabela de Formulas de Derivacao

d d Y e n—1 i > T
E(C)=O E(x)—nx dx(e)—e
(cf) = cf’ (f+9' =f +4¢ (f=9' = -4
(f9)" =f9" + gf' <i> = u

g g
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