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-erivada como uma Funcao

Na secao precedente consideramos a derivada de uma
funcao f em um numero fixo a:

1 ) = fim L0 1)~ 1@

h—0 h

Agui mudamos nosso ponto de vista e deixamos o0 humero
a variar. Se substituirmos a na Equacao 1 por uma variavel
X, obtemos

2 £x) = lim L&D =@
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“A'Derivada como uma Funcao

Dado qualquer numero x para o qual esse limite exista,
atribuimos a x o numero f'(x). Assim, podemos considerar f'
como a nova funcéo, chamada derivada de f e definida
pela Equacéao 2. Sabemos que o valor de f' em x, f'(x),
podem ser interpretado geometricamente como a
Inclinacao da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(x)).

A funcéo f' € denominada derivada de f, pois foi "derivada”
a partir de f pela operacao-limite na Equacéao 2.

O dominio de f' € o conjunto {x|f'(x) existe} e pode ser
menor que o dominio de f.



!mplo 1

O grafico de uma funcéao f € ilustrado na Figura 1. Use-o0
para esbocar o grafico da derivada f'.

YA

y = fl(x)

=Y

ol 0 Ny

Figura 1




!mplo 1 — Solucao

Podemos estimar o valor
da derivada para qualgquer
valor de x tracando a

\ =

tangente no ponto (X, f(x))

e estimano sua

Inclinacdo. Por exemplo,

para X = 5 tracamos a

tangente em P na Figura |
2(a) e estimamos sua
inclinacdo como cerca de
, entao f'(9) = 1,5.

(a)

(b)

Figura 2



!mplo 1 — Solucao

continuacao

ISso nos permite B
desenhar o ponto P'(5, V4
1,5) sobre o grafico de o\ 2
f' diretamente abaixo T _ *
de P. Repetindo esse
procedimento em ’ s
VArios pontos, Ay //
obteremos o gréafico T S A
ilustrado na Figura 2(b). -/

Figura 2



!mplo 1 — Solucao

Observe gue as tangentes em A, B e C sao horizontais;
logo, ali a derivada é 0 e o grafico de f' cruza o eixo X nos
pontos A', B' e C’, diretamente abaixo de A, B e C. Entre A
e B, as tangentes tém inclinacao positiva; logo f'(x) &
positiva ali. Mas entre B e C as tangentes tém inclinacao
negativa; logo, f'(x) 4 € negativa.

continuacao




-erivada como uma Funcao

Quando x estiver proximo de 0, ,/x estard préximo a 0,
logo, f'(x) = 1/(2+/x ) é muito grande, e isso corresponde a
retas tangentes ingremes proximas de j(x) na Figura 4(a) e
os grandes valores de f'(x) logo a direita de 0 na Figura
4(b).

VA VA

=Y

]
A=y b) ' (x) = ——
(a) f(x)=/x (b) f'(x) N

Figura 4



-erivada como uma Funcao

Quando x for grande, f'(x) serd muito pequena, o que
corresponde ao achatamento das retas tangentes no
extremo direito do grafico de f e a assintota horizontal do
grafico de f'.
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Outras Notacoes
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!ras Notacoes

Se usarmos a notacao tradicional y = f(x) para indicar que
a variavel independente é x e a variavel dependente €y,
entao algumas notacoes alternativas para a derivada sao
as seguintes:

dy df d

f'x) =y’ :E_E:Ef(x) = Df(x) = D.f(x)

Os simbolos D e d/dx sao chamados operadores
diferenciais, pois indicam a operacao de diferenciacao,
gue € o processo de calculo de uma derivada.
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qras Notacoes

O simbolo dy/dx, introduzido por Leibniz, nao deve ser
encarado como um guociente (por ora); trata-se
simplesmente de um sinGnimo para f'(x). Todavia, essa
notacao € muito util e proveitosa, especialmente quando
usada em conjunto com a notacao de incremento.
Podemos reescrever a definicao de derivada como

dy Ay

— = lim —.
dx ax—0 Ax
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!ras Notacoes

Para indicar o valor de uma derivada dy/dx na notacao de
Leibniz em um ndmero especifico a, usamos a notacao

dy
ou
=g dx x=g

gue € um sindénimo para f'(a).

dy

dx

3| Definicao Uma fungao f € derivivel ou diferenciivel em a, se f'(a) existir. E

derivavel ou diferencidvel em um intervalo aberto (a, b) [ou (a, =) ou (=2, a) ou
(—o0, 00)] se for diferencidvel em cada nimero do intervalo.
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!mplo 5

Onde a funcéo f(x) = | x| e diferenciavel?

Solucao: Se x > 0, entao |x| = x podemos escolher h
suficientemente pequeno suficiente paraque x+h>0¢e
portanto |x + h| = x + h. Consequentemente, para x > 0,
temos

+h| — X+ h) —
f'(x) = lim x | =[] = lim (x )~ x
h—0 h h—0
h
= lm—=Ilml1l =1
h—0 h h—0

e, dessa forma, f é diferenciavel para qualquer x > 0.
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!mplo 5 — Solucao .

Analogamente, para x < 0 temos | x| = —x e podemos
escolher h suficientemente pequeno paraque X+ h <0, e
assim |x + h| = —=(x + h). Portanto, para x <0,

, - Jxth] — |x
S = i
o Za ) = (=)
h—0 h
—h
= lim— =lim(—1) = —1
h—0 h h—0

e, dessa forma, f é diferenciavel para qualquer x < 0.
16



!mplo 5 — Solucao

Para x = 0 devemos averiguar
im O+ h) — f(0)

continuacao

f'(0) = lim p
_ o 10+AR|—JO] . |A| »
- ;,.,]LI.HD 7 — }}E}nﬂ 7 (se existir)

Vamos calcular os limites a esquerda e a direita:

im L0 OL B E o
h—0+ h h—0t+  f h—0+ fi h—0+
e P L] e (] O ) e I (—1) = —1.
h—0— h h—0—-  fi h—0— f h—s 0
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!mplo 5 — Solucao

Uma vez que esses limites sao diferentes, f'(0) nao existe.
Logo, f é diferenciavel para todo x, exceto 0.

continuacao

Uma formula para f' &€ dada por
VA
1 sex =0

f'x) = { o

—1 sex <10

=Y

e seu grafico esta ilustrado na
Figura 5(b). y=f'(x)

Figura 5(b)
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!mplo 5 — Solucao

O fato de que f'(0) n&o existe esta refletido
geometricamente no fato de que a curva y = |x| nao tem
reta tangente em (0, 0). [Veja a Figura 5(a).]

continuacao

=Y

y =f(x) =[x|
Figura 5(a)
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!ras Notacoes

Tanto a continuidade como a diferenciabilidade sao
propriedades desejaveis em uma funcéo. O seguinte
teorema mostra como essas propriedades estao
relacionadas.

4 | Teorema Se [ for diferencidavel em a, entio f € continua em a.

Observacao: A reciproca do Teorema 4 € falsa, isto €, ha
funcbes que séo continuas, mas nao sao diferenciaveis.
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Como uma Funcao Pode Nao
Ser Diferenciavel?
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{1Cimo uma Fungéo Pode No Ser

Diferenciavel?

Vimos que a funcao y = |x| do Exemplo 5 n&o é

diferenciavel em 0, e a Figura 5(a) mostraqueem x =0 a

curva muda abruptamente de direcao.

Em geral, se o grafico de uma
funcao f tiver uma “quina” ou uma
“dobra”, entao o grafico de f nao tera
tangente nesse ponto e f ndo sera

diferenciavel ali. (Ao tentar
calcular f'(a), vamos descobrir gue
os limites a esquerda e a direita sao diferentes).

=Y

0

y =10 =[x]

Figura 5(a)
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1GiMlo uma Fungéo Pode NZo Ser

Diferenciavel?

O Teorema 4 nos da outra forma de uma funcéo deixar de
ter uma derivada. Ele afirma que se n&o for continua em a,
entao f ndo é diferenciavel em a. Entao, em qualquer
descontinuidade (por exemplo, uma descontinuidade de
salto) f deixa de ser diferenciavel.

Uma terceira possibilidade surge quando a curva tem uma
reta tangente vertical quando x = a; isto €, f & continua
emae

lim | f'(x)| = =

X—d
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1€afio uma Funczo Pode Néo Ser

Diferenciavel?

Isso significa que a reta tangente fica cada vez mais
ingreme quando X — a. A Figura 6 mostra uma forma de
ISSO acontecer, e a Figura 7(c), outra.

VA
reta tangente B
vertical

~— -

O a X

Uma tangente vertical

Figura 6 Figura 7(c)



Euncio Pode N&G S

Diferenciavel?

A Figura 7 ilustra as trés possibilidades discutidas.

_,A // % /\

N~
0 i

=Y

X 0

=Y

(a) Uma quina (b) Uma descontinuidade (c) Uma tangente vertical

Trés maneiras de f ndo ser diferenciavel em a

Figura 7
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Derivadas de Ordem Superior
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!ivadas de Ordem Superior

Se f for uma funcéao diferenciavel, entado sua derivada f'
também é uma funcao, de modo que f' pode ter sua
propria derivada, denotada por (f')' = f". Esta nova funcao
f" € chamada de segunda derivada de f pois € a derivada
de ordem dois de f.

Usando a notacao de Leibniz, escrevemos a segunda
derivada de y = f(x) como

d dy\ _d’
dx \dx/  dx?

derivada primeira segunda
de derivada  derivada 27




!mplo 6

Se f(x) = x3—X, encontre e interprete f"(x).

Solucao: A primeira derivada de f(x) = x3—x é f'(x) = 3x? — 1.
Assim, a segunda derivada é

) = (')
) W
m

= i

h—0 h

o [Bx+ ) — 1] — [3x* — 1]
= [im

h—0 h

28



!mplo 6 — Solucao

o 3xrP 4+ 6xh+ 3k —1—3x*+ 1
= lim

h—0 h

continuacao

— lim (6x + 3h) = 6x.

h—0

Os graficos de f, f' e f" sdo mostrados na Figura 10.
2

e [ T
! j""' ,-"l
/ s

/"’L‘r\%’

-2

Figura 10 29



!mplo 6 — Solucao .

Podemos interpretar f"(X) como a inclinacao da curva
y = f'(X) no ponto (X, f'(x)). Em outras palavras, é a taxa de
variacao da inclinacéao da curva original y = f(x).

Observe pela Figura 10 que f"(x) € negativa quando

y = f'(X) tem inclinacao negativa e positiva quando y = f'(x)
tem inclinacao positiva. Assim, os graficos servem como
verificacao de nossos calculos.
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!ivadas de Ordem Superior

Em geral, podemos interpretar uma segunda derivada
como uma taxa de variacao de uma taxa de variacao. O
exemplo mais familiar disso € a aceleracao, que é definida
desta maneira:

Se s = s(t) for a funcao posicao de um objeto gue se move
em uma reta, sabemos que sua primeira derivada
representa a velocidade v(t) do objeto como uma funcao
do tempo:

v(t) =s'(t) = %

31



!ivadas de Ordem Superior

A taxa instantanea de variacao da velocidade com relacao
ao tempo é chamada aceleracao a(t) do objeto. Assim, a
funcao aceleracao é a derivada da funcao velocidade e,
portanto, é a segunda derivada da funcéo posicao:

a(t) = v'(t) = s"(t)

ou, na notacao de Leibniz,
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!ivadas de Ordem Superior

Aterceira derivada f" (ou derivada de terceira ordem) é a
derivada da segunda derivada: "' = (f")". Assim, f"'(x) pode
ser interpretada como a inclinacao da curva y = f"(x) ou
como a taxa de variacao f"(x). Se y = f(x), entao as
notacoOes alternativas sao

. . d I.:ilri_h'1 d’y
yro=f"x) = =

de \dx?] dx®
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!ivadas de Ordem Superior

Podemos interpretar fisicamente a terceira derivada no
caso em gue a funcéo é a funcao posicéo s = s(t) de um
objeto que se move ao longo de uma reta. Como s"' = (s")’
= a', a terceira derivada da funcao posicao é a derivada da
funcéo aceleracao e € chamada jerk:

da d’s

'F_F_ dr?
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!ivadas de Ordem Superior

Assim, o jerk | é a taxa de variacao da aceleracao. O
nome e adequado (jerk, em portugués, significa solavanco,
sacudida), pois um jerk grande significa uma variacao
sUbita na aceleracéo, o que causa um movimento abrupto
em um veiculo.
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!ivadas de Ordem Superior

L rn

O processo pode continuar. A quarta derivada | (ou

derivada de quarta ordem) € usualmente denotada por .

Em geral, a n-ésima derivada de f &€ denotada porf(™ e é
obtida a partir de f, derivado n vezes. Se y = f(x),
escrevemos

) ) d"y
y" = f"(x) = el
X
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