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-ivadas e Taxas de Variacao

O problema de encontrar a reta tangente a uma curva e o

problema para encontrar a velocidade de um objeto
envolvem determinar o mesmo tipo de limite.

Este tipo especial de limite € chamado derivada e

veremos que pode ser interpretado como uma taxa de
variacao tanto nas ciéncias naturais ou sociais quanto na

engenharia.



Tangentes



-gentes

Se uma curva C tiver uma equacao y = f(x) e quisermos
encontrar a reta tangente a C em um ponto P(a, f(a)),
consideramos um ponto proximo Q(x, f(x)), onde x # a, e
calculamos a inclinacao da reta secante PQ:

Mpo —

() — fla)

X — d

Entao fazemos Q aproximar-se de P ao longo da curva C
ao obrigar x tender a a.



-gentes

Se mpq tender a um numero m, entao definimos a tangente
t como a reta que passa por P e tem inclinacao m. (Isso
implica dizer que a reta tangente é a posicao-limite da reta
secante PQ quando Q tende a P. Veja a Figura 1.)

Figura 1



-gentes

1

Definicdo A reta tangente i curvay = f(x) em um ponto P(a, f(a)) € a reta

passando por P com a inclinacao

S0~ f@)

A—*a X —d

desde que esse limite exista.




!mplo 1

Encontre uma equacao da reta tangente a parabola y = x?
no ponto que P(1, 1).

Solucao: Temos aqui a = 1 e f(x) = x?, entdo a inclinacdo é

— (1 2 _
= fim 2 S 2
x—>1 _X:—]_ x—}lx—]_
o x—-1Dix+ 1)
= lim
x—1 _][:—]_

—lim(x+1)=1+1=2

x—=1



!mplo 1 — Solucao

continuacao

Usando a forma ponto-inclinacao da reta, encontramos que
uma equacéao da reta tangente em (1, 1) &

y—1=2(x—-1) ou y=2x-1.



-gentes

Algumas vezes nos referimos a inclinacao da reta tangente
como a inclinacao da curva no ponto. A ideia por detras
disso € gque, se dermos zoom (suficiente) em direcéo ao
ponto, a curva parecera gquase uma reta.
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-gentes

A Figura 2 ilustra esse procedimento para a curva y = x? do
Exemplo 1.
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Um zoom cada vez maior da parabolay = x2 em torno do ponto (1, 1)

Figura 2
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-gentes

Quanto maior for o zoom, mais indistinguivel da reta
tangente sera a parabola. Em outras palavras, a curva se
torna quase indistinguivel de sua reta tangente. Ha outra
expressao para a inclinacao da reta tangente que €, as
vezes, mais facil de ser usada.
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“gentes

Se h=x-a, entao x =a + h e, assim, a inclinacao da reta
secante PQ é

fla + h) —f[-:r].

Iﬂm = h

(Veja a Figura 3 onde o caso h > 0 é ilustrado e Q esta a
direita de P. Se acontecesse que h < 0, entretanto, Q
estaria a esquerda de P.)

Ola+h, fla+h))
YA

0 // a a-+h X

Figura 3
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-gentes

Observe gue quando x tende a a, h tende a O (pols,

h = X — a); assim, a expressao para a inclinacao da reta
tangente na Definicao 1 fica

fla + k) — fla)

h—= 0 I




Velocidades
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q)cidades

Em geral, suponha que um objeto se mova sobre uma reta
de acordo com a equacéo s =f(t), naqualséo
deslocamento do objeto a partir da origem no instante t. A
funcéo f que descreve o movimento é chamada funcéo
posicao do objeto. No intervalo detempo entret=aet=
a + h, a variacao na posicao sera de f(a + h) — f(a).
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“)cidades

Veja a Figura 5.

posig¢io no
instante f=a

l

posicdo no
instante f=a-+h

|
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fla+h)—fia)
—fla) —
- fla+h) 'J|
Figura 5
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!)cidades

A velocidade média nesse intervalo é

deslocamento _ fla + h) — fla)

velocidade media =

tempo h
gue € 0 mesmo que a |
Inclinacao da reta secante PQ na Figura 6. Q(ath fla+h)
0 a a+h T
_ flat+h)—fia)
Mpg= W
= velocidade média
Figura 6
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q)cidades

Suponha agora que a velocidade média seja calculada em
Intervalos cada vez menores [a, a + h]. Em outras palavras,
fazemos h tender a 0. Como no exemplo da queda da bola,
definimos velocidade (ou velocidade instantanea) v(a)

no instante t = a como o limite dessas velocidades medias:

3 pla) = lim fla + h —ffﬂ’}_

h—s0) h

Isso significa que a velocidade no instante t = a € igual a
Inclinacao da reta tangente em P.



!mplo 3

Suponha que uma bola foi deixada cair do ponto de
observacao da torre, 450 m acima do solo.

(a) Qual a velocidade da bola apds 5 segundos?

(b) Com gqual velocidade a bola chega ao solo?

Solucao: Precisaremos encontrar a velocidade quandot=5
guanto a bola atinge o solo, de modo que ¢ eficiente
comecar encontrando a velocidade em um instante gera
t=a.
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!mplO 3 — SOIU(}éO continuagao

Usando a equacao de movimento s = f(t) = 4,9t?, temos

. fla+ h) — fla) - 49(a + h)? — 4,9°
v(a) = lim = lim
A—0 h h—0 h
o 49(a’ + 2ah + B — a?) . 4.9Qah + k)
= lim = lim
h—0 h A—0 h

= 1im 4,9(2a + k) = 9,84

h—=0
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!mplo 3 — SOIU(}éO continuagao

(a) A velocidade apos 5 segundos é de v(5) = (9,8)(5) = 49
m/s.
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!mplO 3 — SOIU(}éO continuagao

(b) Uma vez que o posto de observacao esta 450 m acima
do solo, a bola vai atingir o chao em t; quando
s(t,) = 450, isto e,

4,912 = 450

Isso fornece
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!mplo 3 — SOIU(}éO continuagao

A velocidade com que a bola atinge o chao é, portanto,

450 450
ﬂ( 4’9) = 9,8\/4!9 ~ 94 m/s
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Derivadas
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!ivad as

Vimos que o0 mesmo tipo de limite aparece ao encontrar a
Inclinacao de uma reta tangente (Equacao 2) ou a
velocidade de um objeto (Equacao 3). De fato, os limites
do tipo

oo flat h) = fla)
1m

h—0 h

surgem sempre gue calculamos uma taxa de variacao em
gualquer ramo das ciéncias ou engenharia, tais como a
taxa de uma reacao quimica ou o custo marginal em
economia. Uma vez que esse tipo de limite ocorre
amplamente, ele recebe nome e notacao especiais.
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!ivad as

4 | Definicio A derivada de uma funcio f em um nimero a, denotada por f'(a), é

fla+h) — fla)

@) = lim

se 0 limite existir.

h

Se escrevermos X =a + h, entao h=x—-a e htende a 0 se,
e somente se, x tende a a. Conseguentemente, uma
maneira equivalente de enunciar a definicao da derivada,
como vimos na determinacao das retas tangentes, €

5 f"(a) = lim

X—d

f(x) — fla)

X —d
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!mplo 4

Encontre a derivada da funcéo f(x) = x? — 8x + 9 em um
numero a.

Solucao: Da Definicao 4, temos

fla + h) — fla)

f'(@) = lim p
- [@a+ h)?*—8a+ h) +9]—[a*— 8a + 9]
= |lim
h—0 h
o a*+2ah+h*—8a—-—8h+9 —a*+ 8 — 9
- lim h
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!mplo 4 — Solucao

continuacao

. 2ah+ h*—8h _ _ Q) — _
— lim p %123(2a+h 8) =2a — 8

h—0
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!ivad as

Definimos a reta tangente a curva y = f(x) no ponto

P(a, f(a)) como a reta que passa por P e tem uma
Inclinacao m dada pela Equacao 1 ou 2.

Uma vez que, pela Definicéo 4, isso € 0 mesmo que a
derivada f'(a), podemos dizer o seguinte:

A reta tangente ay = f(x) em (a. f(a)) € a reta que passa em (a. f(a)). cuja inclinacio
€ igual a f'(a), a derivada de fem a.
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!ivad as

Se usarmos a forma ponto-inclinacao da equacao de uma
reta, poderemos escrever uma equacao da reta tangente a
curva y = f(x) no ponto (a, f(a)):

y —t(a) =f'(@)x - a).
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Taxas de Variacao
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-as de Variacao

Suponha que y seja uma quantidade que depende de outra
guantidade x. Assim, y € uma funcao de x e escrevemos y
= f(x). Se x variar de x, a X,, entao a variagao em X
(também chamada incremento de x) sera

AX = Xy, — X4

e a variacao correspondente em y sera

Ay = 1(X5) — f(Xy)
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-as de Variacao

O guociente da diferenca

Ay ) — flx)

Ax X2 — X

é denominado taxa média de
variacao de y em relacao a x

no intervalo [X,, X,] e pode ser
Interpretado como a inclinacao

da reta secante PQ
na Figura 8. taxa média de variagdo = mpq

taxa instantanea de variacéao =
inclinacéo da tangente em P

Figura 8
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-as de Variacao

Por analogia com a velocidade, consideramos a taxa
media de variacao em intervalos cada vez menores
fazendo x, tender a x; e, portanto, fazendo Ax tender a O.

O limite dessas taxas medias de variacao é chamado taxa
(instantanea ) de variacao de y em relacao a x em

X = X4, que (como no caso da velocidade) é interpretada
como a inclinacao da tangente a curva y = f(x) em P(Xy, f

(X1)):

T e Ay . J(x) = flx)
6 taxa instantanea de variacio = lim —— = lim :
Ay—=0 _&_r Xa—*x) Xo — Xy

Reconhecemos este limite como a derivada f'(x,).
35



-as de Variacao

Sabemos que uma das interpretacoes da derivada f'(a) é a
Inclinacéo da reta tangente a curva y = f(x) quando x = a.
Agora temos uma segunda interpretacao:

A derivada f'(a) € a taxa instantinea de varia¢io de y = f(x) em relagdo a x quando
X =a.

A conexao com a primeira interpretacao € gque, se
esbocarmos a curva y = f(x), entao a taxa instantanea da
variacao sera a inclinacao da tangente a essa curva no
ponto onde x = a.
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-as de Variacao

Isso significa que quando a derivada for grande (e,
portanto, a curva for ingreme no ponto P na Figura 9), os
valores de y mudarao rapidamente.

VA

=y

/1

Os valores de y estao variando rapidamente em P e
de modo lento em Q.

Figura 9 37




qas de Variacao

Quando a derivada for pequena, a curva sera
relativamente achatada (como no ponto Q) e os valores de
y mudarao lentamente.

Em particular, se s = f(t) for a funcao de posicao de uma
particula gue se move ao longo de uma reta, entao, f'(a)
sera a taxa de variacao do deslocamento s em relacéo ao
tempo t. Em outras palavras, f'(a) é a velocidade da
particula no instante t = a. A velocidade escalar da
particula é o valor absoluto da velocidade, isto e, |f'(a)].
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!mplo 6

Um fabricante produz pecas de tecido com tamanho fixo. O
custo, em dolares, da producao de x metros de certo tecido

é C =1(x).
(a) Qual o significado da derivada f'(x)? Quals sao suas
unidades?
(b) Em termos praticos, o que significa dizer que
f'(1.000) = 9?
(c) O gue voceé acha que é maior, f'(50) ou f'(500)?

E quanto a f'(5.000)?
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!mplo 6(a) — Solucao

(a) A derivada f'(x) & a taxa de variacao instantanea de C
em relacao a x; isto &, f'(x) significa a taxa de variacao do
custo de producao em relacdo ao numero de metros
produzidos.

Como AC

f ()C) - Alxlglo Ax

as unidades para f'(x) sdo iguais aquelas do quociente de
diferencas AC/Ax. Uma vez que AC é medida em dolares e
AX em metros, segue que a unidade para f'(x) é dolares
por metro.
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!mplo 6(b) — Solucao

continuacao

(b) A afirmacao que f'(1.000) = 9 significa que, depois de
1.000 metros da peca terem sido fabricados, a taxa
segundo a qual o custo de producéao esta aumentando é

$ 9/m.
(quando x = 1.000, C estda aumentando 9 vezes mais
rapido que X.)

Uma vez que Ax = 1 € pequeno comparado com x = 1.000,
podemos usar a aproximacao

£(1.000) = i": $ = AC.

e dizer gue o custo de fabricacdo do milésimo metro

(ou do 1001°) esta em torno de $ 9. a1



!mplo 6(c) — Solucao

continuacao

(c) A taxa segundo a qual o custo de producao esta
crescendo (por metro) é provavelmente menor quando x =
500 do que quando x = 50 (o custo de fabricacao do 500°
metro € menor que o custo do 50° metro), em virtude da
economia de escala. (O fabricante usa mais eficientemente
0s custos fixos de producao.) Entao

£/(50) > £(500).
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!mplo 6(c) — Solucao ontinuaco

Mas, a medida que a producao expande, a operacao de
larga escala resultante pode se tornar ineficiente, e
poderiam ocorrer custos de horas extras. Logo, € possivel
gue a taxa de crescimento dos custos possa crescer no

futuro. Assim, pode ocorrer que

£(5.000) > f'(500).
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