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O Programa Construindo Sempre — Aperfeicoamento de Professores PEB II ¢ uma ini-
ciativa que combina a pritica estabelecida na Secretaria de Estado da Educacio de
formacio em servico de seus professores com o apoio das melhores universidades pau-
listas e a experiéncia inovadora de utilizagdo, nesse tipo de capacitagdo, de diferentes

midias interativas.

Neste Programa, a USP prop&e o atendimento de cerca de 2400 professores, que
lecionam as disciplinas Lingua Portuguesa, Matemdtica, Geografia, Histéria e Ciéncias
(Biologia, Quimica e Fisica), utilizando-se da infra-estrutura que a Secretaria j estabele-
ceu para outro Programa, o de “Formacio de Professores de 1" a 4" séries do Ensino
Fundamental em nivel universitrio”, ja finalizado e positivamente avaliado a partir de

diferentes perspectivas. R

Acompanhado e avaliado, este Programa poderi constituir-se numa sistemética de
capacitacio continua dos professores do sistema piiblico estadual, compartilhada entre a
USP ¢ a SEE, na busca do aprimoramento crescente do.ensino oferecido aos alunos da

escola bisica, aspiracio comum a essas duas instituigdes educacionais.

Para todos, parabéns pela disposi¢do ao estudo e bom proveito!
Arlete Scotto

Coordenadora da CENP/SEE-SP — Coordenadoria de Estudos e
Normas Pedagégicas — Secretaria de Estado da Educagio de Sio Paulo




Caro professor,

A Universidade de Sdo Paulo sente-se honrada em té-lo como participante de um
trabalho conjunto, envolvendo o PEC - Programa de Educagio Continuada, da Secreta-
ria de Estado da Educagio, e o Programa Conhecimento e A¢io Social, da Universidade -
de Sio Paulo. O projeto resultante da confluéncia desses dois programas recebeu o nome
de Construindo Sempre — Aperfeicoamento de Professores PEB II.

A participagio da USP no projeto € a mostra de seu compromisso com a formagio -
continua dos diferentes profissionais, em particular, dos professores da educacio bésica.
Partindo do entendimento de que “a docéncia nio se realiza num quadro abstrato de
relacdes individualizadas de ensino e aprendizagem, mas dentro de um complexo con-
texto social e institucional” (Projeto de Formacio de Professores na USP — 2001), o

projeto enfocari o ensino de conteddos escolares especificos e o seu papel nos objetivos

de formacio dos educandos.

O propbsito é retomar os conhecimentos que vocé adquiriu em sua formagio e
imprimir uma reflexdo relativa as maneiras mais produtivas para enfrentar os desafios
presentes na escola bdsica piblica, especialmente os decorrentes da complexidade da

sociedade brasileira contemporanea.

Certamente, um desses desafios refere-se ao fato de que no Estado de Sio Paulo o
expressivo aumento de alunos no segundo ciclo do Ensino Fundamental e no Ensino
Meédio — dado histérico da maior importincia — trouxe para dentro da escola toda a gama
de diferenciacio existente na sociedade. Tal diferenciago, necessiria ela mesma ser bem
entendida, indica o valor da rediscussdo do projeto pedagégico de sua escola e da progra-
macio curricular definida, especialmente a priorizag¢io dos tépicos de ensino e das meto-

dologias mais adequadas para serem abordados e compreendidos pelo alunado.

Com a convic¢do de que o atual projeto serd proveitoso tanto para vocé, professor
da rede de Ensino Bisico estadual, quanto para os professores da USP, nosso desejo é que

a experiéncia que se inicia fortaleca os vinculos entre as duas institui¢Ges.

Sonia Teresinba de Sousa Penin
Pré-reitora de Graduacgio da Universidade de Sdo Paulo



Este material de apoio do Programa Construindo Sempre — Aper-
feicoamento de Professores PEB Il abrange o Modulo 2, que sera desen-
volvido durante trés semanas.

Nele, vocé encontrara a Apresentacdo da Area curricular e a Apre-
sentacao do Mddulo com os temas que serao estudados por meio de
atividades presenciais e virtuais.

Em cada semana havera uma Videoconferéncia. O material traz
uma sintese do tema e uma relacdo de topicos a serem tratados pelo
professor videoconferencista.

A seguir, sdo apresentados os textos basicos e uma série de ativi-
dades que constituem o seu Trabalho Monitorado em sala de aula, no
qual vocé recebera assisténcia do professor tutor.

Na secao Trabalhando em Sala de Aula, os autores indicam pro-
postas para vocé desenvolver com seus alunos.

No final, vocé encontrara Referéncias Adicionais com indicacoes, co-
mentadas ou nao, de sites, livros, teses e filmes relacionados com os te-
mas tratados no Médulo.




importincia da Matemtica como ciéncia bésica é indiscutivel. Conhecimentos ma-
temiticos s3o aplicados na interpretagio de vérios fendmenos em diferentes dreas. A Matemdtica
no Ensino Médio possui, além do cariter formativo, jd que ajuda a estruturar o raciocinio dedu-
tivo, um cardter instrumental, pois é encontrada em diversos tipos de situagdes da vida cotidiana.

Um grande desafio que se coloca a cada professor € o de propiciar a0 aluno um aprendi-
zado real e significativo de Matematica. A proposta deste curso € a de trazer subsidios que
favorecam atingir tal objetivo, discutindo alguns temas mais delicados do conteido de Mate-
mitica, tanto do ponto de vista conceitual como do metodolégico.

Baseados nos resultados de exames de avaliacio e de exames vestibulares e na nossa
experiéncia com atividades de educagio continuada junto a professores da rede ptblica, esco-
lhemos desenvolver tépicos relacionados ao ensino de Funcées, Geometria, Combinatéria e
Estatistica. Estes temas serdo tratados de forma integrada, ao longo dos trés Médulos.

As Fungbes serdo tratadas como instrumentos para a2 modelagem de problemas concre-
tos. Os gréficos funcionais serdo utilizados para tornar significativas as resolugdes de equagdes
e inequacdes algébricas. Em Geometria serdo discutidas as principais caracteristicas e proprie-
dades das secBes cnicas, propiciando um melhor entendimento dos grificos de vérias fungGes
basicas. Os conceitos de 4rea e volume de figuras planas e espaciais também serdo tratados.
Discutiremos o ensino da trigonometria, enfatizando aplicagdes. Abordaremos as definicoes
geométricas das fungdes trigonométricas, para o que serd feita uma discussdo sobre as medidas
de 4ngulos em graus e radianos. Trataremos dos diversos processos de contagem e da impor-
tAncia do raciocinio combinatério. Discutiremos a importincia do desenvolvimento do racio-
cinio estatistico para conduzir o aluno a selecionar, organizar, relacionar e interpretar dados e
informacdes. E importante que o cidaddo hoje conhega a linguagem estatistica para formar
uma opinio critica e autdnoma dos fatos e das informagdes.

O computador permitird ao professor explorar novos e diferentes aspectos dos temas que
serio abordados. Mais do que um recurso técnico, o computador serd tratado neste curso
como um instrumento facilitador do processo de aprendizagem.



Moédulo 2 abordari diversos aspectos da Geometria que, apesar de sua importan-
cia, muitas vezes sdo omitidos dos cursos de Matemaitica do Ensino Médio.

Desde o Movimento da Matemitica Moderna, na década de 1970, a Geometria tem
sofrido o estigma de ser um conteddo dificil, sempre deixado para o final do livro, e assim
acabando por nio ser dado por falta de tempo.

Nas novas tendéncias, a Geometria volta a ocupar um espago melhor, intermeando ou-
tros assuntos e recebendo poderoso auxilio dos sistemas de computagio e de materiais para
produgio e manipulagio de modelos geométricos em laboratérios de ensino de Matemitica.

Por outro lado, o papel do ensino de Geometria para o desenvolvimento das inteligéncias
e para a insercdo do aluno no mundo da Ciéncia, do trabalho e da tecnologia tem sido bastante
assinalado nas novas propostas. Para além da manipulagio de materiais, tem-se verificado
uma tentativa de resgate do grande valor histérico e pedagégico da Geometria: o de ser um
caminho para o desenvolvimento do pensamento abstrato, tio importante quanto dificil de
ser trabalhado com nossos alunos em sala de aula.

Neste Médulo, trataremos alguns tépicos da Geometria com uma abordagem pouco
trabalhada nos livros didaticos atuais: conicas, volumes e o Principio de Cavalieri. Veremos,
assim, a equivaléncia entre as defini¢des de elipses, pardbolas e hipérboles como lugares geo-
métricos de pontos de um plano e como secgdes de uma superficie cénica. Estudaremos volu-
me utilizando a decomposicio de figuras, o método da exaustio e o Principio de Cavalieri.
Mais que apresentar um conjunto ordenado de conhecimentos, optamos por apontar as cone-
x0es entre esses assuntos e suas aplicagdes.

O cariter histérico, as aplicages, as abordagens diddticas e a énfase nos conceitos corretos
permeiam esses tépicos. Com isso, esperamos contribuir para a valorizagio da Geometria, bem
como apontar para um ensino mais significativo para o aluno, visando ao desenvolvimento do
raciocinio 16gico, competéncia importante para o exercicio da cidadania.
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Conicas como lugar geométrico

O reconhecimento de elipses, paribolas e hipérboles se deu na Grécia Antiga, a partir da
tentativa de resolugdo de alguns problemas de construgdo com régua e compasso.

Posteriormente, foram descobertas muitas utilidades dessas curvas no desenvolvimento
da Fisica, na Arquitetura e também na confec¢io de objetos 6ticos destinados 2 transmissao e

a recepgio de diversos tipos de ondas.

This aplicacdes decorrem das propriedades caracteristicas das conicas como lugar geomé-
trico de pontos de um plano.

Veremos, no Trabalho Monitorado, que essas propriedades permitem identifici-las como
graficos de determinadas fungdes.

Na Videoconferéncia, serio abordados os seguintes topicos:
m Construcdes de conicas por meio de dobraduras e de corddes

m Determinacio das propriedades geométricas caracteristicas de pardbolas, elipses e
hipérboles

m Aplicacdes de conicas na construgio de objetos refletores

m Interseccio de superficies conicas com planos: o teorema de Dandelin

12



Conicas como lugar geométrico

lole de Freitas Druck
Sérgio Alves

As cbnicas estdo entre os mais antigos tépicos de Matemidtica estudados
de forma sistemdtica e exaustiva. Aparentemente, foram descobertas por Me-
naecmus, um grego que viveu entre 375 e 325 a.C., aproximadamente, ¢ foi
tutor de Alexandre, o Grande. Seu intuito era tentar resolver os trés cldssicos
problemas de construgdo com régua e compasso da Antiguidade: a duplicacio
do cubo, a trissec¢io de um angulo arbitrério e a quadratura do circulo (veja a
pigina 44). Para tanto, ele se valeu de uma técnica ji conhecida em sua época:
as secgdes de s6lidos geométricos. Embora os escritos de Menaecmus tenham
se perdido, supde-se que ele tenha chegado, por volta de 350 a.C., as curvas
hoje conhecidas como elipse, pardbola e hipérbole seccionando um cone cir-
cular reto com um plano perpendicular a uma de suas geratrizes. Conforme o
angulo no vértice do cone fosse agudo, reto ou obtuso, obtinham-se, respecti-
vamente, uma elipse, uma pardbola ou uma hipérbole (um ramo).

O

¢

%

Elipse Paribola Hipérbole

Euclides, Arquimedes e Apolénio de Perga sdo considerados os mais im-
portantes matemdticos da Antiguidade. A fama de Apolénio, que viveu entre
262 €200 a.C,, se deve, principalmente, a seu Secgies Conicas, um extraordindrio
trabalho escrito em oito livros com 487 proposi¢oes, sete dos quais se preserva-
ram. Um dos grandes diferenciais de seu trabalho com relacio ao de seus prede-

cessores € o fato de ele ter conseguido gerar todas as cOnicas a partir de um

lole de Freitas Druck é
professora do IME-USP,
tendo feito doutorado em
Matematica (Logica) na
Universidade de Montreal,
Canada. Atualmente, é
Coordenadora do Centro de
Aperfeicoamento do Ensino
de Matematica do IME-USP.
Co-autora da Proposta
Curricular de Matematica
para o CEFAM e HEM da
CENP dedicou-se
sistematicamente a
formacao inicial e continuada
de professores ao longo de
sua carreira profissional.

Sérgio Alves é docente do
IME-USP. Mestre em
Matemdtica, tem participado
de diversos projetos de
formacio continuada de
professores do Ensino
Fundamental e Médio.
Atualmente, é vice-diretor do
Centro de Aperfeicoamento
do Ensino de Matematica -
CAEM do IME-USP e
responsavel pela secdo “O
Leitor Pergunta”, da Revista
do Professor de Matemditica.

13



dnico cone de duas folhas, simplesmente variando a inclinagio do plano de intersecgio.
Também se atribui a Apolénio de Perga o mérito de ter conferido os nomes elipse, paribo-
la ¢ hipérbole as secgdes conicas.

>

(X

>

Elipse Parébola Hipérbole

Mais tarde, j4 na Renascenga, as leis de Kepler sobre os movimentos planetérios, a Geo-
metria Analitica de Descartes e de Fermat e os primeiros resultados da Geometria Projetiva,
obtidos por Desargues, La Hire e Pascal, elevaram as conicas a um patamar superior. Muitos
outros matemiticos contribufram para o estudo das conicas, em especial para o desenvolvi-
mento da Geometria Projetiva, em que elas assumem um papel tio fundamental quanto o das
circunferéncias na Geometria Euclidiana.

Vamos iniciar o estudo das conicas explorando alguns métodos para desenhar seus traga-
dos e as propriedades simples que caracterizam a localizagdo dos pontos dessas curvas relativa-
mente a pontos (focos) ou a retas (diretrizes) especiais a elas associados. Os métodos que serdo
abordados utilizam dobraduras, malhas circuladas, materiais como corddes e tachinhas e soffwares
de Geometria.

Conicas através de dobraduras

Tomando-se trés folhas de papel vegetal de tamanho oficio, nelas marcam-se uma reta,
alguns pontos e duas circunferéncias com raio de 7 cm, como indicado na figura abaixo.

Folha 1 Folha 2 Folha 3
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O procedimento consiste em dobrar as folhas fazendo o ponto F sobrepor-se 4 reta d (Folha
1) ou 3s circunferéncias (Folhas 2 e 3) em cerca de 16 pontos distintos, marcando bem o vinco
a cada dobra. As retas correspondentes as marcas dos vincos no papel esbogardo claramente o
tracado de uma paribola (Folha 1), de uma elipse (Folha 2) e de uma hipérbole (Folha 3). Na

verdade, essas retas fazem parte da envoltéria de tangentes das respectivas curvas.

As atividades a seguir visam explorar as dobraduras para determinar propriedades que
nos permitam definir tais curvas como lugar geométrico de pontos de um plano.

ATIVIDADE 1

Na Folha 1do seu material, assinale 16 pontos distintos sobre a reta nela desenha-  p,spolaé o conjunto de
da,numerando-os de 1a 16. Fazendo o ponto F coincidir sucessivamente com cada  todos os pontos P do plano
um dos pontos numerados, marque fortemente os 16 vincos, pressionando asdo-  que sio eqiiidistantes de
bras com a unha. Abrindo o papel, vocé percebera a forma de uma parabola.Esco- ~ uma reta fixa d (chamada
lha um dos vincos e, com o auxilio de uma régua, reforce, a lapis, o seu tracado.E  diretriz) e de um ponto fixo
interessante que cada grupo escolha pontos localizados em diferentes alturasda  F (chamado foco), ambos

reta. Discuta com o seu grupo antes de responder. contidos no plano, com F
fora de d. O ponto

correspondente a menor

P/ distancia ao foco (ou a
N diretriz) é o vértice da

\ parabola, e a reta que passa
por F e é perpendicularad é
chamada de eixo da
parabola.
‘ . F ‘ /
P
7< : |

a) Qual a relac3o da reta desenhada a lapis com o segmento de extremidade Fe o
ponto numerado N que foi sobreposto a F para formar o vinco?

b) Essa reta é tangente a parabola esbocada pelos vincos. Como vocé determina-
ria o ponto P da reta que tangencia a parabola?

c) Compare as distintas tangentes reforcadas nos outros grupos e, ainda por meio
de dobraduras, verifique que P é o ponto de encontro do vinco reforcado com a
reta perpendicular a d, que passa por N. Por que podemos afirmar que as distan-
cias FP e NP sao iguais?

15



ATIVIDADE 2

Elipse é o conjunto de todos
os pontos P de um plano cuja

‘; soma das distancias a dois (Vejatambém a secao Trabalhando em Sala de Aula na pagina 31.) Escolha 20 pon-
| pontos fixos do plano F e F, tos distintos das circunferéncias das Folhas 2 e 3 e numere-os, procedendo as do-
(focos) € constante. Esse braduras indicadas anteriormente, sempre marcando fortemente os vincos. Na
valor, em geral denotado por Folha 2, aparecers uma envoltéria de tangentes de uma elipse, com focos no cen-

2a, corresponde a distancia

o tro O da circunferéncia e em F. Na Folha 3, o que se vera é uma envoltoéria de tan-
entre os chamados vértices

. gentes dos dois ramos de uma hipérbole, com focos também em O e F. Procure
da elipse, pontos estes . ; -
localizados na interseccio da determinar os pontos sobre as dobras que tangenciam as curvas. Novamente, €
curva com a reta que contém possivel identificar as propriedades que caracterizam elipses e hipérboles como
os focos. lugares geométricos de pontos de um plano, explicitas nas definicdes ao lado.

| D

Hipérbole ¢ o conjunto de

todos os pontos P de um

plano para os quais o valor

absoluto da diferenca entre
as distancias de P a dois
pontos fixos do plano F, e F,
(focos) € constante. Essc Algumas aplica¢bes das conicas

| valor, em geral denotado por ’

\ 2a, corresponde a distancia

|

\

entre os chamados vértices Quase todos conhecem as

STOCK PHOTOS

da hipérbole, pontos estes antenas parabdlicas, mas nem
situados na interseccao da sempre estabelecem uma relacdo
curva com a reta que contém  entre sua forma e a curva que es-
os focos. tamos estudando. Os espelhos dos

‘I P telescopios astrondmicos e dos
i faréis dos automéveis também so
i £1: A3
1 \‘ ) & parabdlicos. Por qué:

| Os sinais que recebemos do
\ espaco (ondas de ridio ou de luz)
| sdo, em geral, muito fracos. Por isso, € necessirio capti-los em uma érea relativa-
| mente grande e concentrd-los em um nico ponto, para que sejam naturalmente
amplificados. Assim, a superficie da antena deve ser tal que todos os sinais recebidos

de uma mesma direcio sejam redirecionados para um inico ponto ap6s a reflexdo.

—
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Retomando a dobradura de papel efetuada na Atividade 1 (ou a construgdo com corddes
vista na fita de video apresentada durante a Videoconferéncia 1), observamos que a paribola
possui exatamente essa propriedade: uma vez que o dngulo de incidéncia com a reta tangente
é congruente ao angulo de reflexdo, um sinal emitido numa diregdo paralela ao eixo, apés
refletir na paribola, converge para o foco.

Por outro lado, os raios de uma fonte de luz pontual colocada no foco, depois de refleti-
rem na parabola, sio irradiados numa diregdo paralela ao seu eixo. Essa é a razdo de os espe-
lhos dos faréis dos automéveis serem parabdlicos.

Em 1604, Galileu descobriu que, langando-se um pro-
jétil horizontalmente do topo de uma torre, supondo que a
tinica forca atuante seja a da gravidade — isto €, ignorando
a resisténcia do ar e outros fatores complicadores —, sua
trajetdria seria uma paribola.

Existem situa¢es em que precisamos concentrar os
.raios luminosos refletidos em um ponto, e ndo ao longo de
uma direcdo. E o que acontece, por exemplo, nos consul-
térios odontolégicos, em que o dentista ajusta uma lumi-
naria com essas caracteristicas para iluminar o dente que
estd sendo tratado. Dessa forma, ele concentra o maximo
de luminosidade no ponto em que estd trabalhando e evita
que 2 luz ofusque o paciente, o que causaria desconforto
durante o tratamento dentirio.

Enguanto os holofotes comuns — como os dos fardis
de automoveis — se valem de um espelho parabélico, os
holofotes dentirios.sdo espelhos elipticos. Isto ocorre de-

17
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vido 2 propriedade de reflexdo da elipse: os raios de uma fonte de luz pontual colocada num
dos focos, depois de refletirem na elipse, convergem para o outro foco.

Essa mesma propriedade explica o funcionamento de diversos aparelhos de emissdo de
raios usados em tratamentos médicos, como, por exemplo, a radioterapia, que devem destruir
os tecidos doentes sem afetar os tecidos sadios ao seu redor.

Curiosas aplicacdes das elipses s3o as chamadas salas de sussurros: trata-se de constru-
¢oes de forma oval cujo chdo tem marcados dois pontos, a2 uma certa distincia. Nestas salas,
duas pessoas — de pé, uma sobre cada ponto — conseguem se comunicar, por meio de sussurros,
sem serem ouvidas pelas demais pessoas. Para projetd-las, fixam-se dois pontos — PeQ-,
Jocalizados 3 altura da cabeca das pessoas que vio se comunicar, e toma-se uma elipse E que
tenha P e Q como focos. As salas sdo construidas de modo que todo plano que passe por esses
pontos intercepte a sala segundo uma elipse congruente a E.

Outra importante aplicagio envolve o movimento planetdrio. Um dos grandes eventos da
histéria da Astronomia ocorreu em 1609, quando Kepler (1571-1630) publicou sua descober-
ta de que a 6rbita de Marte era uma elipse e langou a hipétese de que todos os planetas se
moviam em 6rbita eliptica. Cerca de 60 anos mais tarde, Newton (1642-1727) provou mate-.
maticamente que a 6rbita planetiria eliptica € causa e conseqiiéncia de uma lei de atragio-
gravitacional, baseada no inverso do quadrado das distdncias. Para explicar o mecanismo do
Sistema Solar, Newton formulou e publicou a famosa Teoria da Gravitagio Universal, consi-
derada a maior contribuicio feita por um s6 homem 3 Ciéncia. Exceto por pequenas perturba-
cHes resultantes da influéncia de outros planetas, cada planeta do Sistema Solar gira ao redor
do Sol numa 6rbita eliptica, tendo este astro num dos focos.

A hipérbole também possui sua propriedade de reflexdo. Vamos imaginar um espelho
refletor com o formato de um ramo de hipérbole e a parte refletora do “lado de fora”. Supo-
nhamos que um raio de luz proveniente de um ponto A incida no espelho em P, de modo que
a reta AP passe por um dos focos. Entdo, o raio refletido passard pelo outro foco.

18




Raio de
“luz

Essa propriedade das hipérboles é o principio essencial da montagem de telescopios re-
fletores proposta pelo astrénomo francés Cassegrain, em 1672, que utiliza, simultaneamente,
espelhos parabdlicos e hiperbélicos. Como mostra a figura abaixo, um foco do espelho hiper-
bélico estd no foco do espelho parabdlico e o outro estd no vértice do espelho parabélico, em
que estd localizada uma ocular ou uma cimera. Raios paralelos de luz estelar sio, portanto,
refletidos pelo espelho parabdlico em dire¢io ao seu foco e, depois, interceptados pelo espe-
lho hiperbélico e refletidos de volta, em direc¢io 4 ocular ou a cimera.

Raio de luz _ x
Foco doespelho | _ — Outro foco
parabdlico; também do espelho
um foco do espelho hiperbdlico
hiperbélico ™
Espelho Espelho
hiperbélico parabdlico

Essas montagens s6 comecaram a ser utilizadas nos telescopios cerca de um século apds
terem sido propostas. Desde entfo, passaram a ser largamente usadas e, hoje, estdo presentes
ndo apenas nos telescépios 6ticos, mas também nos radiotelescépios.

O famoso telescépio 6tico do Observatério de Monte Palomar, que fica 80 quilémetros

a nordeste de San Diego, na Calif6rnia, utiliza virias montagens como as propostas por
Cassegrain.
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Os cometas que sio membros permanentes do Sistema Solar —
como o famoso Cometa Halley — viajam em 6rbitas elipticas, com
o Sol posicionado num dos focos. Outros tém érbitas hiperbélicas
— também com o Sol num dos focos —, entram velozmente no Sis-
tema Solar, contornam o Sol e voltam ao espago. O que distingue
um cometa de outro € a sua energia total E, a soma de sua energia
cinética (devida a0 movimento) com sua energia potencial (devida
3 atracdio gravitacional do Sol). Se E > 0, a 6rbita € uma elipse, e,
se E < 0, a 6rbita é uma hipérbole. O caso E = 0 é considerado
improvavel pelos astrénomos.

Interseccionando superficies conicas com planos

Elipses, hipérboles e pardbolas sio também chamadas de cénicas, pelo fato de serem
obtidas pela secgio de um cone de duas folhas por determinados planos. No entanto, as defi-
nicbes apresentadas para essas curvas exprimem distdncias que envolvem certos pontos — o0s
focos — e que, por isso, sdo denominadas propriedades focais das conicas.

Vamos, agora, estabelecer a identidade entre as duas versoes: cénicas como lugar geomé-
trico e como secgdes de um cone duplo. Iniciaremos com algumas defini¢es.

Considere uma circunferéncia C contida num plano 7 e seja r a reta perpendicular a 7, passan-
do pelo centro O da circunferéncia C. Seja, ainda, V um ponto de r nao pertencente ao plano 7.

1y

RN

O conjunto S, formado pela reunido das retas determinadas pelo ponto V e pelos pontos
de C, é chamado de superficie conica de revolucio.
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R « e .
Cadareta VP com P € C chama-se geratriz de S. O ponto V é denominado vértice € a

retar, o eixo de revolucio de S.

Se v é o plano paralelo a T passando por V, temos que 7y divide o espaco em dois semi-
espagos, E, e E,. Cada conjunto SNE; e SNE, é chamado de folha de S.

Uma observagio com respeito 3 nomenclatura: temos nos referido a cone em vez de
superficie conica. Abusos de linguagem como esse sio freqiientes em Matemadtica. Mais adi-
ante, entenderemos cone como uma figura s6lida cujo volume devemos calcular. Entretanto,
no presente contexto, ao falarmos de cone, estamos, na verdade, nos referindo a superficie
cbnica de revolucio, tal como foi definida.

Verificaremos, a seguir, quais figuras obtemos ao interseccionar uma superficie conica de
revolugdo S com um plano o arbitririo.

Se o plano o contém o vértice V de S, temos que S(1a € um ponto, uma dnica reta ou um
par de retas concorrentes.

Estamos interessados, principalmente, no caso em que o nio contém V. Embora esse
problema tenha sido estudado por Apolonio de Perga, um dos mais importantes matematicos
da Antiguidade, nossa discussio seguird uma linha moderna de argumentacio, desenvolvida
pelo matemitico belga G. P. Dandelin, em 1822.

Suas idéias utilizam esferas que sdo inscritas na superficie conica S — esferas centradas no
eixo de revolucio e tangentes a S — e também tangentes ao plano o.

Vamos tratar detalhadamente do caso em que o plano o determina uma elipse. O princi-
pal resultado a ser desenvolvido € o seguinte:

Seja oo um plano que intercepta apenas uma folha de uma superficie conica de revolucao S e
que nao é paralelo a nenhuma geratriz de S. Nessas condicoes, S o é uma elipse.

No caso em que o é perpendicular ao eixo de revolugio r de S em P, € ficil mostrar que
SNo é uma circunferéncia de centro P.

Suponha agora que o ndo € perpendicular a r. Nesse caso, as esferas inscritas em S tan-
genciam o plano o, em dois pontos distintos: F, e F,.*

* A construcio de tais esferas serd descrita no Trabalho Monitorado posterior 3 Videoconferéncia 2.
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Mostraremos que S(a é uma elipse de focos F, e F, isto ¢, que a soma das distincias de
um ponto arbitririo de SNa a F| e F, € constante.

R
Seja P um ponto arbitrdrio de S(o. A reta PF, € tangente a esfera ¥, em F, enquanto

PF, é tangente 2 esfera ¥, , em F, (conforme a figura acima), pois ¥, e Y, ,sdo tangentes a o
nesses pontos.

¥ Consideremos as circunferéncias C e C,,onde )| e ¥’ ,, respectivamente, tangenciam S.

L S—g .
! A geratriz VP encontra C, e C, nos pontos R eR,, e,como Y, € sdo tangentes a S
il g 1€% P 1%, 1 2 g

g a0 longo de C, e C, , segue que VP ¢ tangentea y  emR ea ¥, emR,.

1N Como os segmentos de tangentes 2 uma circunferéncia, a partir de um ponto em seu
exterior, sdo congruentes, vale que PF = PR e PF, = PR, ; portanto, PF, + PF,=PR, + PR,.

A

Q QA=QB

B

Mas PR, + PR, = RR,, que ¢é 2 distincia entre as circunferéncias C, e C,. Como essa
distancia ndo depende da escolha do ponto P, segue que PF, + PF, € o mesmo para todo PeSNa,
ou seja, S(ow € uma elipse de focos F, e F,.
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Com pequenas modificagdes, essa argumentagio funciona também no caso em que o
plano a corta as duas folhas de S. Utilizamos, aqui, uma esfera em cada folha de S, com as
esferas tangentes a o em F, e F,, respectivamente. O resultado obtido é que S(a é uma
hipérbole de focos F, ¢ F,, ou seja, o médulo da diferenca das distincias de um ponto arbitrario
de SNa aF, e F, € constante.

Finalmente, quando o plano o intercepta apenas uma folha de S e é paralelo a uma gera-
triz, utilizamos uma Unica esfera X tangente a o. A intersec¢do S[ o €, nesse caso, uma paré-
bola cujo foco € o ponto de tangéncia F entre o e X e sua diretriz € a reta d, em que o corta o
plano B da circunferéncia C, ao longo da qual X intersecciona S. Temos que as distincias de
um ponto qualquer de SNo a F e a reta d sdo iguais.
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Equacoes das conicas

Usaremos, agora, a Geometria Analitica para equacionar as conicas anteriormente defi-
nidas. Iniciaremos com a parédbola.

Introduzimos um sistema de coordenadas em que o foco ¢ o ponto de coordenadas
F = (0, p), onde p € um nimero positivo e a diretriz d é a reta de equagdo y = —p.

Utilizando-se a férmula da distAncia, temos que um ponto P = (x, y) estd na pardbola (de
foco F e diretriz d) se, e somente se, vale

N x2+(y—p)2=|y+pl.

F= (pr)

Elevando-se ao quadrado e simplificando, obtemos

2 +y:—2py+p’ =y +2py +p’

ou

2) x* = 4py.
Invertendo-se os passos, verificamos que (1) pode ser deduzido a partir de (2).

Logo, a paribola de foco F = (0, p) diretriz d dada por y = —p pode ser descrita como
o conjunto dos pontos (x, y) que satisfazem (2), que é chamada de equagao reduzida da
pardbola.
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Obviamente, escolhendo-se outros sistemas de coordenadas, a equacio da paribola muda.
Eis alguns casos:

X' = -4py y* = 4px y* = -4px
x=p x=p
_________________ y=p._ : / \

As Atividades a seguir devem ser realizadas em grupos. -
ATIVIDADE 1

Determine o foco, o vértice e a diretriz de cada uma das parabolas abaixo, fazendo um esboco
do seu desenho:

a) 7y = 2x? b) y? =16x ) y*+28x=0

ATIVIDADE 2

Conhecendo os dados abaixo, escreva a equacao de cada parabola:
a) vértice: (0, 0); eixo: reta x = O; ponto da parabola (5,10).

b) foco: (3,1); diretrizzy +3 =0.

ATIVIDADE 3

No Médulo 1, foi afirmado que o grafico da funcioy = a (x + m)? + k € uma parabola. Pretende-
mos, aqui, comprovar tal afirmagao.

a) Determine a equacao da parabola de foco F = (p, q) e diretriz dada pela equacaoy = d.

b) Considere a funcio y = f(x) = 2(x — 3)> + 1, igualando essa expressao com aquela obtida no
item a. Determine os valores de p, q e d nesse caso.

c) Considere, agora, a funcioy = f(x) = a (x + m)? + k. Repetindo o procedimento anterior, relaci-
-one os valores a, m e k com os valores p,q e d.
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Vejamos agora a equagio da elipse, tomando um sistema de coordenadas de modo que os
focos sdo dados por F, = (-, 0), F, = (¢, 0), onde ¢ > 0. Pela defini¢io 2, temos PF, +PF, =2a

com C < a.

Usando a férmula da distincia, temos que um ponto P = (x, y) estd na elipse (de focos F,
e ) se, e somente se, vale

‘; 3) \/(x+c)2+y2+\/(x—c)2+y2:Za.

Isolando um dos radicais, elevando ambos os membros ao quadrado e efetuando as sim-
plificaces possiveis, obtemos

(x—c)2+y2 =a-Sx,

i Elevando novamente ao quadrado e simplificando, chegamos ao resultado
! ) 2
. a—C |2 2_ 2 2
| ( : ) byl =a-c
JH a
i
il .
‘ ou, ainda,
2
| XXy
a® a‘-c
B

b
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2 2_ 2 . . ~ o . '
Sendo b” =a” —¢” (veja interpretagio geométrica na figura anterior), obtemos, finalmen

2 2
+

@

%)<

mN| e

Invertendo-se os passos, podemos mostrar que (4) implica (3).

A relagdo (4), que caracteriza os pontos (x, y) pertencentes a elipse de focos F e F,, ¢
chamada de equacdo reduzida da elipse.

O segmento AA, que contém os focos, ¢ chamado de eixo maior, e o segmento BB’, de
eixo menor da elipse. Eles estio contidos nos eixos de simetria da elipse, € seus comprimentos
sdo, respectivamente, 2a e 2b. O ponto de interseccio desses eixos chama-se centro da elipse.

Os nimeros a e b, que aparecem em (4), sdo os comprimentos do semi-eixo maior e do semi-
eixo menor.

ATIVIDADE 4

Baseando-se nos dados a seguir, encontre a equacao de cada elipse:
a) focos em (2, 0) e (-2, 0) e eixo maior de comprimento 10;

b) centro na origem, passando por (6, 0); um extremo do eixo maior tem coordenadas (0, 8).

ATIVIDADE 5

Uma elipse é tal que a soma das distancias de um ponto seu qualquer aos focos (1,-3) e (1,-1)
é igual a 4.Encontre a equacdo da elipse. Observe que o centro esta fora da origem do sistema
de coordenadas.

Vejamos, em seguida, o caso da terceira conica. No Médulo 1, afirmou-se que o grafico
1 ) .
da fungio y == é uma hipérbole. Para verificarmos tal afirmagio, vamos procurar as coorde-
X
nadas de dois pontos, F, e F, (focos), ¢ o valor de uma constante, 2 > 0, de modo que P = (x, y)

1
pertence ao grifico de y = L see somente se, IPFl —-PE, ] =2a.

A constante 2a é a distdncia entre os vértices da hipérbole. Por outro lado, os vértices do

1
grificode y = < sio os pontos (-1, -1) e (1, 1), o que nos leva a considerar 2a = 2.



Como os focos pertencem a reta que passa pelos vértices e sdo simétricos em relacdo ao
ponto médio do segmento determinado por esses vértices, temos que F, = (-, -¢), F, = (¢, ¢),
onde ¢ > 1.

. 1
Para acharmos o valor de ¢, consideramos um ponto (x, y) do grificode y =—, com x> 0.
X

Substituindo PF,=y(x-+c)’ +(y-+c)’, PF,=y/(x—c)’ +(y—c)’ emPF, - PF,=2V2, ob-

1
temos, apds os devidos cilculos, Cz[(X + y)2 - 4] = Z(X2 + y2 - 2) .Como y= <’ concluimos que
¢ =~/2. O mesmo resultado seria obtido se x < 0, considerando-se, nesse caso, PF,—PF,=242.

1
Assim, temos provado que, se um ponto P = (x, y) estd no grifico de y = < entio,
|PF - PF,|= 242, onde F, = (—\/E,—\/E) ek, = (\/E,\/E)

Reciprocamente, se P = (x, y) é tal que |PF —PF, | =242, entdo

2

|PF1—PF2|2 = N(xﬂ/ﬁ)z +(y+«/§)2 —\/(x—«/z)z +(y—«5)2

e o e ) 2l o oo~ =

Efetuando os cdlculos necessarios, obtemos:

Xt +y’ = \/xd' +y*+2x’y* +16—16xy .
Elevando ao quadrado e simplificando, concluimos que xy = 1, ou seja, (%, y) estd no

1
grificode y=—

X .
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ATIVIDADE 6

Seguindo passos analogos aos empregados na deducao da equacao reduzida da elipse, obte-
2 2

nha a equacdo reduzida da hipérbole, Za(;—i:—2=

F,=(-c,0), F,=(c,0),c>0, e utilize a definicdo 3,

1. Considere os focos dados por

PF1—PF2‘=2a. O numero b é definido por

b*=c? —a’, e sua interpretacdo esta na figura a seguir.

Eixo conjugado

[—Assintotas

Eixo
principal

S

Viértice

ATIVIDADE 7

Encontre a equacdo da hipérbole com centro na origem, sabendo-se que:
a) seus vértices sio (4, 0) e (-4, 0) e seus focos, (5, 0) e (-5, 0);
b) passa por (2, 4) e tem vértices em (0, 3) e (0, -3);

c) seus focos sdo (4, 0) e (-4,0) e um de seus pontos é (5, 3).

tividades complementares

ATIVIDADE 1

Considerando os dados abaixo, escreva a equagao de cada parabola:
a) vértice: (0, 0); dois pontos da parabola: (6, 18) e (6,-18);

b) foco (~4,-2); diretriz: 2x +y = O;

c) vértice: (1, 4); foco: (3, 2).
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ATIVIDADE 2

Dadaa elipse de equacio 4x’ +9y’* — 48x + 72y +144 =0, determine seus focos, semi-eixos, vér-

tices e centro.

ATIVIDADE 3

Considere duas circunferéncias centradas na origem com raios a e b, onde a > b. A partir da
origem, trace uma semi-reta que intercepte a circunferéncia menorem Q e a maioremR.5ea

reta horizontal pelo ponto Q e a reta vertical por R interceptam-se num ponto P = (x,y), mostre
X2 2
que P esta na elipse ¥+Z—2=1.

o

=2

ATIVIDADE 4

2

XZ y2 XZ y
Encontre os pontos de interseccio da elipse —+2*==1com a hipérbole ——=—=1. Mostr
contre os pontos de i c3ao ip 36720 ip e 10 e

que essas duas cdnicas sao confocais, isto &, tém os mesmos focos.

-

hando em sala de aula

Determinando pontos das conicas em malhas circuladas

Um método especialmente simples para desenhar conicas utilizando suas propriedades
como lugar geométrico € fazer o seu esbogco em malhas circuladas. Esta atividade pode ser

realizada em sala de aula.

Tomam-se trés folhas de papel sulfite nas quais estdo desenhadas varias retas paralelas igual-
mente espacadas (Folha 1) e circunferéncias concéntricas com raios aumentando de 1cm em

1cm (Folhas 1,2 e 3).
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Folha1 Folha 2 Folha 3

1. Com base nas definicoes dadas e justificando suas conclusdes, determine:

a) pontos nas intersec¢des das circunferéncias e retas da Folha 1, pertencentes a parabola de
foco F e diretriz d. Unindo esses pontos, vocé obtera um bom esboco de parabola;

b) pontos nas intersec¢des das circunferéncias da Folha 2, localizados sobre a elipse de focos F, .
e F, e com distancia entre os vértices 2a = 12 cm. Esboce a elipse. Que outras elipses com os
mesmos focos, mas diferentes distancias entre os vértices, é possivel esbocar na Folha 2?

2. Como vocé pode esbogar uma hipérbole na Folha 3 com focos em F, e F, e distancia entre os
vértices 2a = 4?7 Que outras hipérboles podem ser esbocadas na mesma folha?

Determinando conicas no computador por meio de suas
envoltorias

Se voce tiver acesso a um programa que trace circunferéncias, segmentos e mediatrizes —
como o Cabri, 0 CAR ou o GSP —, construa, com seus alunos, o esboco das envoltérias de
tangentes de uma elipse e de uma hipérbole, a partir das circunferéncias indicadas nas dobra-
duras da Atividade 2 do Material de Apoio da Videoconferéncia 1 (veja a pagina 16). Observe
que cada “linha de dobra” é a mediatriz do segmento que une o ponto F 2 um ponto P sobre a
circunferéncia, em cada uma das duas situagbes (com F dentro ou fora do circulo). A seguir,
verifique que a curva é o lugar geométrico dos pontos que estio simultaneamente na mediatriz
e no segmento OP. Identifique suas propriedades caracteristicas, justificando-as de modo ani-
logo a0 que fez na Atividade 1.

Apresentamos, até aqui, algumas atividades de reconhecimento de cénicas. Vimos, no
video, que também & possivel desenhd-las utilizando corddes, tachinhas e com o auxilio de
réguas e esquadro, por meio de procedimentos que deixam bem claras as propriedades de suas
definigGes. E importante que vocé elabore um projeto para a construgio de um material con-
creto, que possa ser utilizado pelos alunos, em sala de aula, de forma prética e eficaz.
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Areas, semelhancas, volumes e o método
da exaustio

Com esta Videoconferéncia, esperamos contribuir para a compreensio de importantes
idéias geométricas — como 4reas, semelhancas e volumes —, de uma forma inter-relacionada e
tendo como pano de fundo a contextualizagio em problemas histéricos que resultaram no
desenvolvimento de conceitos e métodos fundamentais para a Matemdtica, buscando uma
compreensio do desenvolvimento das idéias matemdticas em um contexto de resolugio de
problemas.

Nas atividades sugeridas, procuraremos relacionar esses conceitos com outros vistos
anteriormente e sugerir situagdes de sala de aula para uma abordagem mais significativa da
Geometria.

Serido abordados os seguintes tépicos:

m Método da exaustio, usado para a obtengdo da drea do circulo e do volume de cubos e
blocos retangulares

m Método de Sécrates, utilizado para abordar o problema da duplicacio do quadrado
m Raciocinio de Arquimedes, usado para obter a drea do circulo

m Construcio conceitual da medida do volume de cubos e blocos retangulares com ares-
tas racionais ou irracionais
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Areas, semelhancas, volumes e o método

da exaustao

Antonio Carlos Brolezzi
lole de Freitas Druck

Herédoto, um dos primeiros historiadores da humanidade, afirmava que os
gregos teriam trazido a Geometria do Egito.

E bem conhecida a histéria de que as cheias do Rio Nilo desfaziam as divi-
sGes entre as terras, que, para serem refeitas, precisavam de cdlculos e medidas
de dreas. Dai a palavra geometria ~ “medida da terra”. Entretanto, Aristételes,
grande fil6sofo da Grécia Antiga, dizia que a Geometria teria nascido no Egito,
ndo em razdo de suas aplica¢Bes préticas, mas pelo fato de os sacerdotes terem
tempo livre o suficiente para se dedicar 2 apreciacio das formas da natureza e ao
estudo hidico dessas formas.

Na Grécia Antiga, a Geometria assumiu outro papel: o de ser a primeira drea
do conhecimento a ser formalizada logicamente. Tales e Pitdgoras inauguraram
esse modo de tratar a Geometria, visando ao reconhecimento de padrdes e pro-
priedades que pudessem ser demonstrados.

Conta-se que Tales de Mileto teria sido o primeiro a propor métodos indi-
retos para medir distdncias inacessiveis, como a distincia de um navio no mar, a
largura de um rio e a altura de montanhas. Tais métodos seriam baseados na
idéia de semelhanca.

Tales, em viagem ao Egito, teria surpreendido todos ao determinar a altura
de uma pirimide baseando-se apenas na sombra de um bastdo. Aparentemente,
ele teria aguardado até que a sombra e o comprimento se igualassem para, entio,
dizer que a altura da pirdmide seria, naquele momento, igual a0 comprimento de
sua sombra.

Antonio Carlos Brolezzi ¢
professor do Departamento
de Matematica do IME-USP.
E Mestre e Doutor em »
Educacao pela Faculdade de
Educacdo da USP.Com vasta
experiéncia no Ensino
Fundamental e no Ensino
Médio, trabalhou por varios
anos com a formacao de
professores. Interessa-se pela
pesquisa na area de Histdria
da Matematica e seu uso em
sala de aula, bem como pelo
uso da tecnologia na
educacdo matematica.

ravura representando Tales de
Mileto (cerca de 624-547 a.C.).

33



De acordo com outros relatos, Tales de Mileto estabeleceu uma proporgio
entre dois tridngulos retingulos semelhantes: um deles teria catetos com as mes-
mas medidas dos comprimentos do bastdo e de sua sombra; o outro, com as medi-
das da altura e da sombra da pirdmide.

Problema de Socrates

A Geometria passou a ser, na Grécia, o modelo do raciocinio dedutivo. Tanto
Platdo (427-347aC) e Aristételes & que na famosa Academia de Platdo, berco da filosofia e do pensamento cientifi-
(384-322 a.C). Detalhe de A escola . ) « ~

de Atenas, de Rafael. co, havia uma placa que alertava o recém-chegado: “Quem ndo souber Geome-

tria, ndo entre aqui”.

De fato, Sécrates utiliza exemplos da Geometria para
ilustrar seu método de discussdo filoséfica, denominado
maiéutica, cujo objetivo é fazer nascer uma idéia na mente
do préprio interlocutor, por meio de perguntas € respostas.
Sécrates, em um dos didlogos transcritos por Platdo, discute
com Meno o que seria “4rea”: “Medida de superficie? Mas o
que é superficie?” “Aquilo onde os s6lidos terminam”, dizia
Meno. Sécrates relembrava que os pitagéricos denominavam

"y e 174 ”
Sécrates (469-399 a.C.). Detalhe de A morte de Sécrates, de Sllpel’fl01e a Pele das ﬁglll‘aS .
Jacques-Louis David.

Nessa tentativa de definir as coisas, foram surgindo os conceitos. Os gregos se interessa-
vam por definir os termos por meio de suas propriedades. Vejamos como Sécrates procura
definir a 4rea de uma figura decompondo-a em unidades de medida-padrio.

E célebre seu problema sobre como obter o lado de um quadrado que tenha o dobro da
srea de um quadrado dado. Sécrates o propunha em banquetes nos quais filésofos discutiam
sobre tudo e dizia que ele podia ser resolvido mesmo por quem nunca tivesse estudado Geo-
metria. Para provar isso, chamava um servo que atendia & mesa.

A B B =2Ar
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A primeira opinido do servo era que o novo quadrado deveria ter o lado medindo o dobro
do lado do quadrado dado. Sécrates, entdo, fazia o servo verificar, através de desenhos, que
tinha obtido um quadrado com quatro vezes — € ndo duas — a drea do quadrado dado. O passo
seguinte seria fazé-lo indicar como tomar a metade desse novo quadrado. O servo concluia
que bastava tomar metades de cada um dos quatro quadrados que compunham o quadrado
maior.

A A A | A
2 | 2
A | A
A A 2 | 2

Com esse método de abordagem da Geometria, Scrates introduziu uma técnica muito
ttil pedagogicamente: o tratamento de dreas e volumes com a idéia de composigio e decom-
posig¢io de figuras e s6lidos.

ATIVIDADE 1: DIVIDINDO UM TRAPEZIO

Divida a figura abaixo em quatro partes de mesma forma e tamanho.

2a
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Ao resolver este problema, o aluno pode descobrir que a razdo de semelhanga entre as
4reas das figuras € igual 2 razdo entre os quadrados de seus lados.

Uma vez que obtenha a divisio em trés partes iguais — uma primeira tentativa bastan-
te natural —, o aluno pode verificar que, necessitando dividir em quatro partes, pode sub-
dividir cada parte em quatro, obtendo uma reproducio em escala da figura original. Esta
é a figura desejada.

Outra idéia importante, referente ao problema de Sécrates, € que a relagio de seme-
lhanga entre figuras implica uma Jdeterminada relacio entre dreas. No problema proposto
por ele, fica claro que, dobrando os lados do quadrado, obteremos um outro quadrado, com
quatro vezes a drea do quadrado original. Esse fato, na verdade, se generaliza. 'Temos sem-
pre que a razio entre as dreas de duas figuras semelhantes € 0 quadrado da razio de seme-
lhanca entre elas.

O método da exaustao

O estudo de dreas e volumes receberd uma importante contri-
buicio de Eudoxo (408-355 a.C.), criador do método da exaus-
tdo, que consiste em obter uma 4rea por sua aproximagao através
de uma seqiiéncia de poligonos. Esse método serd utilizado por
Arquimedes para obter e provar o cilculo de areas de figuras e
volumes de sélidos diversos.

Euclides registrou o tratamento de dreas e volumes e o método
da exaustio em sua obra Os Elerentos, 0 livro com maior nimero de
edi¢oes depois da Biblia. Euclides foi o grande organizador da Ma-
temdtica, e sobre seus trabalhos se desenvolveu grande parte da Ma-

Euclides de Alexandria (aprox. 325-265 a.C.). tematica hoje conhecida.
Detalhe de A escola de Atenas, de Rafael.

Busto de Arquimedes de Siracusa
(287-212aC.).

Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.), que estudou com 0s discipulos de
Fuclides em Alexandria, criou tanta matemdtica, que se pode atribuir a ele o titulo
de precursor do cilculo integral. Ele se antecipou, em quase dois mil anos, aos
trabalhos de Newton e Leibniz.

Do ponto de vista diddtico, o método de raciocinio de Arquimedes sobre
4reas é muito interessante, constituindo-se em uma primeira heuristica explici-
ta. Ele obtém a drea de um circulo considerando dois poligonos regulares de n
lados: wm inscrito e um outro circunscrito ao circulo. Vejamos uma ilustragdo
utilizando um hexagono.
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Heuristica: arte de inventar,

de fazer descobertas; ciéncia
n=6 que tem por objeto a

descoberta do fato.

JAVAVAVAVAVA

O perimetro do hexdgono inscrito é um pouco menor que o comprimento C da circunfe-
réncia. A altura dos tridingulos que compdem o hexdgono é também um pouco menor que o
raio r do circulo. Considerando-se um poligono com um nimero maior de lados, podemos
imaginar que a medida do perimetro ficard mais préxima do comprimento da circunferéncia e
que a altura dos tridingulos em que o poligono se decompord ficard mais préxima a do raio do
circulo. Como a drea de cada tridngulo é a metade da altura vezes a base (um dos lados do
poligono), a drea do poligono ficard sempre mais préxima de rC/2, 3 medida que aumentar o
nimero de lados do poligono. Arquimedes considerou que a limitago inferior 2 4rea do circu-
lo fazia com que essa drea nunca fosse inferior a rC/2. De forma similar, ele propunha consi-
derar um poligono regular circunscrevendo o circulo para n = 6, como na ilustragio abaixo.
Aumentando o valor de n, a 4rea do poligono circunscrito tende a rC/2. Dada essa limitacio
superior, a area do circulo nio pode ser maior que rC/2.

n=6

JAVAVAVAVAVA

Arquimedes conclui seu raciocinio afirmando que, se a drea do circulo ndo pode ser me-
nor que rC/2 nem maior que rC/2, entdo, ela deve ser igual a rC/2.

O trabalho com composi¢io e decomposicio de figuras, inspirado na Geometria grega,
também pode ser muito 1til em nossas aulas de Matemética. E possivel trabalhé-las desde as
séries iniciais, ainda que sem lidar, necessariamente, com o conceito de 4rea ou com a repre-
sentacdo algébrica de grandezas. O célculo aproximado da drea de uma figura qualquer, por
excesso ou falta, a partir de uma malha quadriculada, é um bom exemplo de uso de uma heu-
ristica com fundamento na Hist6ria da Matemadtica.
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Podemos encontrar idéias semelhantes a0 compor e decompor outras figuras, visando ao
reconhecimento de propriedades ji conhecidas de tridngulos, paralelogramos, trapézios etc.

E interessante, mesmo no Ensino Médio, ndo se deter apenas nas formulas das dreas de
figuras conhecidas, pois o aluno deve adquirir o habito de enxergar as composi¢des de figuras
por tris do célculo de dreas. Isso pode ser muito itil para o desenvolvimento de no¢des mais

sofisticadas, como a nogio de integral.

Volumes de solidos

A idéia intuitiva de medir volume consiste em atribuir um valor numérico 2 “quantidade
de espaco” ocupada por alguma coisa, em comparagio com uma unidade de volume estabele-
cida. Muitas vezes, em vez de uma unidade de volume, utiliza-se uma unidade de capacidade.
O volume do porta-malas de um carro, por exemplo, costuma ser dado em litros — um carro
grande tem porta-malas com capacidade de 500 litros. Isso significa que seu volume corres-
ponde a 500 cubos de aresta 10 cm, ji que 1 litro equivale a 1 decimetro ctbico.

Dimensoes

Comprimento total — 4,753 m
Largura total (excluindo retroviso-
res)—1,812m

Distancia entre os eixos — 2,754 m
Peso bruto total —1.865 kg

Volume do porta-malas com encos-
to na posicdo normal —500 litros




Cubo com capacidade de 1 litro

10 ecm

10 cm
A idéia de Hecompor o volume em cubos € a base do cilculo desse volume.

Vamos, agora, obter o volume dos sélidos por meio de uma construcio conceitual*. To-
memos como unidade de medida de volume um cubo com aresta medindo uma unidade de
comprimento e volume igual a 1. Trata-se do cubo unitdirio.

Para obtermos a medida do volume de um cubo de aresta n unidades (n natural), pode-
mos decompd-lo em n® cubos unitdrios. Assim, um cubo de aresta 5 terd 125 cubos unitdrios e
seu volume serd 125.

Mas o que ocorre se decompusermos o préprio cubo unitirio? Se dividirmos cada aresta
de um cubo unitirio em q partes inteiras, teremos g cubinhos. Portanto, um cubo de aresta
1/q tem volume 1/g’.

* Conforme LiMa, Elon Lajes. Medida e forma em Geometria: comprimento, 4rea, volume e semelhanga. Colegio do
Professor de Matemitica. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 1991. 98 p.
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Se tivermos um cubo de aresta p/q, com p e q inteiros, poderemos decompor cada aresta
em p partes de comprimento 1/q. Ou seja, o cubo serd decomposto em p’ cubos de aresta 1/q.
Seu volume, entdo, serd p*x 1/q® = (p/q)°.

J4 comprovamos que, dado um cubo de aresta a — um nimero racional —, o volume serd
igual a a*. Mas o raciocinio feito nio se aplica para provar que um cubo de aresta irracional b
tem volume b?.

Nesse caso, podemos utilizar o método da exaustio, que propde o seguinte esquema:
dado um cubo C de aresta b irracional, provamos primeiro que, se x for um nimero menor
que b?, x < vol (C), e depois que, se y for um nidmero maior que b, entdo, y > vol (C). Conclui-
se, pois, que b’ deve ser igual a vol (C).

A idéia das provas acima € a seguinte: se x for um nimero tal que x < b’, poderemos
aproximar o niimero irracional b por um valor racional r < b, tdo préximo de b que teremos
3[x <r <b e,assim, x < * < b*. Existe um cubo D de aresta r contido estritamente em C. Como
r é racional, vol (D) = 3. Como D esti contido e é diferente de C, vol (D) < vol (C). Portanto,
vol (D) = < vol (C). Assim, também x < vol (C), pois x < 1*. De modo anilogo, chegaremos a0
resultado de que se y > b?, entdo, y > vol (C). Resta que vol (C) = b’.

ATIVIDADE 2: VOLUME DO PARALELEPIPEDO

Para utilizar o resultado do volume do cubo no célculo do volume de um paralelepipedo, tam-
bém poderemos percorrer a linha de raciocinio adotada para o cubo. Tomemos, inicialmente,
um paralelepipedo com arestas racionais, que podem ser expressas como a/q, b/q e c/q (redu-
zindo as medidas ao mesmo denominador, se for necessario). Teremos, entdo, abc cubos com
1/q de aresta e, portanto, um volume de abc.1/g* = a/q.b/q.c/q. A passagem para um paralelepi-
pedo de arestas a, b, ¢, que podem ser irracionais, é semelhante ao que foi feito para o cubo®.

Assim, com o método da exaustio, também podemos dizer que basta multiplicar a area da
base pela altura do paralelepipedo:V = Bc,em que B = ab e c € a altura do paralelepipedo, sejam
quais forem os valores a, b, c de suas arestas.

As questdes a seguir servem para organizar esse raciocinio.

a) Sejam n, m e r trés nimeros naturais. Por que se pode concluir que o volume do paralelepipedo
reto-retangulo, cujas arestas medem exatamente n,m e r, tem valor nmr? Faga um esbogo.

* Ha, no entanto, um cuidado extra (qual?) a ser tomado para a construcao do paralelepipedo de arestas racionais contido
no bloco retangular inicial e cujo volume é maior do que um ndmero x<a.b.c.
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b) Elabore, agora, argumentos para comprovar que a mesma férmula vale para o volume de
um paralelepipedo reto-retangulo, cujas arestas valem p,/q, p,/q, e p,/q,, sendo p, e g, nime-
ros naturais (esboce, como apoio, um sdlido de arestas 2/3,3/4 e 2/5).

c) Utilizando o método da exaustdo, mostre que, mesmo que um paralelepipedo tenha arestas
a, b e cirracionais, seu volume mede abc.

Observagdo: como a unidade de medida é o cubo de aresta unitaria, todos os argumentos
feitos valem somente para o bloco retangular (cujos angulos sdo todos retos, como no cubo).
O fato de o volume de um paralelepipedo genérico (possivelmente inclinado) em geral valer
o produto da area de sua base pela altura depende de outros fatores e serd explorado na
Videoconferéncia 3.
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rabalho monitorado

Congruéncia e semelhanca

No trabatho com Geometria, algumas idéias fundamentais aparecem reiteradamente em
contextos variados. Destacamos duas delas — congruéncia e semelhanga — para serem desen-

volvidas aqui, por sua marcada importincia na justificativa de temas tratados ao longo deste
Médulo.

Congruéncias foram utilizadas, implicita ou explicitamente, na detecgio das proprieda-
des caracteristicas das conicas e em algumas situagdes da Videoconferéncia 2. Também abor-
daram-se as semelhancas, que serdo utilizadas nas atividades seguintes e, ainda, na Videocon-
feréncia 3. E importante que nossos alunos entendam bem a relagdo entre a razio de semelhanca
entre duas figuras e a razio entre suas dreas e volumes.

A demonstragio do Teorema de Dandelin utilizou, de forma implicita, os resultados a

seguir, que garantem a construgio das esferas inscritas na superficie conica. As atividades per-
mitem o detalhamento de tais procedimentos.

ATIVIDADE 1

a) Seja P um ponto do interior de um angulo ZAOB. Mostre que P esta na bissetrizdo ZAOBse
«—> >
e somente se dist (P, 0A)= diSt(P, OB).
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0 >
X A

—> «—>
Lembre que dist (P, OA)=PX, onde X é o pé da perpendicular a reta OA, tracada a partir de P.

b) Mostre que as trés bissetrizes de um triangulo interceptam-se num mesmo ponto | e que
existe uma circunferéncia centrada em I, tangente aos trés lados do triangulo. Essa circunfe-
réncia é dita inscrita ao triangulo.

¢) Mostre como construir uma esfera inscrita numa superficie conica de revolugdo S e tangente
a um plano que corta apenas uma folha de S. Considere, num plano adequado, a circunferéncia
do item b e a rotacione em torno do eixo do cone.

d) Verifique que a area de um triangulo arbitrario é igual arpemquep=(a+b+c)/2éo
semiperimetro do tridngulo e r é o raio da circunferéncia inscrita.

ATIVIDADE 2

Suponha que A(_)Pe BP sejam retas tangentes a uma circunferéncia nos pontos distintos A e B,
respectivamente. Mostre que AP = BP. Além disso, mostre que a bissetriz do ZAPBpassa pelo
centro da circunferéncia. Proponha e comprove um resultado correspondente para retas tan-
gentes a uma esfera. Onde esse resultado foi utilizado nas construcdes do Teorema de Dandelin?
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ATIVIDADE 3

Leia o texto e responda as questdes a seguir.

Cénicas e a duplicacao do cubo

Os trés classicos problemas
de construcao com régua e
compasso '
Duplicacéo do cubo:
construir o lado de um cubo
cujo volume é o dobro do de
um cubo dado.

Trisseccido de um angulo:
dividir um dngulo arbitrario
em trés partes iguais.
Quadratura do circulo:
construir um quadrado com
areaigual a de um dado
circulo.

Hipocrates de Cos
(aprox.470-410 a.C.)

O interesse grego pelas seccdes cdnicas provavelmente teve inicio na tentativa de
resolver o problema classico da duplicagdo do cubo,um dos trés problemas insolu-
veis da Grécia Antiga (insolGveis, dentro da Geometria, com os instrumentos eu-
clidianos, isto é, com régua sem marcas e compasso. Os outros dois sdo a quadra-
tura do circulo e a trisseccao do angulo).

Uma das histérias do problema da duplica¢do do cubo diz que, para se verem li- |
vres de uma peste, os habitantes de Delos teriam recebido orientacdo do Oraculo
de Apolo para dobrar o tamanho do altar desse deus, que tinha o formato de um
cubo. Tal problema teria sido levado & Academia de Platéo, onde foram sugeridos
varios procedimentos.

Por volta de 440 a.C., Hipécrates reduziu o problema a obtencao de duas médias
proporcionais (digamos, x e y) entre dois segmentos de retas medindo a e 2a.Tal-
vez ele tenha observado as seguintes relagdes entre as arestas de um cubo e do
cubo duplicado: sendo a a aresta de um cubo original e x a do cubo duplicado a
partir deste, temos 2a* = x3. Duplicando x* e chamando a nova aresta de y, obte-
mos 2x* = y3. Através de nova duplicacdo, chegamos a 2y* = 4x* = 8a° = (2a)’.

Ou seja, ha uma proporcionalidade entre os segmentos a, x, y e 2a do tipo:

a:x :: x:y :: y:2a. Em notacdo moderna, podemos escrever as propor¢oes por meio

das igualdadesi XY, que sdo equivalentes as duas equagdes de parabolas:
X y 2a

y?=2ax e x’=ay.

Mais tarde, Menaecmus (aprox. 380-320 a.C.) descobriu que o problema poderia
ser resolvido pelo estudo de um cone circular com um angulo reto no vértice, e,
provavelmente, foi o primeiro a identificar uma familia de novas curvas, que mais
tarde receberiam os homes de elipse, parabola e hipérbole.

Seu raciocinio contava apenas com a Matematica da época; ele nao foi auxiliado pela notacao
algébrica da Geometria Analitica, nem pdde utilizar esquemas tracados em um plano carte-
siano. Menaecmus propunha que se poderiam encontrar as médias x e y de Hipocrates obser-
vando o encontro de duas parabolas no cone, 0 que,em notagao moderna, significaria resolver
o sistema de duas equagdes: y? = 2ax e x? = ay. O ponto de encontro das parabolas indicaria
os valores de x e y, tais que a/x = x/y = y/2a.
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A.Mostre que, partindo das equacdes das parabolas acima, é possivel provar que as coordena-
das (x,y) da sua interseccao (# (0,0)) satisfazem x® = 2a% e y? = 4a°.

B.Partindo do item A, conclua que a/x = x/y = y/2a = 1/2"3,

Observe que obtivemos algo que nos parece evidente: x = 2/3a; sabemos que essa igualdade &
equivalente a x* = 2a%. Embora os gregos ndo trabalhassem com Algebra simbélica, nem com
representacoes de nimeros irracionais, mostraram que o problema da duplicagio do cubo po-
deria ser resolvido por meio de construcdes geométricas, utilizando seccées conicas. Isso se
daria de modo analogo a solugdo geométrica para a duplicagio do quadrado, no caso do pro-
blema de Sdcrates. A associacdo entre a idéia de proporcionalidade, mais presente no estudo
das semelhancas, e outras idéias, como medidas de volumes e areas, é bem tipica da contribui-
¢ao grega para o crescimento da Geometria.

ATIVIDADE 4

Considere uma piramide de base triangular cortada por um plano p paralelo ao plano a da sua
base. Atribua valores (numéricos ou literais) aos comprimentos das arestas e 3 altura da pira-
mide, bem como a distancia entre os planos o e 7, mostrando que o triangulo da base é seme-
Ihante aquele determinado pela interseccdo de & com a piramide.




Atividades com semelhanca

Algumas atividades praticas com semelhanca podem ser realizadas em sala de aula, a fim de
tornar mais concretas as propriedades geométricas das figuras. Uma delas é o teste da proje-
¢30, que consiste em comparar duas figuras quaisquer,a fim de verificar se elas sdo semelhan-
tes: para isso, coloca-se uma delas (a menor) no retroprojetor e outra diretamente sobre a tela
ou sobre a lousa em que se projeta a figura. Desse modo, pode-se verificar que a semelhanca
entre as figuras esta relacionada ao fato de uma poder ser superposta a outra, com as devidas
ampliacdes ou reducdes. Outra atividade consiste em recortar diversos retangulos com dife-
rentes proporcdes e dobra-los na diagonal. A superposicdo desses retangulos permitira a rea-
lizac3o do teste da diagonal: de acordo com esse teste, os retangulos sdo semelhantes apenas
quando suas diagonais estao na mesma direcio. Observe as figuras: -

Situacio A: Pares de retangulos ndo-semelhantes

Situacio B: Pares de retdngulos semelhantes

Vocé conhece outras atividades que trabalham com a idéia de semelhanca?
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Divisao em figuras semelhantes

Desenvolvendo essa idéia, o professor pode fazer com que o aluno perceba que a razdo de
semelhanca entre figuras pode ser um instrumento para o célculo de areas, desde que a figura
seja dividida em figuras semelhantes. E importante que a raz3o entre as areas seja igual ao
quadrado da raz3o entre os elementos retilineos da figura, ou seja,em uma ampliacdo de uma
figura em razao 3, a area devera ser multiplicada por 9. Verifique isso, dividindo o tridangulo
abaixo em 9 tridangulos semelhantes ao triangulo original.

3a

3c
9A




ideoconferéncia 3

Principio de Cavalieri e cilculo de
volumes

Nesta Videoconferéncia, procuraremos mostrar como a aplicagdo do Principio de Cava-
lieri nos permite construir a medida do volume de diversos sélidos geométricos e sua impor-
tAncia para pesquisas em outras 4reas do conhecimento, como a Medicina.

Nossa intencdo é trabalhar, de maneira integrada, diversos assuntos da Geometria, de
forma a permitir, nas atividades sugeridas, uma abordagem pedagdgica que considere o desen-
volvimento histérico das idéias, em face da resolugio de problemas que podem auxiliar na
construcio significativa de conceitos e métodos geométricos, com referéncia a algumas de
suas aplicagdes praticas.

Na Videoconferéncia, serio discutidos os seguintes topicos:

m Principio de Cavalieri

m Cilculo dos volumes de cilindros, cones, prismas, pirdimides e esferas

m Raciocinio de Arquimedes, relacionando volumes e 4reas de circulos, esferas e cilindros




aterial de apoio

Principio de Cavalieri e cilculo de
volumes

Amntonio Carlos Brolezzi

Principio de Cavalieri

O cilculo do volume dos sélidos geométricos interessou aos povos da Anti-
guidade tanto pela sua utlidade pritica como pelos desafios que representava. A
Estereometria - estudo do cdlculo de volumes dos sélidos — aparece em obras
egipcias de 3500 anos atris. O estudo da Geometria dos Sélidos foi bastante in-
centivado por Platio (427-347 a.C.).

O estudo de problemas estereométricos chamou a atencdo de Bonaventura
Francesco Cavalieri (1598-1647), um padre jesuita italiano que se interessou por
Matemitica e decidiu aprofundar-se no assunto, apés um encontro com Galileu,
de quem se tornou discipulo. Cavalieri estudou diversas dreas da Matemaitica, ten-
do um interesse pelas sec¢des conicas e pelos fundamentos que, mais tarde, gera-
riam o célculo diferencial e o cdlculo integral. Ficou famoso por estabelecer, em
1635, um método para tratar 4reas e volumes.

A idéia que ficou conhecida como Principio de Cavalieri diz que:
1. Se os segmentos determinados pela intersec¢do de qualquer reta perpendi-
cular a uma diregdo fixa com duas figuras planas tiverem sempre o0 mesmo com-

primento, entio, as superficies tém a mesma 4rea.

2. Se as dreas das sec¢des por qualquer plano perpendicular a uma direcio
fixa de dois sélidos forem iguais, entdo, os sélidos tém volumes iguais.

Pagina de um manuscrito sobre
Estereometria de Leonardo da
Vinci (1452-1519), escrito por volta
de 1503, que se encontra na
Biblioteca Nacional de Madri.
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s - Vamos nos ocupar, aqui, da parte do principio que se refere aos volumes. O
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ANDRE SARMENTO

Pagina da obra de Cavalieri,
Geometria indivisibilis
continuorum nova (1635),
mostrando uma ilustragdo
do principio aplicado as
4reas de figuras.

Assim, para calcular o volume de um solido, basta verificar se qualquer plano paraleloa
sua base, ao corti-lo, gera uma figura plana com édrea igual a de outra, obtida pelo mesmo
procedimento de outro s6lido, cujo volume seja conhecido.

éﬁ
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Tomemos um sélido conhecido, como € o caso do nosso bloco retangular — o paralelepi-
pedo reto—retﬁngulb —, cujo volume ¢é calculado como o produto dos comprimentos de trés
arestas com origem no mesmo vértice. Poliedros com duas faces congruentes e paralelas e
faces laterais que sejam paralelogramos sdo chamados de prismas. O paralelepipedo, por exem-
plo, é um tipo particular de prisma. Mas, e se tivermos prismas cujas faces laterais nio sejam
retangulares, como poderemos calcular seu volume?

Suponhamos que a base do prisma tenha a mesma 4rea da base do paralelepipedo. To-
mando um plano paralelo ao plano da base dos dois sélidos, suas intersec¢des com dois sélidos
serdo figuras geométricas congruentes com suas bases, portanto, terdo a mesma drea. Assim,
pelo Principio de Cavalieri, o volume do prisma é o mesmo do paralelepipedo, que tem a
mesma 4rea da base e a mesma altura.

O Principio de Cavalieri ¢ uma ferramenta matematica importante para a Ciéncia moderna.
A Estereologia, método estatistico para determinar propriedades morfolégicas de estruturas tridi-
mensionais, a partir de imagens bidimensionais ou de secgdes finas de s6lidos, € usada nas pesquisas
biomédicas, com base no Principio de Cavalieri e com a utilizagdo de recursos computacionais.

Essa metodologia serve para estudar a morfologia de 6rgios, tecidos e estruturas. Segun-
do o dr. Carlos Alberto Mandarim-de-Lacerda*, professor titular e chefe do Laboratério de
Morfometria e Morfologia Cardiovascular do Centro Biomédico da Universidade do Estado
do Rio de Janeiro:

“A Estereologia determina informacfio quantitativa, sendo particularmente 1itil em estudos so-
bre crescimento (tumores, neovasculariza¢io) e para determinar relacionamentos anitomo-fun-
cionais normais ou patolégicos (modificagdes da membrana alvéolo-capilar nas doengas pulmo-
nares obstrutivas crénicas, perda de neurdnios na doenga de Alzheimer, altera¢des do tamanho
e do nimero de glomérulos associadas  diabete mellitus)”.

* Cf. <http://www.ebiomedbrazil.com/specialties/nephr/arti/nephr_arti_003.htm>
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A Estereologia também € utilizada na Geologia, para o
estudo de cristais e rochas, através de cortes finos. A Estereo-
logia utiliza resultados da Geometria, da Estatistica e recursos
computacionais, e tem como metodologia central a idéia de
tirar conclusdes sobre objetos espaciais a partir da anilise de
suas secBes planas, idéia essa presente no Principio de Cavalieri.
Essa ciéncia mostra que idéias matemdticas podem encontrar
aplicacdes séculos depois de seu surgimento e podem contri-
buir para os avangos cientifico e tecnolégico em diversas dreas

do conhecimento.

Volume de cilindros

Usando o Principio de Cavalieri, podemos obter os volumes de outros s6lidos, como os
cilindros. Para isso, vamos definir um cilindro generalizado como sendo um sélido obtido a
partir de uma figura plana F (base do cilindro) e uma geratriz g, um segmento de reta ndo-
paralelo ao plano horizontal que contém E.

—

O cilindro generalizado serd o sélido delimitado pela reunifo dos segmentos de reta a,
obtidos a partir de cada ponto de F, paralelos ao segmento g e de mesma medida que g, confor-
me a figura:
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Para mostrar que o volume de um cilindro generalizado € igual 3 4rea da base vezes a
altura, tomamos um retdngulo no plano que contém F, de mesma 4rea que F. Usando esse
retingulo como base, construimos um bloco retangular cuja altura seja a mesma do cilindro.
Qualquer que seja o plano paralelo ao plano que contém F, a secgio do cilindro seri congruen-
te 2 base F, e a sec¢io do bloco serd congruente 2 sua base; pelo Principio de Cavalieri, ambos

os volumes terio a mesma medida.

Volumes de cones e piramides

Ao definir o volume dos prismas, podemos obter os
volumes de outros sélidos deles derivados, como as pi-
ramides. Essas figuras ja eram admiradas na Antiguida-
de, sendo uma das formas mais utilizadas para a cons-
trucéo de templos. Os egipcios, por exemplo, que tinham
uma preocupacio religiosa intensa, construiram mauso-
léus suntuosos em formato de pirdmides gigantescas. A
Matemadtica necessdria ao estudo dessas construcdes nio
€ trivial, mas ndo hd evidéncias de que os egipcios te-
nham chegado a fazer demonstragées dos resultados em
que confiavam por sua experiéncia pritica.

Assim, desde o inicio, o estudo da Geometria pare-
ce ter tido essas motivagdes: as aplicagdes priticas e 0s
interesses estético e lidico do estudo das formas.

No papiro de Moscou, vemos um problema resol-
vido que mostra que os egipcios sabiam calcular o volu-
me de um tronco de pirdmide. O cilculo dos egipcios
mostrava as operag0es necessirias para a obtencio do
volume de um tronco de pirdmide de base quadrada, com
altura h e bases de arestas a e b, seguindo uma ordem de
operagbes semelhante ao que hoje denotarfamos pela
férmula V =h (a? + ab + b?)/3. Em um outro documento,
hd indicag¢des do célculo correto do volume da pirdmi-
de, que, no nosso caso, se obteria tornando b = 0 na f6r-
mula acima. Contudo, os egipcios nio conheciam fér-
mulas algébricas, nem h4 indicagdes de que teriam
generalizado esse conhecimento sobre volumes. Supde-

Quéops, a maior piramide de Gisé, foi construida entre 2589 e
2566 a.C., com mais de 2 300 000 blocos de pedra, pesando, em média,
2,5 toneladas cada uma.
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Reproducao de parte do papiro de Moscou.

se que teriam decomposto o tronco da pirimide em paralelepipedos, prismas e pirdmides ou,
ainda, utilizado cestos de areia de formatos diversos, a partir dos quais elaborariam avaliagdes

do volume de sélidos.
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Vamos aplicar o Principio de Cavalieri e a teoria de semelhangas para obtermos o volume
de cones e pirimides. Para isso, iremos mostrar que dois cones generalizados de mesma altura

¢ bases com 4reas iguais tem volumes iguais.

Consideramos um cone generalizado como sendo o s6lido delimitado por uma figura

* plana F e pelos segmentos que unem um ponto P (vértice) fora do plano de F aos pontos do

contorno de E

Observemos que os cones ¢ pirdmides usuais s3o particulares cones generalizados.

Se K e L forem dois cones com a mesma alturah e bases F e G de mesma 4rea — estando
as bases em um mesmo plano e os vértices de um mesmo lado -, para todo plano paralelo a
eles, situado entre o vértice e esse plano, temos secgdes de mesma irea. Isso se deve a seme-
Jhanga, uma vez que temos a seguinte construgio para cada um desses cones:

/\

Cone K Cone L
Area (F")/4rea (F) = Area (G)/4rea (G) = (W/h)

Logo, Vol (K) = Vol ().
L
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Como sio de mesma medida as dreas das sec¢bes de K e L por planos paralelos ao plano
que contém suas bases, segue do Principio de Cavalieri que os volumes de K e L sdo iguais.

\ Assim, basta conseguir determinar o volume de uma pirdmide com algum formato parti-
cular conveniente, que o Principio de Cavalieri nos permitird encontrar o volume de todos os
cones generalizados com mesma drea da base e mesma altura.Podemos obter o volume das
pirdmides de base triangular através da decomposi¢io de um prisma de base triangular, ativi-
dade que pode ser realizada com um prisma feito de sabdo ou de outro material ficil de cortar.
Consideremos o prisma de bases triangulares ABC e DEE, como abaixo:

(o)

As bases sio tridngulos congruentes; as faces laterais, paralelogramos. Se dividirmos um
paralelogramo por sua diagonal, obteremos tridngulos congruentes. Com base nisso, conside-
re as piramides BDEF, ABCD e ABCE, obtidas pela sec¢io do prisma, conforme indicado:

Como, duas a duas, essas pirdimides possuem a mesma base e 2 mesma altura, as trés t€ém
volumes iguais. Portanto, vol (Pirdmide) = B.h/3.
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Esferas

 RCHMEDE B2 Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) empregou interessantes métodos de
&I ab,

GG descoberta para chegar a resultados sobre esferas, cilindros e cones, construindo

idéias originais e sofisticadas, através de raciocinios envolvendo relagdes entre

4reas e volumes de figuras:

1. O volume da esfera é quatro vezes o volume do cone de base igual a um
grande circulo da esfera e altura igual ao raio da esfera;

02  ONRIVIV NVS

2. A 4rea da superficie da esfera € quatro vezes a drea de um circulo méximo

da esfera;

Selo em homenagem a

Arquimedes. 3. O volume de um cilindro circunscrito a uma esfera é 3/2 do volume da esfera;

4. A 4rea do cilindro circunscrito também é 3/2 da drea da esfera.

Para mostrar esses resultados, Arquimedes utilizou a construgio de figuras, cujo detalha-
mento foge ao objetivo destas paginas. Vejamos como poderemos acompanhi-los, utilizando

o Principio de Cavalieri.

1. O volume da esfera é quatro vezes o volume do cone de base igual a um grande
circulo da esfera e altura igual ao raio da esfera.

Este enunciado decorre da expressio do volume da esfera. Vamos comparar os volumes
de uma esfera e de um sélido formado pela diferenca entre um cilindro e um cone duplo, como

no esquema abaixo:

2r

- - -

Observemos que, cortando a esfera e o espago entre o cone ¢ o cilindro por um plano que
dista h do centro, obtemos, em ambos os casos, uma drea que é dada por p(r’ —h?). O corte da
esfera gera circulos de raio r2 - h? (pelo Teorema de Pitigoras) e, portanto, tem drea p(r* — h?), ]
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enquanto o corte do espaco entre o cilindro e os cones gera anéis circulares, cuja drea € a drea
do circulo maior pr’> menos a drea do circulo menor ph?, ou seja, p(r* — h?).

Pelo Principio de Cavalieri, temos que o volume da esfera serd igual ao volume do
sélido obtido do cilindro apés a remogio dos dois cones; ou seja, o volume da esfera € igual
apr?-2r-2(1/3 - pr’ - r) =4/3pry

-

V =4pr’/3

A compreensio dessa expressio nos fornece o primeiro enunciado de Arquimedes, desde
que consideremos que V = 4pr’/3 = 4 r - (pr¥/3), que pode representar quatro vezes o volume

do cone de base igual a um grande circulo da esfera (pr*/3) e com altura igual ao raio da esfera
(r - pr¥/3).

2. A irea da superficie da esfera é quatro vezes a drea de um circulo miximo da
esfera.

Um raciocinio que conduz este enunciado considera a divisio da esfera por pequenas
pirimides, com altura igual ao raio da esfera e base igual a pequenas regides da esfera, as quais
— se a regido considerada for suficientemente pequena — serdo aproximadamente planas.

/ =
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Considerando que cada regiio determinada desse modo terd como drea uma fragio da
irea da esfera de raio r — digamos A — e que o volume de cada pirdmide serd Ar/3, temos que
a soma de todas essas pirdmides serd o volume da esfera, ou seja,

Ax/3+Ar/3+ Ar/3 + Ax/3 + ... =4pr’/3

“
Fl

B 1

(A +A +A +A, +..)1/3=4pr’/3

A +A + A+ A, +..)=4pr,

a 4rea da superficie da esfera é quatro vezes a 4rea do circulo mdximo da esfera.

- -

34
Os resultados 3 e 4 de Arquimedes decorrem das relagdes, ja conhecidas, entre volumes e

jreas de esferas e cilindros.




rabalho monitorado

A. Proponha as dimensdes, em centimetros, de uma caixa em formato de paralelepipedo
contendo um volume de 100 cm?. Qual caixa tem maior volume: a de dimensdes 10x5x15 cm
ou a que tem dimensdes 9x6x14 cm?

B. Dois prismas de mesma altura, A e B, apresentam a seguinte propriedade: “Qualquer
plano paralelo s bases dos prismas e que corte ambos produz figuras planas, de modo que a
srea das seccdes de A é o dobro das dreas das secgBes correspondentes em B.”

Utilizando o Principio de Cavalieri, o que se pode afirmar sobre a relagio entre os volu-
mes desses prismas?

C. Um pacote de folhas de papel retangulares pesa 1,5 kg. Qual a massa de um pacote
(mesmo nimero de folhas e mesma qualidade de papel) contendo folhas com o dobro do
comprimento e o dobro da largura das folhas do pacote original?

ALEX ANASTACIO
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D. O problema a seguir foi proposto para alunos do Ensino Médio:

“Ache o volume de um cilindro seccionado obliquamente, como mostra a figura. A altura

vai de 12 cm a 18 cm e o raio da base mede 4 ¢cm.”

12

(=

18

Trés esquemas foram propostos pelos alunos. Verifique se todos eles conduzem 2 solugio

verdadeira.

1. Dividir o cilindro em duas partes, uma com um volume igual & metade da metade da

outra, que é um cilindro de raio 4 e altura 12.

12
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2. '[omar a altura média e calcular o volume de um cilindro de raio 4 e altura 15.

/

15

3. Considerar um cilindro maior, de altura 30 e raio 4, cujo volume é o dobro do desejado:

12 18

E. Mostre que as trés pirdmides encontradas tém, duas a duas, 2 mesma altura e 4rea da
base, portanto, 0 mesmo volume.

E. Expresse o volume das pirdmides em fungiio do volume de um prisma de mesma base e
altura. Essa expressio vale para pirimides de base poligonal qualquer? Justifique.

G. Verifique a férmula egipcia para o cdlculo do volume do tronco da piramide com base
na férmula obtida na questdo B (sugestio: considere a subtracio de duas pirdmides).

61




rabalhando em sala de aula

Grandezas relacionadas

A abordagem proposta neste trabalho nos leva a associar medida e forma em Geometria
como uma maneira de resolver problemas envolvendo contagem e a relagio entre diversas
unidades de medida. Um exemplo histérico mostra como é possivel contar pessoas a partir de
uma figura geométrica. Diz a lenda que Xerxes, rei da Pérsia, mandou contar seus enormes
exércitos da seguinte forma: ordenou que se agrupassem 10 000 soldados em um espago circu-
lar 0 menor possivel e que essa circunferéncia fosse marcada. Retirados os homens, mandou
construir uma mureta sobre essa linha circular, com apenas uma entrada e uma saida, e fez os
exércitos entrarem na tal construcio, em grupos. Com isso, teria chegado ao mirabolante total
de 1 700 000 homens.

E sabido que, em algumas regies do Brasil, se medem as dreas cultivadas por sacos de
café, que se podem produzir naquelas dreas. Do mesmo modo, podemos comparar medidas de
dreas com o prego da tinta necessiria para pinti-las e diferentes volumes pela massa que repre-
sentam. Tais associacdes geram problemas interessantes, que envolvem habilidades de mais de
um assunto da Geometria, em diversos contextos.

Vocé conhece outros exemplos em que grandezas diversas podem ser associadas as medi-
das de comprimento, ireas e volumes?

Outro tipo de relagdes entre grandezas é encontrado em problemas que relacionem Ge-
ometria e contagem, como, por exemplo, quando usamos um diagrama para mostrar geome-
tricamente que a soma dos n primeiros inteiros positivos é n(n + 1)/2.

1+2+...+n=nn+1)/2

n+1l

n+l
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O trabalho com volumes e dreas em sala de aula pode ser contextualizado na
medida em que utilizamos materiais e construimos objetos geométricos que nos
permitam observar as relagdes entre dreas e volumes. A constru¢io de um Labo-
ratério de Matemdtica na escola pode ser uma boa forma de trabalhar os conteti-
dos, as habilidades e as competéncias ligados @ Geometria. Sélidos feitos de argi-
la, sabdo, canudinhos de papel e cartolina podem ser suficientes para tornar o
ensino de Geometria mais interessante e concreto. Aparentemente, esse era o
caminho que Arquimedes seguia em seus estudos. E sabido que ele construia ob-
jetos e pesava-os para verificar suas propriedades matemiticas. O estudo do con-
creto auxiliava-o na abstra¢io da (Geometria, como vemos neste selo alemio, em
que Arquimedes aparece apoiado sobre uma esfera, em profunda meditagio.

Demonstre os resultados 3 e 4 de Arquimedes sobre volumes e dreas de esfe-
ras e cilindros. Pense em um modo de trabalhi-los concretamente.

Selo em homenagem a
Arquimedes.
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