Os numeros irracionais



O método da antifairese

A palavra antifairese vem do grego
e significa, literalmente, “subtracao
reciproca” (ROQUE, 2012)
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“Nao posso falar da nossa historia de
amor, entao vou falar de matematica.
Nao sou formada em matematica, mas
sei de uma coisa: existe uma quantidade
infinita de numeros entre 0 e 1. Tem o
0,1e00,12e 00,112 e uma infinidade
de outros. Obviamente, existe um
conjunto ainda maior entre o 0 e 0 2, ou
entre 0 0 e 0 1 milhao. Alguns infinitos
sa0 maiores que outros.



Um escritor de quem costumavamos
gostar nos ensinou isso. Ha dias, muitos
deles, em que fico zangada com o
tamanho do meu conjunto ilimitado.
Queria mais numeros do que
provavelmente vou ter, e, por Deus,
gueria mais numeros para o Augustus
Waters do que os que ele teve. Mas,
Gus, meu amor, VOCEé hao imagina o
tamanho da minha gratidao pelo nosso
pegueno infinito.



Eu ndo o trocaria por nada nesse
mundo. Vocé me deu uma eternidade
dentro dos nossos dias numerados, e
SOu muito grata por isso”.

GREEN, J. A Culpa é das Estrelas. Rio de
Janeiro: Intrinseca, 2012.


http://pensador.uol.com.br/autor/hazel_grace/

Na matematica, os numeros naturais sao utilizados
para contar.

12345678910111213 ...



O conjunto dos numeros naturais € chamado de
enumeravel, pois seus elementos podem ser contado
um a um .... Embora sejam infinitos.

12345678910111213 ...



A infinitude dos numeros naturais € bastante contra-
intuitiva. Uma forma bastante doida de pensar nisso é
comparar o conjunto dos naturais com o conjunto dos
numeros pares... Eles sao equipotentes! Tém a mesma
cardinalidade! Ha uma bijecao entre os dois
conjuntos! Eles sao um a um!

1 2 3 4 5 6 7..

2 4 6 8 10 12 14..



Para sentir o infinito natural, vamos olhar a
brincadeira inventada por David Hilbert (1862-1943):

O Hotel de Hilbert
https://www.youtube.com/watch?v=pjOVHzy DVU



https://www.youtube.com/watch?v=pjOVHzy_DVU
https://www.youtube.com/watch?v=pjOVHzy_DVU
https://www.youtube.com/watch?v=pjOVHzy_DVU

Também tem a mesma cardinalidade o conjunto dos
numeros inteiros:

Z ={..-3-2-10.1.2.3,...)

Basta fazer esta correspondéncia, por exemplos, entre
pares e impares:
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Agora vem o passo mais estranho. Os racionais
também formam um conjunto enumeravel.
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I h
[

['.'l-

|'T1

O argumento de Cantor é facil de seguir...

j



Cantor propoe uma ordenacao pela diagonal:



Portanto ha uma associacao um a um entre o
conjunto dos naturais e o conjunto dos racionais.

E o conjunto dos reais?

Vamos supor que seja possivel enumerar os numeros
reais entre O e 1.



Vamos supor que seja possivel associar um a um os
numeros reais entre 0 e 1 com o conjunto dos
naturais (nao precisam estar em ordem).

1> 0.397204817...

2+ 0.526613809...

3"0;49331“123|r|
4~ 0,275 418831...
S 0.002200025...

6-— 0.99992%204681 ...



Podemos tomar o primeiro algarismo decimal do
primeiro numero, o segundo do segundo e assim por
diante, e tomar um algarismo diferente para cada um.

1> 0.297204817... 1<> 0.3)97204817...

2¢> 0.526613809 ...

1"“-5266138ﬂ9|rr

34> 0.4(981310123...
3'“-493310123|ri

4> 0,2(7|154)18831...
4~ 0,275418831...

S<> 0.0(0/122(000025...
S« 0.002200025...

6= 0.9999046381...
6-> 0.999904681 ... : '




Podemos tomar o primeiro algarismo decimal do

primeiro numero, o segundo do segundo e assim por

diante, e tomar um algarismo diferente para cada um.
1<+ 0.3)97204817...

26> 0./5(2)6613809...
3> 0.498310123...
4<> 0.2(7|154)1 8831...
Sc> 0.002200002 5. ..

6 0.9999(0 4681 ...

1




1> 0.(3)97204817...
24> 0.526 6138009, ..
34> 0.498310123...
4<> 0.2|7|54)18831...
S<> 0.00220000025...

6 0.9999 046381 ...

P mxl

0.43 9315 ...

O numero resultante nao estava no conjunto original,
pois tem pelo menos um algarismo diferente de todos
os demais!




Assim, o conjunto dos reais entre 0 e 1 é nao-
enumeravel. O infinito real é “maior” que o infinito
natural, € de outra naturezal

O pior é que qualguer segmento da reta real tem a
mesma cardinalidade da reta real inteira...
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Um ponto projeta os pontos do intervalo na reta real
Inteira.




Um ponto projeta os pontos do intervalo na reta real
Inteira.




A Hipotese do Continuo de Cantor, que ainda nao foi
provada e talvez nao possa ser provada, tem como

implicacao que a reta real é continua. Nao faltam
pontos.

Ou seja, os numeros reais preenchem todo o espaco!

Vamos ver como isso faz sentido.



Tomemos um numero real, nao racional, bem
conhecido. Por exemplo, o numero 1 ja foi expresso
em até 10 trilhdes de digitos.

3141592653589793238462643
3832795028841971693993751
0582097494459230781640628
62038998628034825342117067
9821480865132823066470938
4460955058223172535940812
3481117450284102701938521
1055596446229489549303819
64428810975665933446123847



O problema é que, tomando apenas um algarismo e
alterando-o, para mais ou para menos, tomamos um
vizinho de 1T e nao € um vizinho préximo, pois se
alterarmos qualquer digito seguinte, o vizinho € mais
proximo ainda! .
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E como isso vale para qualquer numero real...
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http://eaulas.usp.br/portal/video.action:jsessi
onid=007D7EC8FCB57CAODF564894EA51335C
?idPlaylist=5216



http://eaulas.usp.br/portal/video.action;jsessionid=007D7EC8FCB57CA0DF564894EA51335C?idPlaylist=5216
http://eaulas.usp.br/portal/video.action;jsessionid=007D7EC8FCB57CA0DF564894EA51335C?idPlaylist=5216
http://eaulas.usp.br/portal/video.action;jsessionid=007D7EC8FCB57CA0DF564894EA51335C?idPlaylist=5216
http://eaulas.usp.br/portal/video.action;jsessionid=007D7EC8FCB57CA0DF564894EA51335C?idPlaylist=5216

