
Os números irracionais 
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O método da antifairese 
 

A palavra antifairese vem do grego 
e significa, literalmente, “subtração 

recíproca” (ROQUE, 2012) 
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“Não posso falar da nossa história de 
amor, então vou falar de matemática. 
Não sou formada em matemática, mas 
sei de uma coisa: existe uma quantidade 
infinita de números entre 0 e 1. Tem o 
0,1 e o 0,12 e o 0,112 e uma infinidade 
de outros. Obviamente, existe um 
conjunto ainda maior entre o 0 e o 2, ou 
entre o 0 e o 1 milhão. Alguns infinitos 
são maiores que outros.  



 
 
 
 
 
 

Um escritor de quem costumávamos 
gostar nos ensinou isso. Há dias, muitos 
deles, em que fico zangada com o 
tamanho do meu conjunto ilimitado. 
Queria mais números do que 
provavelmente vou ter, e, por Deus, 
queria mais números para o Augustus 
Waters do que os que ele teve. Mas, 
Gus, meu amor, você não imagina o 
tamanho da minha gratidão pelo nosso 
pequeno infinito.  



 
 
 
 
 
 

Eu não o trocaria por nada nesse 
mundo. Você me deu uma eternidade 
dentro dos nossos dias numerados, e 
sou muito grata por isso”. 
 
GREEN, J. A Culpa é das Estrelas. Rio de 
Janeiro: Intrínseca, 2012.  
 

http://pensador.uol.com.br/autor/hazel_grace/


 

Na matemática, os números naturais são utilizados 
para contar.  

 

 

 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 .... 

 

 



 

O conjunto dos números naturais é chamado de 
enumerável, pois seus elementos podem ser contado 
um a um .... Embora sejam infinitos.  

 

 

 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 .... 

 

 



 

A infinitude dos números naturais é bastante contra-
intuitiva. Uma forma bastante doida de pensar nisso é 
comparar o conjunto dos naturais com o conjunto dos 
números pares... Eles são equipotentes! Têm a mesma 
cardinalidade! Há uma bijeção entre os dois 
conjuntos! Eles são um a um! 

 

  1       2      3     4     5     6     7 .... 

 

    2     4     6     8     10    12    14 ... 

 

 



 

Para sentir o infinito natural, vamos olhar a 
brincadeira inventada por David Hilbert (1862-1943):  

 

 

 

 

 

 

O Hotel de Hilbert  

https://www.youtube.com/watch?v=pjOVHzy_DVU 
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Também tem a mesma cardinalidade o conjunto dos 
números inteiros: 

 

 

 

Basta fazer esta correspondência, por exemplos, entre 
pares e ímpares: 

 

 

 



 

Agora vem o passo mais estranho. Os racionais 
também formam um conjunto enumerável. 

 

 

 

 

O argumento de Cantor é fácil de seguir...  

 



Cantor propõe uma ordenação pela diagonal: 

 



Portanto há uma associação um a um entre o 
conjunto dos naturais e o conjunto dos racionais.  

 

E o conjunto dos reais?  

 

Vamos supor que seja possível enumerar os números 
reais entre 0 e 1. 

 

 

 

 



Vamos supor que seja possível associar um a um os 
números reais entre 0 e 1 com o conjunto dos 
naturais (não precisam estar em ordem). 

 

 

 

 



Podemos tomar o primeiro algarismo decimal do 
primeiro número, o segundo do segundo e assim por 
diante, e tomar um algarismo diferente para cada um. 

 

 

 

 



Podemos tomar o primeiro algarismo decimal do 
primeiro número, o segundo do segundo e assim por 
diante, e tomar um algarismo diferente para cada um. 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

O número resultante não estava no conjunto original, 
pois tem pelo menos um algarismo diferente de todos 
os demais! 

 

 

 

 



Assim, o conjunto dos reais entre 0 e 1 é não-
enumerável. O infinito real é “maior” que o infinito 
natural, é de outra natureza! 

 

O pior é que qualquer segmento da reta real tem a 
mesma cardinalidade da reta real inteira... 

 

 

 



Um ponto projeta os pontos do intervalo na reta real 
inteira. 

 

 

 



Um ponto projeta os pontos do intervalo na reta real 
inteira. 

 

 

 



A Hipótese do Contínuo de Cantor, que ainda não foi 
provada e talvez não possa ser provada, tem como 
implicação que a reta real é contínua. Não faltam 
pontos. 

 

Ou seja, os números reais preenchem todo o espaço! 

 

Vamos ver como isso faz sentido. 

 

 



Tomemos um número real, não racional, bem 
conhecido. Por exemplo, o número 𝝅  já foi expresso 
em até 10 trilhões de dígitos. 



O problema é que, tomando apenas um algarismo e 
alterando-o, para mais ou para menos, tomamos um 
vizinho de  𝝅  e não é um vizinho próximo, pois se 
alterarmos qualquer dígito seguinte, o vizinho é mais 
próximo ainda! . 



 

E como isso vale para qualquer número real... 



http://eaulas.usp.br/portal/video.action;jsessi
onid=007D7EC8FCB57CA0DF564894EA51335C
?idPlaylist=5216 
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