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Os métodos estudados neste capitulo para encontrar os valores extremos t€m aplicacdes pra-
ticas em muitas situagdes do dia a dia. Um homem de negécios quer minimizar os custos e ma-
ximizar os lucros. Um viajante quer minimizar o tempo de transporte. O Principio de Fermat
na Gptica estabelece que a luz segue o caminho que leva o menor tempo. Nesta se¢fio vamos
resolver problemas tais como maximizar dreas, volumes e lucros e minimizar distancias, tempo
e custos. ;
Na solugdo destes problemas priticos, o maior desafio est4 frequentemente em converter
0 problema em um problema de otimiza¢io matematica, determinando a fungio que deve ser
maximizada ou minimizada. Vamos nos lembrar dos principios da resolugdo de problemas dis-
cutidos anteriormente e adapta-los para estas situagdes:

Passos na Resolucao dos Problemas de Otimizacdo
1. Compreendendo o Problema A primeira etapa consiste em ler cuidadosamente o problema
até que ele seja entendido claramente., Pergunte-se: O que € desconhecido? Quais sdo

as quantidades dadas? Quais séo as condicdes dadas?

2. Faca um Diagrama Na maioria dos problemas, € til fazer um diagrama e marcar as quanti-
dades dadas e pedidas no diagrama.

3. Introduzindo uma Notaggo Atribua um simbolo para a quantidade que deve ser maximizada ou
minimizada (por ora vamos chami-la Q). Selecione também simbolos by by Cpo o 7 5
para outras quantidades desconhecidas e cologue esses simbolos no diagrama. O uso de
iniciais como simbolos poders ajudd-lo — por exemplo, A para drea, i para altura e ¢ para
tempo.

4. Expresse O em termos de alguns dos outros simbolos da Etapa 3.

5. Se Q for expresso como uma fungdo de mais de uma varidvel na Etapa 4, use a informa-
¢é@o dada para encontrar as relagdes (na forma de equagdes) entre essas varidveis. Use en-
tdo essas equagdes para eliminar todas menos uma das varidveis na expressdo de Q. As-
sim, Q serd expresso como uma fungdo de uma varidvel x, digamos, Q = f(x). Escreva o
dominio dessa funcio.

6. Use os métodos das Secdes 4.1 e 4.3 para encontrar os valores maximo ou minimo abso-
lutos de f. Em particular, se o dominio de J € um intervalo fechado, entio o Meétodo de In-
tervalo Fechado da Segdo 1.4 pode ser usado.

Um fazendeiro tem 1 200 m de cerca e quer cercar um campo retangular que
estd na margem de um rio reto. Ele nio precisa de cerca ao longo do rio. Quais sdo as di-
Entendendo o problema mensoes do campo que tem maior 4rea?
Anzlogia: tente casos especiais

S — SOLUCAO A fim de percebermos o que estd acontecendo neste problema, vamos fazer uma

experiéncia com alguns casos especiais. A Figura 1, fora de escala, mostra trés maneiras pos-
siveis de estender os 1 200 m de cerca,

Area =100 1 000 = 100 000 m? Area =400 - 400 = 160 000 m? Area =500 + 200 = 100 000 m?

FIGURA 1
Vemos que, ao tentarmos os campos rasos e extensos ou profundos e estreitos, obtemos

dreas relativamente pequenas. Parece plausivel que exista alguma configuracio intermediaria
que produza a maior 4rea.




A Figura 2 ilustra o caso geral. Desejamos maximizar a drea A do retdngulo. Sejamxe ya
profundidade e a largura do retAngulo (em metros). Entéo, expressamos A em termos de x e y:

A=xy

Queremos expressar A como uma fungio de apenas uma varidvel; assim, eliminamos y ex-
pressando-o em termos de x. Para fazermos isso, usamos a informacio dada de que o com-
primento total da cerca € de 1 200 m. Logo,

2x +y=1200
Dessa equagio, temos y = 1.200 — 2x, resultando assim
A =x(1200 — 2x) = 1200x — 2x*

Observe que x = 0 e x = 600 (de outra forma resultaria A << 0). Logo, a fun¢fo que deseja-
mos maximizar &

A(x) = 1200x — 2x?%, 0=<x=<600

A derivada é A(x) = 1200 — 4x; logo, para encontrarmos 0s nimeros criticos, resolvemos
a equacio
1200 —4x=0

que nos fornece x = 300. O valor mdximo de A deve ocorrer ou nesse niimero critico ou em
uma extremidade do intervalo. Uma vez que A(0) = 0, A(300) = 180 000 e A(600) = 0, o Mé-
todo do Intervalo Fechado nos fornece o valor médximo como A(300) = 180 000.
[Alternativamente poderiamos ter observado que A"(x) = —4 < 0 para todo x; logo, A é
sempre cOncava para baixo, e 0 maximo local em x = 300 deve ser um mdximo absoluto.]
Assim, o campo retangular deve ter 300 m de profundidade e 600 m de extensio. .

FEEOPA Uma lata cilindrica é feita para receber um 1 litro de 6leo. Encontre as dimen-
sdes que minimizardo o custo do metal para produzir a lata.

SOLUCAD Fazemos o diagrama como na Figura 3, onde r € o raio e h ¢ a altura (ambos em
centimetros). A fim de minimizar o custo do metal, minimizamos a drea da superficie total
do cilindro (tampa, base e lado). Da Figura 4, vemos que o lado € feito de uma folha retan-
gular com dimensdes 277 e h. Logo a drea da superficie €

A=2mr?+ 27rh

Para eliminarmos A, usamos o fato de que o volume é dado como 1 L, que € igual a
1 060 ecm?. Logo,

r*h = 1000

que nos fornece h = 1 000/(7r?). Substituindo na expressdo para A, temos

1000 2
A=27rt + 27rr( - ) = 27r? + Ll
T r

Portanto, a fun¢io que queremos minimizar €

2 000
Alr) =271 + —— r>0
7

Para acharmos os nimeros criticos, derivamos:

5o
() g = 20?0 8 4(arr’ — 500)

1"2

Entiio A'(r) = 0 quando 7r* = 500; logo, o nimero critico é r = /500/ .
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Introduza uma notagao.

FIGURA 2

Area 2(mr?) Area (2arr)h

FIGURA 4
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&
1.000 + y=A(r)
0 IIO r
FIGURA 5

Ainda neste capitulo, no Projeto Aplicado
da pagina 304, examinaremos a forma
mais econdmica para uma lata levando em
conta outros custos de produgda.

Module 4.7 leva voca a seis
problemas adicionais de otimizagéo,
incluindo animagdes de situagdes fisicas.

FIGURA 6

Uma vez que o dominio de A € (0, %), nfio podemos usar o argumento do Exemplo 1 re-
lativo as extremidades. Mas podemos observar que A'(r) < Oparar < /500/7 e A'(r) > 0
para r > v/500/ 1 , portanto, A estd decrescendo para todo r 4 esquerda do nimero critico e
crescendo para fodo r a direita. Assim, r = 3/500/7 deve originar um minimo absoluto.

[Alternativamente, poderfamos argumentar que A(r) — % quando r — 0" ¢ A(r) —
quando r — o; portanto, deve existir um valor minimo de A(7), que deve ocorrer no nimero
critico. Veja a Figura 5.]

O valor de h correspondente a r = /500/ 7 é

_1000 _ 1000 Lf50 _
o w(500/ m)*? T

h

Dessa forma, para minimizar o custo da lata, o raio deve ser ¢/500/7 cm e a altura, igual a
duas vezes o raio, isto €, o diimetro. E=R

OBSERVAGAO 1 O argumento usado no Exemplo 2 para justificar o minimo absoluto é uma
variagio do Teste da Primeira Derivada (que se aplica somente para valores miximo e mi-
nimo locais) e serd enunciado aqui para futuras referéncias.

Teste da Primeira Derivada para Valores Extremos Absolutos Suponha que ¢ seja um nimero

critico de uma fungfo continua f definida em um certo intervalo.

(a) Se f'(x) > 0 paratodo x < ce f'(x) < 0 para todo x > ¢, entiio f (¢) € o valor
méximo absoluto de f.

(b) Se f(x) < Oparatodox < ce f'(x) > 0 paratodo x > c, entdo f(c) é o valor mi-
nimo absoluto de f.

OBSERVAGAO 2 Um método alternativo para resolver os problemas de otimizacdo € usar a
derivago implicita. Para ilustrarmos esse método, examinaremos novamente o Exemplo 2.
Vamos nos utilizar das mesmas equagdes

A =2mr® + 27mrh ar*h = 1000
mas, em vez de eliminarmos /, derivamos implicitamente ambas as equagdes em relagdo a r:
A = dar + 27h + 2arh’ 2arh + wr*h' =0

O minimo ocorre em um niimero critico; assim, fazemos A’ = 0, simplificamos e chegamos
até as equacoes
2r+h+rh =0 2h +rh' =10

e uma subtracao nos fornece 2r — 2 = Qou h = 2r.

IEETETEY Encontre o ponto sobre a pardbola y2 = 2x mais préximo de (1, 4).
SOLUCAO A distancia entre os pontos (1, 4) e (x, y) é

d=JE=1P (-

(Veja a Figura 6.) Mas, como o ponto (x, y) estd sobre a pardbola, entio x = 3 y*; logo, a ex-
pressio para d fica

d=~(y? = 1+ (y - 47

(Uma forma alternativa seria substituir y = +/2x para obter d em termos s6 de x.) Em vez de
d, minimizamos seu quadrado:

d*=f(y) = 3y = 1) + (y - 47




(Vocé deve se convencer de que o minimo de d ocorre no mesmo ponto que o minimo de d?,
porém € mais facil de se lidar com d*.). Derivando, obtemos

FO)=2Gy*—y+20y—4)=y"—38

portanto, f'(y) = 0 quandoy = 2. Observe que f'(y) < Oquandoy < 2e f'(y) > 0 quando
vy > 2; logo, pelo Teste da Primeira Derivada para os Valores Extremos Absolutos, o minimo
absoluto ocorre quando y = 2. (Ou, ainda, poderfamos simplesmente dizer que, dada a natu-
reza geométrica do problema, € ébvio que existe um ponto mais préximo, mas nfo existe um
ponto mais distante.) O valor correspondente de x é x = 3y? = 2. Assim, o ponto sobre
y? = 2x mais préximo de (1, 4) € (2, 2). =

EEEOE Um homem langa seu bote em um ponto A na margem de um rio reto, com uma
largura de 3 km, e deseja atingir tdo rdpido quanto possivel um ponto B na outra margem, 8
km rio abaixo (veja a Figura 7). Ele pode dirigir seu barco diretamente para o ponto C e entdo
seguir andando para B, ou rumar diretamente para B, ou remar para algum ponto D entre C e
B e entdo andar até B. Se ele pode remar a 6 km/h e andar a 8 km/h, onde ele deveria aportar
para atingir B o mais rdpido possivel? (Estamos supondo que a velocidade da dgua seja des-
prezivel comparada com a velocidade na qual o homem rema.)

SOLUCAD Se chamarmos de x a distancia de C a D, entdo a distincia a ser percorrida a pé serd
|DB| = 8 — x, ¢ 0 Teorema de Pitdgoras dard a distdncia remada como |AD | = /x2 + 9.
Usamos a equagio

distdncia

tempo =
P taxa

Entdo o tempo gasto remando ¢ 4/x?* + 9/6, enquanto o tempo gasto andando € (8 — x)/8. As-
sim, o tempo total 7 como uma fungdo de x é

Vx4 9 +S—x

T(x) == 8

O dominio dessa fungdo 7 € [0, 8]. Observe que, se x = (J, ele rema para C, e se x = 8, ele
rema diretamente para B. A derivada de T ¢

() b B 1

N 6+4/x2+9 E

Assim, usando o fato de que x = 0, temos

X 1
—_—— = &  dx=3yx24+9
64/x2+9 8 * *

=3 16x*=9(x*+9) < 7Tx*=238I

) =0 =

9
— x—ﬁ

O tinico niimero critico é x = 9/4/7 . Para verificarmos se 0 minimo ocorre nesse nimero cri-
tico ou nas extremidades do dominio [0, 8], calculamos T em todos os trés pontos:

_ 9N AT _JB
T0) =15 T(ﬁ)wl-lr P = 1,33 T(8) = 6

Uma vez que o menor desses valores 7" ocorre quando x = 9/\/7 , 0 valor minimo absoluto de
T deve ocorrer 14. A Figura 8 ilustra esse cdlculo mostrando o gréfico de 7.

Dessa forma, 0 homem deve aportar o bote no ponto 9/+/7 km (= 3,4 km) rio abaixo a par-
tir do ponto inicial. ==

~ 1,42
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FIGURA 7
8
y=Tlx)
Peers, s T
E..
0 6 } b

FIGURA 8



FIGURA 9

FIGURA 10

ESIENE Encontre 2 4req do maior retangulo que pode ser inscrito em um semicirculo de
raio r,

Seja (x, y) o vértice que estd no primeiro quadrante. E entio o retdngulo tem lados de com-
primento 2x e Y, € sua drea &

O dominio dessa funcio € 0 < x < . Sua derivada é

H=2fFm B 2w

/2 Z x2 \/,Tz — 32

que € zero quando 2x2 = rl isto ¢, x = r/v/2 (uma vez que x = 0).Esse valor de x d4 um
valor miximo de A, visto..qqe_ Ay =0e A(r) = 0. Portanto, a drea do maior retdngulo ins-
crito & '

A@B) = (2r cos 0)(r send) = r*(2 sen® cos 8) = r’sen 26

Sabemos que sen 29 tem um valor maximo de | e ele ocorre quando 26 = 7/2, Logo, A(9)
tem um valor maximo de 72 o ele ocorre quando § = /4.

Observe que essa solugdo trigonométrica nao envolve derivagdo. De fato, ndio necessita-
mos usar nada do cdlculo aqui. EER

B Aplicacdes a Administragéo e 3 Economia

Na Seciio 3.7 introduzimos a ideia de custo marginal. Lembre que se C(x), a funcdo custo, for
0 custo da produgio de x unidades de certo produto, entio o custo marginal € a taxa de varia-
¢do de C em relagdo a x. Em outras palavras, a funcdo de custo marginal € a derivada, C'(x), da
funcio custo,

e R é chamada funcdo receita. A derivada R’ da fungdo receita & chamada funcio receita mar-
ginal ¢ € a taxa de variagio da receita com relagio ao niimero de unidades vendidas.
Se x unidades forem vendidas, entdo o lucro total serd

P(x) = R(x) — C(x)

¢ P € chamada funcéo Inero. A funcdo lucro marginal € P’, a derivada dq fungdo lucro, Nos
Exercicios 57-62, lhe sers pedido para usar as fungdes custo, receita e lucro marginais para
minimizar custos e maximizar receitas e lucros.




Uma loja tem vendido 200 aparelhos reprodutores de Blu-ray por semana a $
350 cada. Uma pesquisa de mercado indicou que para cada $ 10 de desconto oferecido aos
compradores, o nimero de unidades vendidas aumenta 20 por semana. Encontre a funcfo de-
manda e a fungéo receita. Qual o desconto que a loja deveria oferecer para maximizar sua
receita?

SOLUCAQ  Se x for o niimero de reprodutores de Blu-ray vendidos por semana, entiio o aumento
semanal nas vendas serd x — 200. Para cada aumento de 20 unidades vendidas, o preco cai em
$ 10. Portanto, para cada unidade adicional vendida, o decréscimo no preco serd 5 X 10 e a
fung¢ao demanda serd

p(x) =350 — 33 (x — 200) = 450 — ix
A funcfo receita €
R(x) = xp(x) = 450x — ;x>
Como R'(x) = 450 — x, vemos que R'(x) = 0 quando x = 450. Este valor de x d4 um ma-
ximo absoluto pelo Teste da Primeira Derivada (ou simplesmente observando que o grifico de
R € uma pardbola que abre para baixo). O prego correspondente é

p(450) = 450 — 3(450) = 225

e o desconto € 350 — 225 = 125. Portanto, para maximizar a receita, a loja deveria oferecer
um desconto de $ 125. ]

m Exercicios
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1. Considere o seguinte problema: encontre dois niimeros cuja soma 6.
seja 23 e cujo produto seja maximo. ey=x—x*?
(a) Faga uma tabela de valores, como a mostrada a seguir, tal que 7

a soma dos nimeros nas duas primeiras colunas seja sempre
23. Com base na evidéncia mostrada em sua tabela, estime a

Qual € a distéincia vertical minima entre as pardbolas y = x* + 1

Encontre as dimensdes de um retdngulo com perimetro de 100 m
cuja drea seja a maior possivel.

8. Encontre as dimensdes de um retingulo com drea de 1.000 m?

resposta para o problema.

cujo perimetro seja 0 menor possivel.

Primeiro nimero | Segundo nimero Produto 9. Um modelo usado para a produgdo ¥ de uma colheita agricola
1 2 2 como fun¢io do nivel de nitrog&nio N no solo (medido em uni-
2 21 42 dades apropriadas) é
3 20 60 ...
1+ N?
onde k € uma constante positiva. Que nivel de nitrogénio d4 a me-

lhor producio?

(b) Use o cdlculo para resolver o problema e compare com sua 10. A taxa (em mg de carbono/m*/h) na qual a fotossintese ocorre para
resposta da parte (a). uma espécie de fitoplancton € modelada pela fungio
2. Encontre dois nimeros cuja diferenga seja 100 e cujo produto seja 1007
minimo. CP+I+4
3. Encontre dois niimeros positivos cujo produto seja 100 e cuja em que / € a intensidade da luz (medida em milhares de velas).
soma seja minima. Para qual intensidade de luz P é méximo?
4. A soma de dois niimeros positivos € 16. Qual € o menor valor pos- 11. Considere o seguinte problema: um fazendeiro com 300 m de

sivel para a soma de seus quadrados?

5. Qual € a distincia vertical mdxima entre aretay = x + 2 e a pa-

rdbola y = x’para —1 < x =< 2?

M = .
E necessdrio usar uma calculadora gréfica ou computador

1. As Homework Hints estio disponiveis em www.stewartcalculus.com

cerca quer cercar uma drea retangular e entdo dividi-la em qua-
tro partes com cercas paralelas a um lado do retingulo. Qual € a
maior drea total possivel das quatro partes?

@I E necessdrio usar um sistema de computago algébrica
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12.

13.

14.

15.

17.

18.

19.

20.

CALcuLD

(a) Faca vdrios diagramas ilustrando a situacdo, alguns com divi-
sOes rasas e largas e alguns com divisdes profundas e estreitas.
Encontre as dreas totais dessas configuracGes. Parece que existe
uma drea maxima? Se a resposta for sim, estime-a.

(b) Faga um diagrama ilustrando a situacio geral. Introduza uma
notacdo e marque no diagrama seus simbolos.

(c) Escreva uma expressdo para a drea total,

(d) Use a informaco dada para escrever uma equaciio que rela-
cione as varidveis.

(e) Use a parte (d) para escrever a 4rea total como uma funciio de
uma varidvel.

(f) Acabe de resolver o problema e compare sua resposta com sua
estimativa da parte (a).

Considere o seguinte problema: uma caixa sem tampa deve ser

construida a partir de um pedago quadrado de papeldo, com 3 me-

tros de largura, cortando fora um quadrado de cada um dos qua-
tro cantos e dobrando para cima os lados. Encontre o maior vo-
lume que essa caixa poder4 ter,

(a) Faga virios diagramas para ilustrar a situacio, algumas caixas
baixas com bases grandes e outras altas com base pequena.
Encontre os volumes de vérias dessas caixas. Parece existir um
volume méximo? Se a resposta for sim, estime-o.

(b) Faga um diagrama ilustrando a situacio geral. Introduza uma
notagio € marque no diagrama seus simbolos.

(c) Bscreva uma expressio para o volume,

(d) Use a informagao dada para escrever uma equagio que rela-
cione as varidveis.

(e) Use a parte (d) para escrever o volume como uma funcio de
uma sé varidvel.

(f) Acabe de resolver o problema e compare sua resposta com sua
estimativa da parte (a).

Um fazendeiro quer cercar uma drea de 15 000 m2 em um campo

retangular e entfio dividi-lo a0 meio com uma cerca paralela a um

dos lados do retangulo. Como fazer isso de forma que minimize

o custo da cerca? ’

Uma caixa com uma base quadrada e sem tampa tem volume de
32000 cm®. Encontre as dimensdes da caixa que minimizam a

“quantidade de material usado.

Se 1200 cm® de material estiverem disponiveis para fazer uma
caixa com uma base quadrada e sem tampa, encontre o maior vo-
lume possivel da caixa.

Um contéiner para estocagem retangular com uma tampa aberta
deve ter um volume de 10 m*. O comprimento de sua base & o do-
bro da largura. O material para a base custa $ 10 por metro qua-
drado. O material para os lados custa $ 6 por metro quadrado. En-
contre o custo dos materiais para o mais barato desses contéineres.

Faga o Exercicio 16 supondo que o contéiner tenha uma tampa

feita do mesmo material usado nos lados.

(a) Mostre que, de todos os retdngulos com uma dada 4rea, aquele
com a menor drea € um quadrado. '

(b) Mostre que, de todos os retingulos com um dado perfmetro,
aquele com a maior drea € um quadrado.

Encontre o ponto sobre areta y = 2x + 3 que estd mais proximo

da origem.

Encontre o ponto sobre a curva y = 4/ que estd mais préximo
do ponto (3, 0).

21

23.

24.

25.

26.
21.

28.

29,
30.

3.

32.

33

34.

35.

36.

37

38.

39.

- Encontre os pontos sobre a elipse 4x* + y? = 4 que estfio mais
distantes do ponto (1, 0).

. Encontre, com precisdo de duas casas decimais, as coordenadas do
ponto na curva y = sen x que estd mais préximo do ponto (4, 2).

Encontre as dimensées do retdngulo com a maior drea que pode
ser inscrito em um circulo de raio r.

Encontre a drea do maior retAngulo que pode ser inscrito na
elipse x%/a® + y*/b? = 1.

Encontre as dimensdes do retdngulo com a maior drea que pode
ser inscrito em um tridingulo equildtero com lado L se um dos Ia-
dos do retingulo estiver sobre a base do trifingulo.

Encontre a drea do maior trapézio que pode ser inscrito num cir-
culo com raio 1 e cuja base € o didmetro do circulo.

Encontre as dimensdes do tridngulo isésceles de maior drea que
pode ser inscrito em um circulo de raio r.

Encontre a drea do maior retdngulo que pode ser inscrito em um
triingulo retingulo com catetos de comprimentos 3 e 4 cm, se dois
lados do retdngulo estiverem sobre os catetos.

Um cilindro circular reto € inscrito em uma esfera de raio r. En-
contre o maior volume possivel para este cilindro.

Um cilindro circular reto € inscrito em um cone com altura / e raio
da base r. Encontre o maior volume possivel para este cilindro.

Urh cilindro circular reto € inscrito em uma esfera de raio ». En-
contre o maior superficie possivel para este cilindro.

Uma janela normanda tem a forma de um retAngulo tendo em
cima um semicirculo. (O didmetro do semicirculo € igual 4 lar-
gura do retdngulo. Veja o Exercicio 62.) Se o perimetro da janela
for 10 m, encontre as dimens@es da janela que deixam passar a
maior quantidade possivel de luz.

As margens superiores e inferiores de um poster (3m 6 cm e cada
margem lateral tem 4 cm. Se a drea do material impresso no pos-
ter € de 384 ¢cm?, encontre as dimensdes do pOster com a menor
drea.

Um péster deve ter uma drea de 900 cm? com uma margem de 3
cm na base e nos lados, e uma margem de 5 cm em cima. Que di-
mensdes dardo a maior drea impressa?

Um pedago de fio com 10 m de comprimento € cortado em duas
partes. Uma parte € dobrada no formato de um quadrado, ao passo
que a outra ¢ dobrada na forma de um trifingulo equiltero. Como
deve ser cortado o fio de forma que a 4rea total englobada seja:
(a) maxima? (b) minima?

Responda o Exercicio 35 se um pedago estiver dobrado no for-
mato de um quadrado e o outro no formato de um circulo.

Uma lata cilindrica sem o topo é feita para receber V cm? de li-
quido. Encontre as dimensdes que minimizariio o custo do metal
para fazer a lata.

Uma cerca de 2 m de altura corre paralela a um edificio alto, a
uma disténcia de 1 m do edificio. Qual o comprimento da menor
escada que se apoie no chiio e na parede do prédio, por cima da
cerca? '

Um copo com formato conico € feito de um pedago circular de pa-
pel de raio R cortando fora um setor e juntando os lados CA e CB.
Encontre a capacidade mdxima de tal copo.



40.

a.

42.

44,

45,

Um copo de papel em forma de cone € feito de maneira a conter
27 cm?® de dgua. Ache a altura e o raio do copo que usa a menor
quantidade possivel de papel.

Um cone com altura / estd inscrito em outro cone maior com al-
tura H, de forma que seu vértice esteja no centro da base do cone
maior. Mostre que o cone interno tem seu volume maximo quando
h=3iH.
Um objeto de massa m € arrastado ao longo de um plano hori-
zontal por uma forca agindo ao longo de uma corda atada ao ob-
jeto. Se a corda faz um angulo 6 com o plano, entio a intensidade
da forca €

_ peig
B psen @ + cosf
onde u € uma constante chamada coeficiente de atrito. Para qual
valor de 0 € F menor?

. Se um resistor de R ohms estiver ligado a uma pilha de E volts

com resisténcia interna de r ohms, entéo a poténcia (em watts) no
resistor externo é
E’R
P _——_—_—,_—,—
R+ n?

Se E e r forem fixados, mas R variar, qual € o valor minimo da po-
téncia?
Para um peixe nadando a uma velocidade » em relagdo 4 dgua, a
energia gasta por unidade de tempo € proporcional a »°, Acredita-
-S€ que 0s peixes migratdrios tentam minimizar a energia total ne-
cessdria para nadar uma distincia fixa. Se o peixe estiver nadando
contra uma corrente u (1 << v), entdo o tempo necessdrio para na-
dar a uma distincia L € L/(v — u) e a energia total E requerida
para nadar a distancia é dada por

E@) = av® -

v—u
onde a € uma constante de proporcionalidade.
(a) Determine o valor de v que minimiza E,
(b) Esboce o grifico de E. :
Observagdo: Esse resultado foi verificado experimentalmente;
peixes migratérios nadam contra a corrente a uma velocidade 50%
maior que a velocidade da corrente.

Em uma colmeia, cada alvéolo € um prisma hexagonal regular,
aberto em uma extremidade com um angulo triédrico na outra ex-
tremidade. Acredita-se que as abelhas formam esses alvéolos de
modo a minimizar a drea da superficie, usando assim uma quan-
tidade minima de cera na construgio. O exame desses alvéolos
mostrou que a medida do dngulo do dpice # € surpreendentemente
consistente. Baseado na geometria do alvéolo, pode ser mos-
trado que a drea da superficie S é dada por

S = 6sh — 3s’cotg 8 + (35%/3/2) cossec 6,
onde s, 0 comprimento dos lados do hexdgono, e h, a altura, sio
constantes.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52,

53.
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(a) Calcule dS/de.

(b) Que dngulo as abelhas deveriam preferir?

(c) Determine a drea da superficie minima do alvéolo (em termos
deseh).

Observacdo: Medidas reais do dngulo # em colmeias foram fei-

tas, e as medidas desses dngulos raramente diferem do valor cal-

culado em mais que 2°.

do alvéolo

Um barco deixa as docas as 14 h e viaja para o sul com veloci-
dade de 20 km/h. Outro barco estava rumando leste a 15 km/h e
alcanca a mesma doca as 15 h. Em que momento os dois botes es-
tavam mais préximos um do outro?

Resolva o problema no Exemplo 4 se o rio tiver 5 km de largura
e o ponto B estiver somente a 5 km de A rio abaixo.

Uma mulher em um ponto A na praia de um lago circular com raio
de 3 km quer chegar no ponto C diametralmente oposto a A do ou-
tro lado do lago no menor tempo possivel. Ela pode andar a uma
taxa de 6 km/h e remar um bote a 3 km/h. Como ela deve proce-
der?

B

Uma refinaria de petréleo estd localizada na margem norte de um
rio reto que tem 2 km de largura. Um oleoduto deve ser construido
da refinaria até um tanque de armazenamento localizado na mar-
gem sul do rio, 6 km a leste da refinaria. O custo de construcio
do oleoduto € $ 400.000/km sobre a terra, até um ponto P na mar-
gem norte e $ 800.000/km sob o rio até o tanque. Onde P deve-
ria estar localizado para minimizar o custo do oleoduto?

Suponha que a refinaria do Exercicio 49 esteja localizada 1 km
ao norte do rio. Onde P deveria estar situado? .

A iluminagdo de um objeto por uma fonte de luz € diretamente
proporcional 4 poténcia da fonte e inversamente proporcional ao
quadrado da distéincia da fonte. Se duas fontes de luz, uma trés ve-
zes mais forte que a outra, sdo colocadas a 4 m de distincia, onde
deve ser colocado o objeto sobre a reta entre as fontes de forma
a receber o minimo de iluminagio?

Encontre uma equacio da reta que passa pelo ponto (3, 5) e que
delimita a menor drea do primeiro quadrante.

Sejam a e b nimeros positivos. Ache o comprimento do-menor
segmento de reta que € cortado pelo primeiro quadrante e passa
pelo ponto (a, b).
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56.
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Em quais pontos da curva Y=1+40F~35areta tangente tem

a sua maior inclinagio?

Qual € 0 menor comprimenio de um segmento de reta que € cor-
tado pelo primeiro quadrante e € tangente i curva ¥y = 3/xemal-
gum ponto?

Qual € a menor drea de um tridngulo que & cortado pelo primeiro

quadrante e cuja hipotenusa & tangente & pardbolay = 4 — y2 ¢

algum ponto?

(a) Se C(x) for o custo para produzir x unidades de uma merca-
doria, entiio o custo médio por unidade & ¢(x) = C(x)/x. Mos-
tre que se o custo médio for minimo, entdo o custo marginal
€ igual ao custo médio.

(b) Se C(x) = 16 000 + 200x + 4x°2, em dolares, encontre (i) o
custo, o custo médio e o custo marginal no nive] de producio
de 1 000 unidades; (i) o nivel de produgio que minimizard o
custo medio; e (iii) o custo médio minimo.

- (a) Mostre que se o lucro P(x) for mdximo, entdio a receita mar-

ginal € igual ao custo marginal.

(b) Se C(x) = 16 000 + 500x — 1,652 + 0,004x* for a funcéo
custoe p(x) = 1700 — 7xa fungio demanda, encontre 0 ni-
vel de produgdo que maximiza o lucro.

Um time de beisebo] Joga em um estidio com capacidade para

55 000 espectadores. Com o preco do ingresso a $ 10, a média

de piblico tem sido de 27 000. Quando os ingressos abaixaram

para $ 8, a média de piiblico subiu para 33 000,

(a) Encontre a fungiio demanda, supondo que ela seja linear,

(b) Qual deveria ser o preco dos ingressos para maximizar a re-
ceita?

Durante os meses de verdo, Terry faz e vende colares na praia. No

verdo passado, ele vendeu o colares por $ 10 cada e suas vendas

eram em média de 20 por dia, Quando ele aumentou o preco $ 1,

descobriu que a média diminuiu em duas vendag por dia.

(a) Encontre a fungdo de demanda, supondo que ela seja linear,

(b) Se o material de cada colar custa a Terry $ 6, qual deveria ser
0 preco de venda para maximizar seu lucro?

Um fabricante tem vendido 1 000 aparelhos de televisio de tela

plana por semana, a $ 450 cada. Uma pesquisa de mercado indica

que para cada $ 10 de desconto oferecido ao comprador, o nimero

de aparelhos vendidos aumenta 100 por semana.

(a) Encontre a funciio demanda.

(b) Que desconto a companhia deveria oferecer a0 comprador
para maximizar sua receita? '

(c) Se sua funcio custo semanal for C(x) = 68000 + 150x,
como o fabricante deveria escolher o tamanho do desconto
para maximizar seu lucro?

. O gerente de um complexo de apartamentos com 100 unidades

sabe, a partir da experiéncia, que todas as unidades estario ocu-
padas se o aluguel for $ 800 por més. Uma pesquisa de mercado
sugere que, em média, uma unidade adicional permanecers vazia
para cada $ 10 de aumento no aluguel. Qual o aluguel que o ge-
rente deveria cobrar para maximizar a receita?

- Mostre que, de todos os tridngulos isésceles com um dado peri-

metro, aquele que tem a maior dreq & 0 equildtero.

. A moldura para uma pipa é feita com seis pedagos de madeira. O

quatro pedagos externos foram cortados com os comprimentos in-
dicados na figura. Para maximizar a drea da pipa, de que tamanho
devem ser os pedacos diagonais?

65. Um ponto P precisa ser localizado em algum ponto sobre a reta

67.

AD de forma que o comprimento total Z, de fios ligando P aos pon-
tos A, B e C seja minimizado (veja a figura), Expresse L como
uma fungiio de x = [ AP | e use os gréficos de L o dL /dx para es-
timar o valor minimo de 7,

- O gréfico mostra o consumo de combustivel ¢ de um carro (medido

em litros/hora) como uma fungdo da velocidade v do carro. Em ve-
locidade muito baixa, o motor ndo rende bem; assim, inicialmente
¢ decresce 4 medida que a velocidade cresce. Mas em alta veloci-
dade o consumo cresce, Vocé pode ver que c(v) € minimizado para
€sse carro quando v = 48 km/h, Porém, para a eficiéncia do com-
bustivel, o que deve ser minimizado néo € o consumo em lj-
tros/hora, mas, em vez disso, 0 consumo de combustivel em litros
por quildmetro. Vamos chamar esse consumo de G. Usando o gri-
fico, estime a velocidade na qual G tem seu valor minimo,
&

0 40 80 v

Seja v; a velocidade da luz no ar e v2 a velocidade da luz na dgua,
De acordo com o Principio de Fermat, um raio de luz viajard de
um ponto A no ar para um ponto B na dgua por um caminho ACB
que minimiza o tempo gasto. Mostre que

senéd, 7
send, va

onde 6, (o angulo de incidéncia) e 6, (o dngulo de refraciio) sdo
conforme mostrados. Essa equacdo € conhecida como a Lej de
Snell.

. Dois postes verticais PQ e ST sio amarrados Poruma corda PRS que

vai do topo do primeiro Poste para um ponto R no chio entre 08 pos-
tes e entdo até o topo do segundo poste, como na figura. Mostre que
0 menor comprimento de tal corda ocorre quando ¢, = 4,,




70.

n.

72.

1.

. O canto superior direito de um pedaco de papel com 30 cm de lar-

gura por 20 cm de comprimento € dobrado sobre o lado direito,
como na figura. Como vocé dobraria de forma a minimizar o com-
primento da dobra? Em outras palavras, como vocé escolheria x
para minimizar y?

B ]
| g

20 : -
J K

Um cano de metal estd sendo carregado através de um corredor
com 3 m de largura. No fim do corredor hd uma curva em dngulo
reto, passando-se para um corredor com 2 m de largura. Qual € o
comprimento do cano mais longo que pode ser carregado hori-
zontalmente em torno do canto?

- [ —

3

Um observador permanece em um ponto P, distante uma unidade
de uma pista. Dois corredores iniciam no ponto S da figura e cor-
rem ao longo da pista. Um corredor corre trés vezes mais rdpido
que o outro. Encontre o valor méximo do dngulo # de visdo do ob-
servador entre os corredores. [Dica: Maximize tg 6.]

Uma calha deve ser construida com uma folha de metal de largura
30 cm dobrando-se para cima 1/3 da folha de cada lado, fazendo
um &ngulo € com a horizontal. Como 8 deve ser escolhido para
que a calha carregue a maior quantidade de dgua possivel?

a 0
|‘— 10 cm %|"— 10 cm —'|*— 10 cm —>i

Como deve ser escolhido o ponto P sobre o segmento AB de
forma a maximizar o ngulo 67
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B 2
-(P [
3
A 5

74. Uma pintura em uma galeria de arte tem altura h e estd pendurada
de forma que o lado de baixo estd a uma distincia & acima do olho
de um observador (como na figura). A que distincia da parede
deve ficar o observador para obter a melhor visdo? (Em outras pa-
lavras, onde deve ficar o observador de forma a maximizar o 4n-
gulo 6 subentendido em seu olho pela pintura?)

6 ]d

TRe: ",_7.("@;

75. Encontre a drea mdxima do retdngulo que pode ser circunscrito
em torno de um dado retéingulo com comprimento L e largura W.
[Dica: Expresse a drea como uma fung¢io do dngulo 6.]

76. O sistema vascular sanguineo consiste em vasos sanguineos (ar-
térias, arterfolas, capilares e veias) que transportam o sangue do
coragdo para os 6rgios e de volta para o coracdo. Esse sistema
deve trabalhar de forma a minimizar a energia despendida pelo co-
ragdo no bombeamento do sangue. Em particular, essa energia é
reduzida quando a resisténcia do sangue diminui. Uma das Leis
de Poiseuille dd a resisténcia R do sangue como

L
R=C—
c=

onde L é o comprimento do vaso sanguineo; r, o raio; e C € uma
constante positiva determinada pela viscosidade do sangue. (Poi-
seuille estabeleceu essa lei experimentalmente, mas também seguiu
a Equagio 8.4.2.) A figura mostra um vaso sanguineo principal de
raio ry ramificado em um angulo € em um vaso menor de raio r».

ramificacio
vascular

(a) Use a Lei de Poiseuille para mostrar que a resisténcia total do
sangue ao longo do caminho ABC é

R=C(a_ b cotg 6 £ bcossec@)

ri r
onde a e b sdo as distincias mostradas na figura.
(b) Demonstre que essa resisténcia é minimizada quando
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4

cosdi=—r7
r

(c) Encontre o dngulo 6timo de ramifica¢do (com precisdo de um
grau) quando o raio do vaso sanguineo menor é 2/3 do raio do
vaso maior.

Os ornitologistas determinaram que algumas espécies de passa-
ros tendem a evitar voos sobre largas extensdes de dgua durante
o dia. Acredita-se que € necesséria mais energia para voar sobre
a dgua que a terra, pois o ar em geral sobe sobre a terra e desce
sobre a 4gua durante o dia. Um péssaro com essas tendéncias é
solto de uma ilha que estd a 5 km do ponto mais préximo B so-
bre uma praia reta, voa para um ponto C na praia e entfio voa
ao longo da praia para a drea D, seu ninho. Suponha que o pds-
saro instintivamente escolha um caminho que vai minimizar seu
gasto de energia. Os pontos B e D distam 13 km um do outro.

(a) Em geral, se € preciso 1,4 vezes mais energia para voar so-
bre a dgua do que sobre a terra, para que ponto C o péssaro
precisa voar para minimizar a energia total gasta no retorno
a0 ninho?

(b) Sejam W e L a energia (em joules) por quildmetro voado so-
bre a dgua e sobre a terra, respectivamente. Qual o significado,
em termos do voo do pdssaro, de grandes valores da razio
WIL? O que significaria um valor pequeno? Deiermine a ra-
zdo W/L correspondente ao minimo dispéndio de energia.

(c) Qual deveria ser o valor de W/L a fim de que o pdssaro voasse
diretamente para seu ninho D? Qual deveria ser o valor de W/L

PROJETO APLICADO

A FORMA DE UMA LATA

para o pdssaro voar para B e entfio seguir ao longo da praia
para D?

(d) Se os ornitologistas observarem que passaros de certa espécie
atingem a praia em um ponto a 4 km de B, quantas vezes mais
energia serd despendida pelo pdssaro para voar sobre a dgua
que sobre a terra?

78. Duas fontes de luz de igual poténcia estdo colocadas a 10 m uma

da outra. Um objeto deve ser colocado em um ponto P sobre uma

reta € paralela & reta que une as fontes de luz a uma distancia d

metros dela (veja a figura). Queremos localizar P em € de forma

que a intensidade de iluminacfo seja minimizada. Precisamos usar

o fato de que a intensidade de iluminagfo para uma tnica fonte

¢ diretamente proporcional a poténcia da fonte e inversamente

proporcional ao quadrado da distincia da fonte.

(a) Encontre uma expressdo para a intensidade /(x) em um ponto P.

(b) Se d = 5 m, use os gréficos de /(x) e I'(x) para mostrar que a
intensidade € minimizada quando x = 5 m, isto &, quando P
estd no ponto médio de €.

(c) Se d = 10 m, mostre que a intensidade (talvez surpreenden-
temente) ndo € minimizada no ponto médio.

(d) Em algum ponto entre d = 5 m e d = 10 m existe um valor
de d no qual o ponto de iluminacéio minima muda abrupta-
mente. Estime esse valor de d por métodos graficos. Encon-
tre entdo o valor exato de d.

e~y

{ 10 m

Neste projeto examinaremos a forma mais econdmica para uma lata. Primeiro interpretamos isso
como se o volume V de uma lata cilindrica fosse dado e precisdssemos achar a altura & e o raio r
que minimizasse no custo do metal para fazer a lata (veja a figura). Se desprezarmos qualquer perda
de metal no processo de manufatura, entfio o problema seria minimizar a drea da superficie do ci-
lindro. Resolvendo esse problema no Exemplo 2 da Segéio 4.7, descobrimos que = 2r, isto €, a
altura deve ser igual ao didmetro. Porém, se vocé olhar seu armdrio ou um supermercado com uma
régua, descobrird que a altura € geralmente maior que o didmetro, e a razdo h/r varia de 2 até cerca
3,8. Vamos ver se conseguimos explicar este fendmeno.

1. O material para fazer as latas € cortado de folhas de metal. Os lados cilindricos sdo formados
dobrando-se retingulos; esses retingulos sio cortados da folha com uma pequena ou nenhuma

E necessdrio usar uma calculadora grifica ou computador




de metal usada € minimizada quando

oo
. r i

estratégia, entdo

h
_=ﬂ_,2,2]
r aw

Discos cortados a
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perda. Mas se os discos do topo e da base forem cortados de quadrados de lado 2r (como na fi-
gura), isso leva a uma considerdvel perda de metal, que pode ser reciclado, mas que tem um pe-
queno ou nenhum valor para quem fabrica as latas. Se for esse o caso, mostre que a quantidade

2. Uma maneira mais eficiente de obter os discos € dividir a folha de metal em hexdgonos e cor-
tar as tampas e bases circulares dos hexdgonos (veja a figura). Mostre que se for adotada essa

3. Os valores de A/r que encontramos nos Problemas 1 e 2 estao muito préximos daqueles que real-
mente ocorrem nas prateleiras do supermercado, mas eles ainda néo ievam em conta tudo. Se

partir de quadrados examinarmos mais de perto uma lata, veremos que a tampa e a base sfio formadas de discos com

o custo total seria proporcional a

43 r® + 2arh + k(47 + h)

raio maior que aqueles que sdo dobrados sobre as extremidades da lata. Se permitissemos isso,
aumentarfamos ii/r. Mais significativamente, além do custo do metal, devemos incorporar o custo
de manufatura da lata. Vamos supor que a maior parte da despesa esteja em ligar os lados as bor-
das para formar as latas. Se cortdssemos os discos dos hexdgonos como no Problema 2, entio

Discos cortados a partir de hexdgonos onde k € o inverso do comprimento que pode ser ligado ao custo por uma unidade de drea de

maior.

de latas pequenas nao serem sempre altas e estreitas?

m Método de Newton

metal. Mostre que essa expressio € minimizada quando

W_ sf mh 2 — hfr
k r 'n'h/r—4\/§

7 4. Desenhe {/V /k como uma funcdo de x = h/r e use seu grifico para argumentar que quando
uma lata € grande ou a jun¢do € barata, deveriamos fazer A/r aproximadamente 2,21 (como no
Problema 2). Mas quando a lata € pequena ou a juncdo € cara, h/r deve ser substancialmente

5. Nossa andlise mostra que as latas grandes devem ser quase quadradas, mas as latas pequenas
devem ser altas e estreitas. Examine as formas relativas das latas em um supermercado. Nossa
conclusio € de forma geral verdadeira na prética? Hd excecdes? Vocé pode apontar as razdes

Suponha que um vendedor de carro ponha um carro A venda por $ 18.000, ou em pagamentos
de $ 375 mensais durante cinco anos. Vocé gostaria de saber qual a taxa de juros mensal que o
vendedor de fato estd cobrando. Para encontrar a resposta vocé deve resolver a equacio

[1] 48x(1 + ) — (1 + 0¥+ 1=0

(Os detalhes sdo explicados no Exercicio 41.) Como vocé deve resolver a equagio?

Para uma equacdo quadrética ax® + bx + ¢ = 0 existe uma férmula bem conhecida para
as raizes. Para as equacdes de terceiro e quarto grau também existem férmulas para as raizes, mas
elas sdo extremamente complicadas. Se f for um polinémio de grau 5 ou maior, ndo existe ne-
nhuma férmula. Da mesma forma, ndo existe uma férmula que nos possibilite encontrar as rai-
zes exatas de uma equacio transcendental como cos x = x.

Podemos encontrar uma solucéo aproximada para a Equagdo 1 tragando o lado esquerdo
da equacdo. Usando uma ferramenta gréfica, e apés experimentar com janela retangular, ob-
temos o grafico na Figura 1.
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FIGURA 1




