APLICACOES DA DERIVAGAQ

HEIFINR Demonstre a identidade tg™'x + cotg™'x -~ /2.

SOLUGAO Embora ndo seja necessdrio o cdlculo para demonstrar essa identidade, a demons-
tragdio usando cdlculo € bem simples. Se f(x) = tg~'x + cotg™'x, entdo

1 1

"(x) = - =0
fx 1+x* 1+x°

para todos os valores de x. Portanto f (x) = C, uma constante. Para determinar o valor de C,
fazemos x = 1 (porque podemos calcular f (1) exatamente). Entiio
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il m T
C=f)=tg'"l +cotg’l'l =— 4+ — = —
F)=1g g g a g
Assim, tg”'x + cotg”'x = 7/2. e ]
m Exercicios
1- 4 Verifique que a fungiio satisfaz as trés hipéteses do Teorema de 12, f(x) = X [1,4]
. x + 2 ] £

Rolle no intervalo dado. Entio, encontre todos os niimeros ¢ que sa-
tisfazem & conclusdo do Teorema de Rolle.

1 ) =5-12x+3x% [1,3]
2 f=x-x*-6x+2, [0,3]

3 f(x)=vx —ix [0,9]
4, f(x) =cos2x, [7/8,77/8]

5. Seja f(x) = 1 — x*°. Mostre que f (—1) = £ (1), mas néo existe
um niimero ¢ em (—1, 1) tal que f'(c) = 0. Por que isso nfo con-
tradiz o Teorema de Rolle?

6. Sejaf(x) = tg x. Mostre que f(0) = f(7r), mas nfio existe um n-
mero ¢ em (0, ) tal que f '(c) = 0. Por que isso ndo contradiz o
Teorema de Rolle?

1. Use o grifico de f para estimar os valores de ¢ que satisfagam 2
conclusdo do Teorema do Valor Médio para o intervalo [0, 8].

' ||
y =flx)

—

1

0 1 X

1

8. Use o grifico de f dado no Exercicio 7 para estimar os valores de
¢ que satisfacam a conclusio do Teorema do Valor Médio para o
intervalo [1, 7].

9-12 Verifique se a fungio satisfaz as hipéteses do Teorema do Valor

Meédio no intervalo dado. Entdo, encontre todos os niimeros ¢ que sa-

tisfagam a conclus@o do Teorema do Valor Médio.

9. flx)=2x"-3x+1, [0,2]
10. f(x) =x*+x—1, [0,2]
1. f(x) =%, [0,3]

A - s >
E necessdrio o uso de uma calculadora grafica ou computador

13-14 Encontre o niimero ¢ que satisfaga & conclusio do Teorema do

Valor Médio para o intervalo dado. Desenhe o gréfico da fungfio, a reta
secante passando pelas extremidades, e a reta tangente em
(c, f(c)). A reta secante e a reta tangente sdo paralelas?

13. F(x) = /x, [0,4] 1. f(x) =e¢™ [0,2]

15, Seja f(x) = (x — 3)7% Mostre que ndo existe um valor ¢ em
(1, 4) tal que f(4) — (1) = f'(c)(4 — 1). Por que isso nio con-
tradiz o Teorema do Valor Médio?

16. Sejaf(x) =2 — |2x — 1]. Mostre que nfo existe um valor ¢ tal
que f(3) — f(0) = f'(c)(3 — 0). Por que isso nio contradiz o
Teoreima do Valor Médio?

17-18 Mostre que a equacdo tem exatamente uma raiz real.

17. 2x + cosx =0 18. x°+e =0

19. Mostre que a equagio > — 15x + ¢ = 0 tem no méximo uma raiz
no intervalo [—2, 2].
20. Mostre que a equacio x* + 4x + ¢ = 0 tem no maximo duas rai-
zZes reais.
21. (a) Mostre que um polindémio de grau 3 tem, no maximo, trés rai-
zZes reais.
(b) Mostre que um polindmio de grau n tem, no maximo, n rai-
Zes reais. )
22, (a) Suponha que fseja derivdvel em R e tenha duas raizes. Mos-
tre que /' tem pelo menos uma raiz.
(b) Suponha que f'seja duas vezes derivdvel em R e tenha trés rai-
zes. Mostre que f” tem pelo menos uma raiz real.
(c) Vocé pode generalizar os itens (a) e (b)?
23. Se f(1) = 10e f'(x) = 2 para 1 < x < 4, quio pequeno f{4)
pode ser?
24. Suponha que 3 < f'(x) =< 5 para todos os valores de x. Mostre
que 18 < f(8) — f(2) = 30. ’

1. As Homeworks Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com
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25.

26.

2].
28.

29,

30.

31.

CALCULO
Existe uma fungéo ftal que f(0) = —1,f(2) = 4e f'(x) = 2 para Mostre que f'(x) = g'(x) para todo x em seus dominios. Pode-
todo x? mos concluir a partir do Coroldrio 7 que f — g € constante?
Suponha que f e g sejam continuas em [a, b] e deriviveis em 32. Use o método do Exemplo 6 para demonstrar a identidade
(a, b). Suponha também que f(a) = gla) e f'(x) < g'(x) para 2 sen™'x = cos~!(1 — 2x%), c=0

a < x < b.Prove que f(b) < g(b) . [Dica: Aplique o Teorema do 23
Valor Médio para a fungio h = f — g.]

. Demonstre a identidade.

Mostre que v/1 + x < 1 + Jxsex> 0. arcsenx—l =2arctg\/_—£

Suponha que f seja uma fungfio fmpar e € derivivel em toda el 2

parte. Demonstre que para todo o nimero positivo b, existe um 3. As 14 h da tarde o velocimetro do carro mostra 50 km/h. As

nimero ¢ em (—b, b) tal que f'(c) = f(b)/b. 14 h 10, ele mostra 65 km/h. Prove que em algum momento en-

Use o Teorema do Valor Médio para demonstrar a desigualdade tre 14 h e 14 h 10 a aceleragio era exatamente de 90 km/h2.
[sena —senb|<|a— b| para todo a ¢ b. 35. Dois corredores iniciam uma corrida no mesmo instante e terminam

empatados. Prove que em algum momento durante a corrida, eles
tinham a mesma velocidade. [Dica: Considere f(£) = g(z) — h(s),
onde g e /2 s40 as duas posigdes dos corredores.]

Se f'(x) = ¢ (c é uma constante) para todo x, use o Coroldrio 7
para mostrar que f (x) = cx + d para alguma constante d.

Sejam f(x) = l/x e
36. Um niimero a € chamado ponto fixo de uma funcdo f se

1
— se x>0 f(a) = a. Demonstre que se f'(x) # 1 para todos os nimeros
X o 5 G

glx) = reais x, entdo f tem no méximo um ponto fixo.

l1+— sex<0
X

momo as Derivadas Afetam a Forma de um Grafico

r Muitas das aplicagdes do cdlculo dependem de nossa habilidade para deduzir fatos sobre uma
D fungéo fa partir de informacdes relativas a suas derivadas. Comof*(x) representa a inclinacéo
da curvay = f(x) no ponto (x, f (x)), ela nos informa para qual direcdo a curva segue em cada
ponto. Assim, € razodvel esperar que informagoes sobre f'(x) nos fornecam informagdes so-

bre f(x).

Bl 0 que f’ diz sobre f?

Para ver como a derivada de f pode nos dizer onde uma funcfo € crescente ou decrescente, ob-

FIG

Vamos abreviar o nome deste teste para
Teste C/D.

* serve a Figura 1. (As funcdes crescentes e decrescentes foram definidas na Secdo 1.1.) Entre

Ae Beentre Ce D, as retas tangentes t&m inclinagfio positiva e, portanto, f'(x) > 0. Entre B
URA 1 e C, as retas tangentes tém inclinagdio negativa e, portanto, f'(x) < 0. Assim, parece que fcresce
quando f'(x) € positiva e decresce quando f'(x) é negativa. Para demonstrar que isso € sem-
pre vélido, vamos usar o Teorema do Valor Médio.

Teste Crescente/Decrescente
(a) Se f'(x) > 0 em um intervalo, entdo f ¢ crescente nele.
(b) Se f'(x) < 0 em um intervalo, entdo /¢ decrescente nele.

DEMONSTRACAD
(a) Sejam x; e x, dois mimeros quaisquer no intervalo com x; < x,. De acordo com a defini-
¢do de uma funcéo crescente, temos de mostrar que f(x;) < f(x,).

Como nos foi dado que f'(x) > 0, sabemos que f € derivdvel em [x,, x,]. Portanto, pelo
Teorema do Valor Médio, existe um niimero c entre x; e x, tal que

m S(x2) = flxn) = f(e)(x2 — x1)

Agora f'(c) > 0, por hipotese, e x, — x; > 0, pois x; < x,. Assim, o lado direito da Equagiio
1 € positivo e, portanto,

Flx2) = flx1}) >0 ou fx1) < f(x2)




