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INTEGRAIS

As integrais, consideradas como forma de calcular area de formas néo
triviais, ja seriam de conhecimento de Arquimedes.

Como Arquimedes calculou a area do segmento parabdlico?

As integrais ajudam a compreender nocOes de fisica, como a relacéo
entre velocidade e espaco percorrido.
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As primeiras divis0es da Matematica (Grecia Antiga):

Numeros e Grandezas




As primeiras divis0es da Matematica (Grecia Antiga):
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As primeiras divisbes da Matematica (Grécia Antiga):

NUmeros em repouso:
Aritmética

Grandezas em repouso:

Geometria




As primeiras divisbes da Matematica (Grécia Antiga):

NUumeros em movimento:

Musica




As primeiras divisbes da Matematica (Grécia Antiga):

Grandezas em movimento:

Astronomia




A matematica grega considerava o efeito
do movimento e das transformacoes nas
formas geométricas.



Como aumenta a area de um quadrado
guando seu lado aumenta?



O aumento instantaneo da area do
guadrado corresponde a duas vezes 0
lado.



A taxa de variacao instantanea da area e
2X.

A(x) = x?
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O aumento da area € a area da figura em
forma de “L".




O aumento da area € a area da figura em
forma de “L".
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Essa area, AA, € dada por




Essa area, AA, € dada por
AA = 2xAx + (Ax)?

AZC TAx (Az)?
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A taxa de aumento da area é
AA  2xAx + (Ax)?

Ax Ax
AZC TAx (Az)?
X i Az




A taxa de aumento da area é
AA  2xAx + (Ax)?

— = = 2x + Ax.
Ax Ax
Fazendo Ax — 0,
AZC TAzx (Am)Q
temos 22, 2X.
Ax
L z TAx
Portanto,
dA _5
dx = 4ZX.




No caso do volume do cubo de aresta X,
cujo volume é V(x) = x3, a taxa de
variacao instantanea é 3x>“.

(o + &)

-




A taxa de variacao do volume do cubo e
AV (x+Ax)°—(x)° _ 3x2Ax+3x(Ax)%+(Ax)*>)

Ax Ax Ax

fa + &)

Fazendo Ax — 0,

AV
temos — — 3x?2.
Ax

Portanto,
dA B

=

3x2.




Como aumenta a area de um circulo
guando seu raio r aumenta?



A taxa de aumento da area do circulo é
AA  7(r+Ar)’—n(r)* 2mrAr + (Ar)?

v

Ar

Ar

Fazendo Ar — 0,

AA
temos — — 27nr.
Ar

Portanto,

dA

— = 27r.
77 r



A taxa de aumento da area do circulo é
AA  n(r+ Ar)°—n(r)* 2mrAr +m(Ar)?

E - Ar Ar

Fazendo Ar — 0,

AA
temos — - 27nr.
Ar

ortanto,
dA

E=

21T




Para uma esfera de raio r, cujo volume é
dado por V(r) = ﬂr , a taxa de variacao

Vd

e
AV %T[(T’+AT’)3 —%n(r)3 41t (r?Ar+r(Ar)? +§(Ar)3)

Ar Ar Ar

Fazendo Ar — 0,

AV
temos — — 47mr?.
Ar

Portanto, W _ anr2.

dr




Como varia a area de definida sob o
grafico de uma funcao?




Como varia a area de definida sob o
grafico de uma funcao?




A variacao instantanea da area A(x) €
A (X)=f(x).




Como varia a area de definida sob o
grafico de uma funcao?




Como varia a area de definida sob o
grafico de uma funcao?

fle) =4

Na funcao constante f(x)=4,
a area entre O e x € dada
por A(X)=4x. A taxa de
variacao instantanea da

area € A(x)=4.



Na funcao linear f(x)=x, a area entre 0 e X
i 2
e A(x) ===~

-




Na funcao linear f(x)=x, a area entre 0 e X
& Ax) ==

-




Na funcao linear f(x)=x, a area entre 0 e X
XX X
2

eA(x) ==—==—.

A taxa de variacao
Instantanea da area é
A (X)=X.




Na funcao f(x)=2x, a areaentre 0O e x €
X-2X 2

14(;[) — —72—':: X,

flz) =2z

A taxa de variacao
Instantanea da area é
A (X)=2X.




Na funcédo f(x) = x4, ndo conhecemos a
area entre 0 e Xx.

Mas conhecemos a taxa de
variacao instantanea desse
area:

A'(x) = x?.



Descobrir a funcao area a partir da sua
taxa de variacao instantanea € integrar
a funcao.




Arguimedes
aplicou a idela da
decomposicao e
composicao de
figuras e
calculou a
primeira integral,
da funcao

f(x) = x2.

Arguimedes de Siracusa (287-212 aC)



O problema resolvido por Arguimedes
pode ser entendido como:
Sob o gréafico da funcéo f(x) = x2, qual a
area entre 0 e 17




O problema resolvido por Arguimedes
pode ser entendido como:
Sob o gréafico da funcéo f(x) = x2, qual a
area entre 0 e 17




Por simetria, sabemos gue a area entre O
e 1 éigual a area entre -1 e 0.

\ | /




O retangulo abaixo tem area 2.




Para encontrar a area sob o grafico basta
encontrar a area da forma abaixo,
chamada de segmento parabadlico.

\ 4. /




Como Arguimedes resolveu I1Sso?
Inserindo um triangulo no segmento
parabadlico.

\ 1 /




Esse triangulo tem area 1, pois é metade
do retangulo de area 2.

\ 1 /




Falta ainda um pedaco da area do
segmento. Arguimedes inseriu mais dois
triangulos ali.

\ 4. /




A soma das areas desses triangulos é Va4
(pode-se mostrar I1Ss0).




Ainda falta um pedaco da borda.
Arquimedes inseriu outros 4 triangulos.




Pode-se mostrar que a soma das areas
dos triangulos vermelhos é 1/16.




Arquimedes viu que que a area do
segmento é dada pela soma de uma PG
Infinita.




Arquimedes viu que gue a area do

segmento é dada pela soma de uma PG

1+

1
4

Infinita:
1 1 1

16 T6atme T

1/64

1/16

1/4




Arguimedes viu gue gue a area do
segmento é dada pela soma de uma PG
Infinita:

14— —d— =2
4 16 64 256 3

1/64

1/16

1/4




Logo, a area do segmento parabolico &

4/3



Podemos deduzir gue as areas sob 0
grafico sao iguais a 1/3.

2/3 2/3

1/3 1/3




A area entre O e x sob a parabola de
equacdo y = x* é iguais a 1/3 do triangulo
INscrito no segmento parabolico.




A area entre O e x sob a parabola de
equacdo y = x* é iguais a 1/3 do triangulo
INscrito no segmento parabolico.




Essa e a primeira integral da historia




A variacao instantanea da area A(x) €
A (X)=f(x).




A derivada da funcao area A(x) € a propria
funcao f(x):
A (X)=f(x).

y = f(x)




Newton teria criado o Calculo Diferencial e Integral entre 1665 e
1666, guando o Trinity College foi fechado por causa da peste.

Sir Isaac Newton (1642-1727)



Newton deixou cerca de 5000 paginas de manuscritos sem
publicacao.

Sir Isaac Newton (1642-1727)



Em 1673 Leibniz viajou a Londres, onde comprou um livro de
Barrow e tornou-se membro da Royal Society. E possivel que tenha
lido manuscritos de Newton.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)



Em 1676 Leibniz cria o Calculo com uma notacdo bem diferente de
Newton. Sua notacdo prevaleceu até hoje.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)



Se A'(x) = f(x), (f € derivada de A)
entdo A(x) = [ f(x)dx = F(x)
(F € uma primitiva de f).

y = f(x)




Dada uma funcao y = f(t)
continua em [a,b], definimos a funcao

g(x) = [ f(©)de, tal que g’ (x) = f(x).

/_\ y = f(t) /
/ ~




Dada uma funcao y = f(t)
continua em [a,b], definimos a funcao

g(x) = [ f(©)de, tal que g’ (x) = f(x).

/ y = f(t) /




2(a) = f F(Ddt = F(a)

e g(b) = f, f(t)dt = F(b)

/ |

Y,




Teorema Fundamental do Calculo (Parte )

Dada uma funcao y = f(t)
continua em [a,b], entao a funcao g
definida por
g(x) = f;cf(t)dt,a <x <b,

é continua em [a,b] e derivavel em (a,b)

eg' (x) = f(x).



2(a) = f F(Ddt = F(a)

e g(b) = f, f(t)dt = F(b)

/ |

Y,




a

b
| rode=r) - F@
onde F'(x) = f(x) |

T




Teorema Fundamental do Calculo
(Parte I1):

Se f for continua em [a,b], entao

fi f(®)dt = F(b) - F(a),
onde F'(x) = f(x).



a

onde F'(x) = f(x).

/

b
j F(dt = F(b) — F(a),

/




Teorema da Variacao Total:

b
f F'(t)dt = F(b) — F(a).




Teorema da Variacao Total:

b
j F'(t)dt = F(b) — F(a).

/

/




Se um objeto se move ao longo de uma
reta com funcao posicao dada por s(t),
entao sua velocidade € v(t)=s'(t) (a
velocidade é a derivada, ou taxa de
variacao instantanea, da funcao posicao).
Logo,

f; v(t)dt = s(b) —s(a) é o deslocamento
do objetos entre t=a e t=Db.



b
s(b) —s(a) = f v(t)d

S







b
f v(t)dt =s(b) — s(a)

v(t) = vy + at

/

/




Exercicios tipicos de um livro de Calculo:
Se w'(r) for a taxa de crescimento de uma crianga em quilogramae
"w'(t) dt representa?

]
por ano, o guc 15




Exercicios tipicos de um livro de Calculo:

Se vazar 6leo de um tanque a uma taxa de r(7) galoes por minuto
: ‘120 ’ ‘
em um instante 7, o que |, r(f) dt representa?




Exercicios tipicos de um livro de Calculo:

Uma colmeia com uma populacio inicial de 100 abelhas cresce 2
3 ‘15 .-
uma taxa de n'(r) por semana. O que representa 100 + |/ n'(t) de?




Exercicios tipicos de um livro de Calculo:
Se f(x) for a inclinacido de uma trilha a uma distiancia de x qui-
lometros do comeco dela, o que |7 f(x) dx representa?




Dois carros, A e B, largam lado a lado e aceleram a partir do re-
pouso. A figura mostra os gréificos de suas fungoes velocidade.
(a) Qual carro estard na frente ap6s 1 minuto? Explique.

(b) Qual o significado da drea da regido sombreada?

(¢) Qual carro estard na frente apos 2 minutos? Explique.

(d) Estime quando os carros estariio novamente lado a lado,
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