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.Ü
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1 '

o A Figura 5 mostra como a corrente
no Exemplo 4 se aproxima de seu
valor limite.

(b) Depois de l s a corrente é

/(1) = 5(1 -- e':) = 4,75 A

6

y:5

(c) lim /(r) = lim 5(1 -- e'")
r --> ao / --> m

= 5 -- 5 lim e'3i
f-->ao

-5 0-5 Q

EXEMPLO 5 [] Suponha que a resistência e a indutância permaneçam as mesmas como
no Exemplo 4, mas em vez de uma pilha usaremos um gerador que produz uma vol-
tagem variável de E(r) = 60 sen 30r volts. Encontre /(r).

l l .

0

FIGURA 5

2,5

SOLUÇÃO Dessa vez a equação diferencial toma-se

4 -=- + 12/ = 60 sen 30r
df

15 sen 30r

O mesmo favor de integração es' fomece

n A Figura 6 mostra o gráfico da cor-
rente quando a pilha é trocada por um
gerador.

.l:. (e"/) = es' d7 + 3e''/ = 15e3' sen 30t

Usando a Fórmula 98 na Tabela de Integrais temos

e''/ - J 15e" sen301 dí - 15 ilÕi- (3 sen30f -- 30 cos 30f) + C

! 1

/ 30r -- locos 30r) + Ce ''

Como .r(o) - 0, temos
-.% + c -o

FIGURA 6 assim /(r) (sen 30r 10 cos 30r) + ã.'" a

.6 Exercícios

1-4 Q Determine se a equação diferencial é linear.

1. y' + exy = 12y2 2. y + seno = x3y'
dy . xsen2x + y tg x, nl'L<x< nl'L

3. xy' + in x -- xzy = 0 4. )y' = sen x 13. (1+r)$+u-l+r, r>0
5--14 0 Resolva a equação diferencial.

5, y' + 2y = 2e' 6. y' = .[ + 5y

14. xy' + xy + y e'', x > 0

7. y' -- 2xy = x B. xy' + 2y = e
15-20 0 Resolva o problema de valor inicial

9. y' cos x = y sen x + sen 2x nl'L < x<.«1'L
15. y' + y 1 + e', y(0)

10. . 1 + xy = xy'
r > 0, y(1) - 0

17. ';'-2ft, 3f'e'', t,(0)-5
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(l + x:)y' + 2xy - 3y;, y(0) - 2

r' g!:- + 2xy = cos x, )(T)

capacitar é (2/C, onde Q é a carga (em coulombs)
a Lei de Kirchhoff fomece

r
nesse caso

x/ + -g - r(õ
í/.ã--';-Í'i-', y(i)-o, '>o

Mas / = dQ/df(wgao Exemplo 3 na Seção 3.3 noVolumeD; assün, temos

* aQ -- -àe - ,®
.21-22 ü Resolva a equação diferencial e use uma calculadora grá-
!ica óu um computador para plotar vários membros da família de
êolÜções. Como a curva solução muda quando C varia?

it.ll !y' + y - x cos x, x > 0
22. y' + (cos x)y

Suponha que a resistência é 5 Q, a capacitância é 0,05 F, a
pilha fomece uma voltagem constante de 60 V e a carga inicial
é Q(0) = 0 C. Encontre a carga e a comente no tempo l.

23. Uma equação diferencial de Bernoullilem homenagem a
games Bernoulli(1654 1705)] é da forma

@ + P(x)y
X

30. No circuito do Exercício 29, R = 2 n, C = 0,01 F, Q(0) = 0e
E(f) = 10 sen 60r. Calcule a carga e a corrente no tempo f.

31. Seja P(f) o nível de desempenho de alguém aprendendo uma
habilidade como uma função do tempo de treinamento f. O
gráfico de P é chamado de curva de aprendizagem. No Exerci
cio ll na Seção 9.1 propusemos a equação diferencial

}. Observe que, se /z = 0 ou 1, a equação de Bemoulli é linear
Para outros valores de n, mostre que a substituição H - y'''
transfomia a equação de Bernoulli na equação linear

dln + (l -- n)P(a)a n)Q(x)

24r26 [] Use o método do Exercício 23 para resolver a equação
ãiÊrencial.

como um modelo razoável para a aprendizagem, onde k é uma

constante positiva. Resolva essa equação diferencial linear e
use sua solução para plotar a curva de aprendizagem.

â:i:'lp' + y - -,y:
32. Dois novos trabalhadores foram contratados para uma linha de

montagem. João processou 25 unidades durante a primeira
hora e 45 unidades durante a segunda hora. Marcos processou
35 unidades durante a primeira hora e 50 unidades na segunda
hora. Usando o modelo do Exercício 3 1 e assumindo que
P(0) = 0, estimo o número máximo de unidades por hora que
cada trabalhador é capaz de processar.

2ê.n ji' + y = X)l;

27. No circuito mostrado na Figura 4 uma pilha fomece uma vol-
tagem constante de 40 V. a indutância é 2 H, a resistência é
10 Q e /(0)
(a) Encontre /(f).
(b) Calcule a corrente após 0,1 s.

Na circuito mostrado na Figura 4 um gerador fomece uma
voltagem de E(f) = 40 sen 60r volts, a indutância é l H, a
resistência é 20 Q e /(0) = 1 A.

(R) Encontre /(f).
(b) Calcule a comente depois de 0,1 s.
(c) Use um dispositivo gráfico para desenhar o gráfico da

função comente.

33 Na Seção 9.3 olhamos para problemas de misturas nos quais o
volume de cuido permanecia constante e vimos que estes
fomecem equações separáveis(veja o Exemplo 5 naquela
seção). Se as taxas de entrada e saída do sistema forem dife-
rentes, então o volume não é constante e a equação diferencial

resultante é linear mas não separável.

Um tanque contém 100 1 de água. Uma solução com uma con-
centração de sal de 0,4 kg/l é adicionada a uma taxa de 5 Vmin. A
solução é mantida misurada e é retirada do tanque a uma taxa de
3 1/min. Se y(1) for a quantidade de sal(em quilogramas) depois
de f minutos, mostre que y satisfaz a equação diferencial

29
Z A ljgura mostra um circuito contendo uma força eletromoüz,

um capacitor com capacitância de C fmads(F) e um resistir com
uma resistência de R ohms(O). A queda de voltagem através do @-2

dt '

3y
100 + 2r

Resolva essa equação e calcule a concentração depois de 20
minutos.

Um tanque com capacidade de 400 1 está cheio com uma mis-
tura de água e cloro com uma concentração de 0,05 g de cloro

por litro. Para reduzir a concentração de cloro, água doce é

34
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bombeada no tanque a uma taxa de 4 1/s. A mistura é agitada e
é retirada a uma taxa de lO l/s. Calcule a quantidade de cloro

no tanque em função do tempo.

Um objeto com massa m é demibado a partir do repouso e
assumimos que a resistência do ar é proporcional à velocidade

do objeto. Se s(f) for a distância percorrida depois de r segun-
dos, então a velocidade é t, - s'(/) e a aceleração é c
Se g for a aceleração da gravidade, então a força para baixo no
objeto é mg -- co, onde c é uma constante positiva, e a
Segunda Lei de Newton fornece

(a) Resolva essa equação linear para mostrar que

35. (b) Qual é a velocidade limite?
(c) Calcule a distância que o objeto caiu depois de r segundos.

Se ignorarmos a resistência do ar, poderemos concluir que
objetos mais pesados não caem mais rápido do que objetos
mais leves. Mas se considerarmos a resistência do ar, nossa

conclusão muda. Use a expressão para a velocidade de queda
de um objeto no Exercício 35(a) para calcular do/drn e mostrar
que os objetos mais pesados caem mais rápido do que os mais
leves

36

du
m ''=' = mg ' czl

dt '

Sistemas Predador-Presa

Temos olhado para uma variedade de modelos para o crescimento de uma única espécie
que vive sozinha em um ambiente. Nesta seção consideraremos modelos mais realistas,
que levam em consideração a interação de duas espécies no mesmo ambiente. Veremos que
esses modelos tomam a forma de um par de equações diferenciais acopladas.

Primeiro consideraremos a situação na qual uma espécie, chamada de presa, tem um
amplo suprimento alimentar e a segunda espécie, denominada predador, se alimenta da
presa. Exemplos de presa e predador incluem coelhos e lobos em uma floresta isolada,
peixe e tubarões, pulmões e joaninhas, e bactéria e amibas. Nosso modelo terá duas va-
riáveis dependentes e ambas serão funções do tempo. Seja J?(r) o número de presas (usando
R para coelhos) e W([) o número de predadores (com W para lobos) no tempo f-

Na ausência de predadores, o amplo suprimento de alimentos suportaria o crescimento
exponencialde presas,isto é,

l :i

onde k é uma constante positiva

Na ausência de presas, assumimos que a população de predadores declinaria a uma taxa
proporcional a ela mesma, isto é,

rW
dr

onde r é uma constante positiva

Com ambas as espécies presentes, contudo, assumimos que a causa principal de morte
entre as presas é serem comidas por predadores, e as taxas de natalidade e sobrevivência
dos predadores dependem da disponibilidade de comida, a saber, as presas. Também
assumimos que as duas espécies se encontram a uma taxa que é proporcional a ambas as
populações e é portanto proporcional ao produto RW. (Quanto maior qualquer uma das
populações, maior é a chance do encontro.) Um sistema de duas equações diferenciais que
incorporam essas premissas é mostrado a seguir:

}y representa os predadores.

R representa as presas. m -kR
dr

aRW
df

rWr + bRW

onde k, E a e b são constantes positivas. Note que o termo --aRW diminui a taxa natural
de crescimento das presas, e o termo bRW aumenta a taxa de crescimento natural dos
predadores.
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11.1 Exercícios

l

2.

(a) O que é uma sequência?

(b) O que significa dizer que lim.-n a. - 8?
(c) O que significa dizer que lim.-m a. - m?

(a) O que é uma seqüência convergente? Dê dois exemplos-
(b) O que é uma sequência divergente? Dê dois exemplos.

35. a.

36. a.

1 2
;?'+;?-+

}

}

n cosa

n' + l

37. a. - 'ã;
(-3y

38. a. - -:-;Í3 8 = Liste os cinco primeiros termos da sequência.

n + l
3. a. - 1 - (0,2y

ii 39-46 D IJse um gráfico da seqüência para decidir se a sequência é
convergente ou divergente. Se a seqüência for convergente, estima
o valor do limite a partir do gráfico e então prove sua estimativa.5.

7.

3(-1y
""' '';i'

l-'rl 40. a. + (-2/v)"

9-14 ü Encontre uma fómlula para o termo geral a. da sequência,
assumindo que o padrão dos primeiros tempos continua.

9. là,},à,Ü,...l lo. là,},â,â,...}

« l-:lAl} «lw}

11. {2, 7, 12, 17,...} i2. l-i,â, à,á,...l

i3. li, {, :, Ê,.. .l 14. {0, 2, 0, 2, 0, 2,...}
45. a. =

J

15-38 [] Detemüne se a seqüência converge ou diverge
convergir, encontre o limite

Se ela
46. a,

n!

15. a. n(n -- l) 16. a. - -ã;i- l

í,. .. -Í:Í'a'

47. Se $ 1000 forem investidos a uma taxa dejuros de 6%,

compostos anualmente, depois de n anos o investimento valerá
$ a. = 1000(1,06)"

(a) Encontre os cinco primeiros termos da sequência {a.}.
(b) A seqüência é convergente ou divergente? Explique.

17. a.=
3 + 5n2

4

2"
19. a. 3"

( 1)' '«
21. a.

20
n

48. Calcule os primeiros 40 tempos da seqüência dehnida por

22. a. = sen(nz/2) '-*' ' {à= * : se a. é um número par

se a. é um número ímpar

23.

25

27

a. = 2 + cos nn'

{*i"l
{"PI

24. {arctg 2n}

:.. {.h}
e ai = 1 1. Faça o mesmo para ai
sobre essetipo de sequência.

25. Faça uma conjectura

49. Para quais valores de r a seqüência {/zr'} é convergente?

28. {(-1ysen(l/n)}
50.(a) Se {a.} for convergente, mostre que

29. {V;'i"2 - V;l «l"pl
32. a. = in(n + l)

lim a+l= limo.

31. a. = n2 " In /z
(b) Uma seqiiência {a.} é definida por ai ' l e

a*l = 1/(1 + a.) para /z > 1. Assumindo que {a.}

é convergente, encontre seu limite.
cos:n

33. a. - --!;
34. a. (1 + 3ny/'

l 3 5   (2« - 1)

           
l 3 5   (2n - 1)
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que você sabe que {a.} é uma sequência decrescente

que todos os termos estão entre os números 5 e 8. Explique

por que a seqüência tem um limite. O que você pode dizer
cobre o valor do limite?

(b) Use um gráâço da seqüência na pane(a) para encontrar os
menores valores de N que correspondem a 8 - 0,1 e

8 = 0,001 na Definição l

66

67

68.

Use a Deãnição l diretamente para provar que lim.-- r' - 0

quando l rl < 1.

Prove t) Teorema 5

[Z)ica: Use a Definição ] ou o Teorema do Confronto.]

Determine se a seqüência dada é crescente, decrescente ou
A seqüência é limitada?

", «. - l: * ;l'
(a) Mostre que se 0 « a < b, então54. a.

56. a.

58. a.

2/z -- 3

3/z + 4

3 + (-iy/«
Ó

n + 2

l,H+l . ,n+l

::-i---=--- < (n + l)Z''

(b) Deduza que b'[(n + ])a nb] < a"'
(c)Usei(n+l)eb napaHe(b)para

mostrar que {a.} é crescente

(d) Use a = 1 e b = 1 + 1/(2n) na pane (b) para mostrar que
a2. < 4.

(e) Use as pares(c) e(d) para mostrar que a. < 4 para todo n.

(f) Use o Teorema 10 para mostrar que lim.-« (l + l/PZ)'

existe. (O limite é e. Veja a Equação 3.8.6.)

da seqüência

l©, ../m, .6:7;E, . . . l
cz. - JÍ:ÍE.

} é crês.

69. Seja a e b números positivos com a > b. Seja ai sua média
aritmética e bi sua média geométrica:

cz + b

'-''7 ó. - ../ã

calcule seu limite

Mostre que a sequência definida por
Repita esse procedimento de tal modo que, em geral

a. + b.
'"'' b«~ - .JiS

BjíSatisfaz O < a. < 2 e é decrescente. Deduza que a sequência é

convergente e encontre seu limite.

(a)d

(a) Use indução matemática para mostrar que

Fibonacci colocou o seguinte problema: Suponha que coe-
lhos vivam para sempre e que a cada mês cada par produza

uh novo par, que se toma reprodutivo com 2 meses de
idade. Se começarmos com um par recém-nascido, quantos

pares de coelhos teremos no n-ésimo mês? Mostre que a
resposta é /., onde {.Ê} é a seqüência de Fibonacci
deânida no Exemplo 2(c).

Sqa a. =.Én+i/Én e mostre que an l = 1 + 1/a.-z:
Assumindo que {a. } é convergente, encontre seu limite.

a. > a.+i > b.+t > b

(b) Deduza que {a.} e {b.} são ambas convergentes.
(c) Mostre que lim.-« a. - lim.+m b.. Gauss chamou o

valor comum desses limites de média

aritmética-geométrica dos números a e b.

70 (a) Mostre que se lim.-- az. - Z, e lim.-- a2«+1 = L, então
{a.} é convergente e lim.-« a. = L.

(b) Seai = 1 e

Seja a- - a, a: - .f(a), a, - .f(a:) - .f(.f(a», .
a«i = .f(a.), onde/é uma função contínua. Se

lim.-- a. mostre que .f(Z.)

Ilustre a pane (a) tomando /(x) = cos x, a = 1, e estimando
o valor de 1, com precisão de cinco casas decimais.

encontre os oito primeiros membros da seqüência {a.}:
Então use a pane (a) para mostrar que lim.on a. - vã
Isso dá a expansão em orações contínuas

(a) Use um gráãco para estimar o valor do limite

n'
lim
-" n!

a 1 +
l

0 .L
- ' 2 +
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NOTA 4 o Um número finito de termos não afeta a convergência ou divergência de uma

série. Por exemplo, suponha que possamos mostrar que a série

é convergente. Como

l

segue-se que a série inteira E=i n/(n' + 1) é convergente. Similarmente, se soubermos
que a série 2=N+t a. converge, então a série completa

- )ja. +
n=l

E «
n=N'+l

também é convergente

Exercícios

Qual é a diferença entre uma seqüência e uma série?
O que é uma série convergente? O que é uma série divergente?

Explique o significado de se dizer que E=.i a. - 5.

ia'' -2 + : - ? + g

14. 1 + 0,4 + 0,16 + 0,064 +

.i5. }l 5({)'''
n=l

/

Calcule pelo menos 10 somas parciais da série. Plote ambas
:sêqüências de termos e de somas parciais na mesma tela. Parece

;ã:série é convergente ou divergente? Se ela for convergente,
a soma. Se for divergente, explique por quê.

24.
iS n(n + 2)

25 }[ [2(0,iy + (0,2y]

28.

30.

ã.l+*+l
}.«lülExplique a diferença entre

:(b) Explique a diferença entre
34. }l. .Ú. + Dh +D

E'; .
=1

ou divergente.Sefor
35-40 s Expresse o niimero como uma razão de inteiros.

35. 0,2 - 0,2222 . . . 36. 0,73 - 0,73737373

37. 3.417 - 3.417417417 . . . 38. 6,254
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39. 0,123456 W. 5,6021 52 Uma certa bola tem a seguinte propriedade: cada vez que ela
cai a partir de uma altura A em uma superfície dura e nivelada
ela volta até uma altura rh, onde 0 < r < 1. Suponha que a
bola seja derrubada a partir de uma altura inicial de H metros.
(a) Assumindo que a bola continua a pular indefinidamente,

calcule a distância total que ela percone.
(b) Calcule o tempo total que a bola pula.
(c) Suponha que cada vez que a bola atingir a superfície com

velocidade z/ ela rebaterá com velocidade --ktp, onde

0 < k < 1. Quanto tempo levará para a bola parar?

4$-4.6 Q Encontre os valores de x para os quais a série converge.

Calcule a soma da série para aqueles valores de x.

-..}.{ 42. )l (x - 4y

43. E 4'x'-0
53 Qual é o valor de c se :l (l + c)'' - 2?

2

Plote as curvas y = 1', 0 :g x € 1, para n = 0, 1, 2, 3, 4,.
na mesma tela. Achando as áreas entre as curvas sucessivas, dê

uma demonstração geométrica do fato, mostrado no Exemplo

6, de que

47-4Ê] L] IJse o comando de frações parciais em seu CAS para
encontrar uma expressão conveniente para a soma parcial; então
use essa expressão para encontrar a soma da série. Verifique sua
resposta usando o CAS para somar a série diretamente.

47.

48.

{.
.Si (4n + 1)(4n

=. (n' + n):

3) 55 A figura mostra dois círculos C e Z) de raio l que se tocam em P
Té uma teta tangente em comum; Ci é o círculo que toca C, Z)
e 7; Cz é o círculo que toca C, Z) e(l:i; C3 é o círculo que toca
C, Z) e Cz. Esse procedimento pode continuar indefinidamente

e produzir uma sequência infinita de círculos {C.}. Encontre
uma expressão para o diâmetro de C. e então fomeça uma
outra demonstração geométrica do Exemplo 6.

49. Se a n-ésima soma parcial de uma série E=i a. for

n -- l';'n
encontre a,. e E=i a,,.

50. Se a /z-ésima soma parcial de uma série 2:=-i a. for

s. = 3 -- n2

51

encontre a.e 2=-ta..
Quando o dinheiro é gasto em produtos e serviços, aqueles que
recebem o dinheiro também gastam uma parte dele. As pessoas
que recebem parte do dinheiro gasto duas vezes gastarão uma

pane, e assim por diante. Os economistas chamam essa reação
em cadeia de Éeáeíro mlí/f@/icador. Em uma comunidade

hipotética isolada, o govemo local começa o processo gastando
$ D. Suponha que cada pessoa que recebe o dinheiro gasto
gasta 100cqu e economiza 100squ do dinheiro que recebeu. Os
valores de c e s são chamados de pnoperzsão margírta/ a

cottsttmir e propensão margina! a economizar e, é clamo,

(a) Seja S. o gasto total que foi gerado depois de /z transações
Encontre uma equação para S«.

(b) Mostre que lim.-« S. = kD, onde A - l/s. O número k é

chamado de mzz{/fip/icador. Qual é o multiplicador se a

propensão marginal para consumir for 80%?

No/a: O govemo federal usa esse princípio para justificar o déficit.
Os bancos usam esse princípio para justificar o empréstimo de uma

grande porcentagem do dinheho que eles recebem em depósitos.

lc + .f

56. Um triângulo.4BCé dado com Z-A - 0e l.4CI = b.
CD é desenhado perpendiculamlente a ÁB, l)E é desenhado

perpendicularmente a BC, EF -L AB, e esse processo continua
indefinidamente, como mostrado na âgura. Calcule o compri-

B G E C
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mento total de todas as rotas perpendiculares

col+ lor + lrr'l + lrcl +

(a) Mostre que o comprimento total de todos os intervalos que
foram removidos é 1. Apesar disso o conjunto de Cantor
contém inânitos números. Dê exemplos de alguns números
no conjunto de Cantor.
O carpete de SieiTinski é o conespondente bidimensional
do conjunto de Cantor. Ele é construído pela remoção do

nono subquadrado central de um quadrado de lado l dividido

em 9 subquadrados. A etapa seguinte consiste em remover os

subquadrados centrais dos oito quadrados menores que

pemianeceram, e assim por diante.(A figura mostra as três

primehas etapas da consüução.) Mostre que a soma das áreas

dos quadrados removidos é l. Isso implica que o carpete de

Sierpinski tem área 0.

em termos de b e 0.

O que está enado com o seguinte cálculo?
0)

0 o + o + o +

(1 - 1) + (1 - 1) + (1 - 1) +

- l + l - l + l l +

+ ( l + l) + (-1 + 1) + (-1 + 1) +

+o +o+o + l

(Guido Ubaldo pensou que isso provava a existência de Deus,
porque "alguma coisa tinha sido criada do nada.")

Suponha que E=..i a. (a. # 0) sda conhecida como sendo uma

série convergente. Prove que 2:=.i l/a. é uma série divergente.

Prove là parte (i) do Teorema 8

nn

H
n

H H H H

H

Se ».a. for divergente e c # 0, mostre que E ca. é divergente.

Üe E a. for convergente e E b. for divergente, mostre que a
série E(a. + Z).) é divergente.[Z)íca: Argumente por

contradição.]

Se E a. e E b. forem ambas divergentes, E (a. + b.) é
necessariamente divergente?

66. (a) A seqüência {a.} é definida recursivamente pela equação
a. ' ã(a.-l + a.-z) para /z > 3, onde ai e aa podem ser
quaisquer números reais. Experimente com vários valores
de al e az e use sua calculadora para descubrir o limite da
sequência

(b) Encontre lim.-« a. em tempos de ai e a2 expressando
a.+i -- a. em tempos de a2 -- ai e somando uma série.

Suponha que uma série 2 a. tenha termos positivos e suas
somas parciais s. satisfaçam a desigualdade s. < 1000 para

todo /z. Explique por que 2 a. deve ser convergente.

A sequência de Fibonacci foi definida na Seção 11.1 pelas
equações

67. Considere a série

(a) Calcule as somas parciais si, sz, i3 e i4. Você reconhece os
denominadores? Use o padrão para estimar uma fórmula
para s-.

(b) Use indução matemática para provar sua estimativa.
(c) Mostre que a série infinita dada é convergente, e calcule

sua soma.

/2' l .Ê +.Én 2 Pz>3

Mostre que cada uma das afirmações abaixo é verdadeira.

l l l
i:üi ' i:= ' Ãii

.«, â=h
68. Na figura existem infinitos círculos se aproximando dos

vértices de um triângulo equilátero. Cada círculo toca outros
círculos e lados do triângulo. Se o triângulo tiver lados de
comprimento 1 , calcule a área total ocupada pelos círculos.

l

2
'ç:., ;g=h
O conjunto de Cantor, em homenagem ao matemático alemão
Georg Cantor (1845-1918), é construído como a seguir.
Começamos com o interva]o fechado]O, ]] e removemos o
intewalo aberto (!, {). Isso nos leva a dois intervalos, [0, ! ] e
[{, 1]. Dividimos novamente cada intervalo em três e remove-

:imãs cada terço intemiediário aberto. Quatro intervalos
pemianecem, e novamente repetimos o processo. Continuamos
esse procedimento indefinidamente. O conjunto de Cantor con-
siste nos números que permanecem em]0, 1] depois de todos
os intervalos terem sido removidos.
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(i) Se l.'/(x) dl for convergente, então (4) fomece

J:.f(,) a; < .r/
já que .f(x) > 0. Portanto

.[.f(') a' - M

Como s. < À/ para todo n, a seqiiência {s.} é limitada superiormente. Também

sn+l = sn + (zn+l :: s/l

já que a.*i = /(n + 1) > 0. Então, {s.} é uma seqüência crescente limitada, e assim ela é

convergente pelo Teorema da Seqüência Monotõnica (ll.l.lO). Isso significa que E a. é
convergente

(ii) Se .r./:(x) dx for divergente, então J:./:(x) dx --> " quando pz --> '" porque
.f(x) > 0. Mas (5) dá

"./'(x) dx :ç )l a. - s.-.
I' i-l

e assim s.-l -> m. Isso implica que s. -> 'o e assim E a. diverge. J

'il#1'.3 Exercícios

1. Faça um desenho para mostrar que 9-24 0 Determine se a série é convergente ou divergente

O que você pode concluir sobre a série?
1 1

+ + +
64 125

2. Suponha que/sqa uma função contínua, positiva e decrescente
para 1 =: 1 e a. = .f(/z). Desenhando uma figura, coloque em
ordem crescente as três quantidades

1 1.

12
l l l l

' ''" 'ãZ' ''' 'ã8: ''' 'ãa' ''' 'iB- '"'

'.f(x) ü
l

5

E ';
'-2

3-8 D Use o Teste da Integral para detemiinar se a série é conver-
gente ou divergente.

l
3n + l

8.
l l l

- + + +3 7 11

l
+

15 :'. â-âm



CAPITULO ll SEQUÊNCIAS INFINITAS E SÉRIES 0 721

o Encontre os valores de p para os quais a série é convergente. 35. (a) Use (4) para mostrar que se s. é a rl-ésima soma parcial da
série harmónica, então

26. 2 ;iin/z]]n(]nn)]P
s. < 1 + in n

(b) A série harmónica diverge mas muito lentamente. Use a
parte (a) para mostrar que a soma do pümeiro milhão de
termos é menor do que 15 e que a soma do primeiro bilhão
de termos é menor do que 22

28.

zeta Í de Riemann é deânida por.

<(;) - E nn-

(a) Mostre que a série E=-1 (in n)27n' é convergente.
(b) Encon@ um limite supeüor para o erro na aproximação s - s..

(c) Qual é o menor valor de /z tal que esse limite superior seja
menor do que 0,05?

(d) Encontre s. para esse valor de n
e é usada em teoria de números para estudar a distribuição de
=ilúmeros primos. Qual é o domínio de Í?

ta) Encontre a soma parcial sio da série E=. 1//z'. Estimo o
erro usando sio como uma aproximação para a soma da
serie.

(b) Use (3) com n - 10 para dar uma estimativa melhorada da
soma

(c) Encontre um valor de n tal que s. represente a soma com
precisão de 0,00001.

Use a soma dos 10 primeiros termos para estimar a soma
da série E.-i l//zz. Quão boa é essa estimativa?
Melhore essa estimativa usando (3) com n = lO.

Encontre um valor de n que garanta que o erro na aproxi-
mação s :: s. sqa menor do que 0,001

Calcule a soma da série 2=.i l//z' com precisão de três casas
decimais

37 Encontre todos os valores positivos de b para os quais a série

E=:. b'"" converge.

38 IJse as seguintes etapas para mostrar que a seqüência
l l l

f. = 1 + -: + -: + - . . + -: Inlz2 3 n

tem um limite.(O valor do limite é denotado por ' e é
chamado de constante de Euler.)
(a) Desenhe uma figura como a Figura 6 com .f(x) = 1/l e

inteQrete f. como uma área [ou use (5)] para mostrar que
r. > 0 para todo n

(b) Interprete

r. -- r.-.-- - [[n(n + [) -- in n] /z + l

l

Estimo E=t n '3/2 com precisão de 0,01.

Quantos termos da série E=.z ]/[/z(in n):] você precisaria adi-
cionar para encontrar sua soma com precisão de 0,01?

como uma diferença de áreas para mostrar que
f. f.+t > 0. Portanto {f.} é uma sequência decrescente

(c) Use o Teorema da Sequência Monotõnica para mostrar que
{r.} é convergente.

Í4 Os Testes le Comparação

Nos testes de comparação a idéia é comparar uma série dada com uma série que é sabida
mente convergente ou divergente. Por exemplo, a série

LU ,É. 'ã=-n
l

nos lembra a série )l=i 1/2', que é uma série geométrica com a - ; e r = { e é portanto
convergente. Como a série (1) é muito similar a uma série convergente, temos a impressão
de que esta também deve ser convergente. Realmente, ela é. A desigualdade

ll
<

2" + 1 2'

mostra que nossa série dada (1) tem termos menores do que aqueles da série geométrica e
portanto todas as suas somas parciais são também menores do que l (a soma da série
geométrica). Isso significa que suas somas parciais fomiam uma seqüência crescente li-
mitada, que é convergente. Também segue que a soma da série é menor do que a soma da
série geométrica:
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Como a. « b. para todo /z, temos R. < Tn. Se :l b. for uma série p, podemos estimar seu
resto Tn como na Seção 1 1.3. Se E b. for uma série geométrica, então Tn é a soma de uma.
série geoméUica e podemos soma-la exatamente (veja os Exercícios 35 e 36). Em qualquer
caso sabemos que R. é menor do que .Z:..

EXEMPLO 5 n Use a soma dos 100 primeiros termos para aproximar a soma da série
E l/(n' + 1). Estimo o erro envolvido nessa aproximação.

SOLUÇÃO Como
F

a série dada é convergente pelo Teste de Comparação. O resto T. para a série de com-
paração E l/ns foi estimado no Exemplo 5 da Seção 1 1 .3 usando a Estimativa do Resto
para o Teste da Integral. Lá encontramos que

Tn : .r ' d*

l
2n:

Portanto o resto R. para a série dada satisfaz

+

l

Com n = 100 temos

x.. :ç -iiiiÜF o,ooo05

Usando uma calculadora programável ou um computador encontramos que

= 1 g' l
;;í':-T - ,: ;;ítT - 0,686453s

com erro menor do que 0,00005 Q

Exercícios

l

f
F

que E a. e 2 b. sejam séries com termos positivos e
2 b. seja sabidamente convergente.

(a) Se a. > b. para todo /z, o que você pode dizer sobre E a.?
Porquê?

(b) Se a. < b. para todo n, o que você pode dizer sobre E a.?

Porquê?

3-32 Determine se a série converge ou diverge.

Suponha que E a. e : b. sejam séries com termos positivos e
2 b. seja sabidamente divergente.

(a) Se a. > b. para todo pz, o que você pode dizer sobre E a.?
Porquê?

(b) Se a« < b. para todo pz, o que você pode dizer sobre E a.?
Porquê?

.:. ;Ê. % .... l©n
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13.

\

\ "'
=2 «' - l

3 + cos /z

2, ..., 9) é que

0,dtdzd3d4
di

--= +-
10

Mostre que essa série sempre converge

Para quais valores de p a série E=z l/(/z' in n) converge?

Prove que se a. > 0 e E a. convergirem, então E a: também

converge

38

39

40:.. }.+H (a) Suponha que E a. e E b. sejam séries com tempos positivos
e E b. seja convergente. Prove que se

então 2 a. também é convergente.

(b) Use a pane (a) para mostrar que El;-i (in n)/n' é

convergente

(a) Suponha que E a. e 2 b. sejam séries com termos positivos

e 2 b. seja divergente. Prove que se

l + /z + n

:'. }. gJZh
41

lim-g= = m
--- Ó.

29

31

}.;
ã.««l;l

então 2 a. também é divergente.

(b) Use a parte (a) para mostrar que E=-2 l/(in pz) é divergente

Dê um exemplo de um par de séries E a. e E b. com termos
positivos onde lim.-- (a./b.) = 0 e 2 b. diverge, mas 2 a.
converge. (Compare com o Exercício 40.)

Mostre que se a. > 0 e lim«-n rzíz« # 0, então 2 a. é
divergente.

Mostre que se a. > 0 e 2 a. for convergente, então

2 in(l + a,.) é convergente.

42

43.

M

a Use a soma dos 10 primeiros tempos para aproximar a
soma da série. Estime o erro.

:'. }.çTh 45. Se 2 a. for uma série convergente com termos positivos, é ver
dado que E sen(a.) também é convergente?

46. Se E a. e : b. forem ambas séries convergentes com termos

positivos, é verdade que 2 a.b. também é convergente?

37. O significado da representação decimal de um número
0,didzd3 . . . (onde o dígito di é um dos números 0, 1,

11.5 Séries Alternadas

Os testes de convergência que temos olhado se aplicam apenas a séries com termos posi-
tivos. Nesta seção e na próxima aprenderemos como lidar com séries cujos termos não são
necessariamente positivos. De particular importância são as séries a/ferradas, cujos ter-
mos se alternam no sinal.

Uma série alternada é uma série cujos termos são alternadamente positivos e nega-
tivos. Aqui estão dois exemplos:

l

' 2

l

5

2
3

5

6 .Ê (- o' ';h
€
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A desigualdade l x + 2 1 < 3 pode ser escrita como
série nos extremos --5 e 1. Quando x = --5, a série é

5 < x < 1; assim, testamos a

2 !;?-- - { ,â (- o"«

que diverge pelo Teste para Divergência [( 1)"n não converge para 0]. Quando x = 1, a
serie e

n(3)"
E n

3"n=0 n=0

que também diverge pelo Teste para Divergência. Então a série converge apenas quando
--5 < x < 1, assim, o intervalo de convergência é (--5, 1)

11.8 Exercícios

1.

2.

O que é uma série de potências?

(a) O que é o raio de convergência de uma série de potências?
Como você o encontra?

(b) O que é o intervalo de convergência de uma série de potên
das? Como você o encontra?

24.
1 .3 .5 . .. . (2«- 1)

Encontre o raio de convergência e o intervalo de

convergência da série

-..iç{
:,. }. :àlJ (2«)

(2lt -- 1) x
H-l n

B.

10.

t2.

}l /i"x'-1
29. Se E=::o c,.4" for convergente, as séries que se seguem são con

vergentes?

(a) )l c,.(--2)" (b) :l c.( 4)"
r=0

9. )l (-- 1)"lz4"ir' .r.n3"

.àG
30. Suponha que E=-o c«x" converge quando x = --4 e diverge

quando x - 6. O que pode ser dito sobre a convergência ou
divergência das séries a seguir'?

i8. E'Ç-g-(,+ 3)"
V/z

1)"c.9"

.7. i. ('o"-ç!'"
31 Se k for um inteiro positivo, encontre o raio de convergência da

serie

(x + l)"2
«(n + l)11=

Piore na mesma tela as primeiras somas parciais s«(x) da
série 2=-ox", junto com a função soma /(x) - 1/(1 - 1). Em
que intervalo essas somas parciais parecem estar convergindo

para.f(x)?
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A função Jt definida por

'.(,) - .Í =:::ri;i;::-
35. Uma função .fó definida por

.f(1) = 1 + 2x + xz + 2x3 + x4 +

é chamada delhnção de cesse/ de ordem /.

(a) Encontre seu domínio.
(b) Plote as primeiras somas parciais na mesma tela.

(c) Se seu CAS tiver funções de Bessel programadas, plote Ji
na mesma tela das somas parciais na parte(b) e observe

como as somas parciais aproximam Jt

isto é, seus coeficientes são c2,. = 1 e cl,,+i = 2 para todo

rz > 0. Encontre o intervalo de convergência da série e encon
tre uma fórmula explícita para .f(1)

36. Se .f(x) = E=o c.x', onde c«+ - c« para todo /z > 0, encontre
o intervalo de convergência da série e uma fórmula para .f(x)

A função A definida por

x'
A(1) - 1 + ';':T

X6
9

X
37 Mostre que se lim.-n VT(h 1 = c , então o raio de convergên

cia da série de potências 2 c.x' é R - l/c.
2 . 3 . 5 . 6 8 . 9

é chamada de.»lição de Aízy, em homenagem ao matemático e

astrónomo inglês sír George Airy (1 801- 1 892).

(a) Encontre o domínio da função de Airy.
(b) Plote as primeiras somas parciais s.(x) na mesma tela.

(c) Se seu CAS tiver funções de Aily programadas, plote Á na
mesma tela que as somas parciais na parte(b) e observe
como as somas parciais aproximam A.

38. Suponha que o raio de convergência da série de potências

E c«ir' sqa R. Qual é o raio de convergência da série de potên
clãs }l c.x:"?

39. Suponha que a série 2 c«I' tenha raio de convergência 2 e que a
série 2 d.x' tenha raio de convergência 3. O que você pode dizer
sobre o raio de convergência da série 2(c« + d)x"? Explique.

11.9 Representações de Funções como Séries de Potências

Ê. Uma ilustração geométrica da
ÍEquação l é mostrada na Figura l

a soma de uma série é o limite
seqüência de somas parciais temos

l
X

Nesta seção aprenderemos como representar certos tipos de funções como somas de séries

de potências pela manipulação de séries geométricas ou pela diferenciação ou integração
de tais séries. Você pode imaginar por que queremos expressar uma função conhecida
como uma soma inânita de termos. Veremos mais tarde que essa estratégia é útil para inte-
grar funções que não têm antiderivadas elementares, para resolver equações diferenciais e
para aproximar funções por polinâmios. (Cientistas fazem isso para simplificar expressões
que eles utilizam; cientistas que trabalham com computadores fazem isso para representar
funções em calculadoras e computadores.)

Começaremos com uma equação que vimos antes:
s.(x) = 1 + x + x' + . . - + x'

é a n-ésima soma parcial. Note que
rl aumenta. s.(x) torna-se uma
aproximação de .f(x) para

<.x < l
m = 1 + x + xz -F xs +

- x

l

Encontramos essa equação primeiro no Exemplo 5 da Seção 1 1 .2, onde a obtivemos obser-
vando que ela é uma série geométrica com a - l e r = 1. Mas aqui nosso ponto de
vista é diferente. Agora nos referiremos à Equação l como uma expressão da função
.f(x) = 1/(1 -- x) como uma soma de uma série de potências.

EXEMPLO l D Expresse 1/(1 + x:) como a soma de uma série de potências e encontre o
intervalo de convergência.

SOLUÇÃO Trocando x por --xz na Equação l temos

- )l (--l'y
/i=0

}l(-iy. + X4

l
l

Í- Jr e algumas somas parciais
+.X8



CAPITULO ll SEQUÊNCIAS INFINITAS E SÉRIES 0 749

SOLUÇAR

(a) A primeira etapa é expressar o integrando, 1/(1 + x'), como uma soma de uma série
de potências. Como no Exemplo 1, começamos com a Equação l e trocamos ir por

exemplo demonstra uma

na qual representações em
de potência são úteis.Integrar

+ x') manualmente é
difícil. Sistemas algébri-

computacionais devolvem formas
da resposta. mas eles são

extremamente complicados.(Se
tiver um CAS, experimente-o.) Na

é muito mais fácil lidar com a
em série infinita obtida no

8(a) do que com a resposta
dada por um CAS.

íl"? -r:---La - ,ã (

Agora integramos termo a termo

í-íb',
C +x

l)'x''d. c + :l(
n=0

.X8 .X15
+8 15

X22
+

22

Essa série converge para l --x7 1 < 1, isto é, para lx l < l

(b) Aplicando o Teorema da Avaliação não importa qual antiderivada usamos, assim
vamos usar a antiderivada da parte (a) com C - 0:

f' Í:í'? d" '

15X

15

X

22

22

l
22 .222

+

2

l

15 . 2:s8 . 28
+

Essa série infinita é o valor exato da integral definida, mas como é uma série altemada,
podemos aproximar a soma usando o Teorema da Estimativa de Séries Altemadas. Se
paramtos de adicionar os termos com n = 3, o eno é menor do que o termo com lz - 4

+

-ii'!5ã. H 6,4 x io'-'

Assim temos

r' rb « - -} l

'Í--F +
l

15 . 2's iÍ-!ir - 0,49951374 D

Exercícios

Se o raio de convergência da série de potências 2:=o c«x' for lO,

qual é o raio de convergência da série E=i /zc.x' i? Por quê?

3-10E] Encontre uma representação em série de potências para a

função e determine o intervalo de convergência

Suponha que você saiba que a série E=o b.x' converge para

1 1 1 < 2. O que você pode'dizer sobre a série a seguir? Por quê? 3. /(,) - ít; 1. /H - -Í-l;
+1

5. .f(,) --Í:"?' õ. /(') - -Í-;-i?'
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7. .f(*)

9. ./'(*)

l . 1 + xz
B. .r(') ' -Í:7

34. Mostre que a função

l
x -- 5 lo /(.)-:i;!íT

é uma solução da equação diferencial

Expresse a função como a soma de uma série de potências

usando primeiro fiações parciais. Encontre o intervalo de convergência.

3
12

/"(x) +/(x) - 0

35. (a) Mostre que Jo (a função de Bessel de ordem 0 dada no
Exemplo 4) satisfaz a equação diferencial

x:/#(x) + xld(x) + I'Jo(x)il. .f(,) - 3xz + 2x l/(«) -

7x -- l

(b) Avalie JI /o(x) d-t com precisão de três casas decimais

A função de Bessel de ordem l é definida porü Encontre uma representação em série de potências para a

função e determine o raio de convergência.
36.

13. .f(') - -iÍ';';f' '-w - : ãt:l1lil;L-14. .f(x)

15 .fn - tÍi-# 16. ./:(x)
(a) Mostre que Ji satisfaz a equação diferencial

x:/Í'(x) + x/f(x) + (JT' - l)J-(1)

17. /(x)

r3

IS. .fn -i;t5f-

.2

t8. .f(*) - -iÍ:?'i3í
(b) Nlostre que X(x)

37. (a) Mostre que a função

20. /(1)
.f(x)

] Encontre uma representação em série de potências para.Ê

plote/e várias somas parciais s«(x) na mesma tela. O que acontece
quando /t aumenta?

é uma solução da equação diferencial

.f'(x) -/(x)
(b) Mostre que .f(x)

Seja /n(1) x)//i:. Mostre que a série E./:(x) converge

para todos os valores de x mas que a série de derivadas E/=(x)
diverge quando x - 2/zv, /z um inteiro. Para quais valores de x
a série E.H'(x) converge?

21. /(x) 22. .f(x) -
xz + 25

38

" '',,--«lul'"\T:;J 24. /(x)

D Avalie a integral indefinida como uma série de potências.
39. Seja

.r(.) - $1 -g
25. 26. J-Í:i"Fa*

Encontre os intervalos de convergência para /, /' e /".

40. (a) Começando com a série geométrica E=-o x', encontre a
soma da série27. J-!!1lu''* 28. J tg '(x:)dx

Use uma série de potências para aproximar a integral
deãnida com precisão de seis casas decimais

:'. J:':íh'' «. l:': ': '(,o'«
(b) Encontre a soma de cada uma das séries a seguir

H H -.

(i) )l nx', lxl < 1 (ü) )l -i

(c) Encontre a soma de cada uma das séries a seguir

l
«l < l

tg''(x')dl « r'-íL;
(i) }l n(n l)I', lxl < l

33. Use o resultado do Exemplo 6 para calcular in 1,1 com

precisão de 5 casas decimais.
ou >1 -F
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Então ex sen .x = x + x2 + !.X3 +

(b) Usando a série de Maclaurin na tabela temos

3 X
+

5131sen x
tg x 42X Xcosa

+l
4121

Usamos um procedimento parecido com a divisão longa

* + à,' + i;,' +
à,; + ü,'X

!,' + á.:X

Então tg x - x + àx'

Embora não tenhamos tentado justificar as manipulações formais usadas no Exemplo lO,

elas são legítimas. Existe um teorema que afirma que se ./'(1) - E c-x' e g(x) = 2 b.-r' con-
verghem para lx 1 < R e as séries forem multiplicadas como se fossem pohnâmios, então a
série resultante também convergirá para lx 1 < R e representará .f(x)g(x). Para a divisão
necessitamos bo # 0; a série resultante converge para l x 1, suficientemente pequeno.

11.10 Exercícios

1. Se /(x) b.(1 5)' para todo x, escreva uma fórmula
para bs

2. O Branco de.fé mostrado. Explique por que a série

1,6 -- 0,8(x 1) + 0,4(x -- 1)' -- 0,1(x -- l)' +

5. .f(x)

7. .f(x)

6. /(x) = in(l + x)

B. /(x)

não é a série de Taylor de/centrada em l
9-'16 a Encontre a série de Taylor para /(x) centrada no valor

dado de a. [Assuma que/tem uma expansão em série de potências
Não mostre que R.(x) -, 0.]

9. /(x) = 1 + 1 + x', a = 2

ll. .f(x)=e;, a=3 12. .f(x)-lnx, a-2
13. /(x) a 1 14. .f(x) - -/;, a - 4

15. /(x) a .f(x) - cos x, a - --«/4

lO. .f(x) - .', a = --l

n

3-8 ] Encontre a série de Maclaurin para/(x) usando a definição
de uma série de Maclaurin. [Assuma que/tem uma expansão em

série de potências. Não mostre que R.(x) --' 0.] Também encontre
o raio de convergência associado.

3. .f(x) ./'(x)

17. Prove que a série obtida no Exemplo 3 representa cos x para
todo x

18. Prove que a série obtida no Exercício 15 representa sen x para
todo x. :g

X - jx' + àx'

  l 3
ix' -- á,' +

  l 3jx'  



CAPITULO ll SEQUENCIAS INFINITAS E SERIES n 761

Prove que a série obtida no Exercício 7 representa senha para
todo x.

45--47 0 Use séries para avaliar o limite

45. lim ! !g !
: --, o .x 'Prove que a série obtida no Exercício 8 representa cosh x para

ÍMo x.
46. lim 1 -- cos x

-;Õ 1 + x -- e

«. !Ü "" ' --*. -- !,'

o Use uma série de Maclaurin derivada nesta seção para
a série de Maclaurin para a função dada.

l.f(x) - cos "x 22. /(x) - e''/'
/(x) - l tg ''x 24. .f(x) - sen(x')

/(x) - x:e'' 26. .f(x) - ecos 2ir

/(.r) - sen:x [Oíca: Use sen:x ;: !(l cos 2x).]

/(x) - cos'l

48 Use a série do Exemplo lO(b) para avaliar

!n'3:'
x#0
x 0

Encontramos esse limite no Exemplo 4 da Seção 4.4 do Volume 1
usando a Regra de L'Hâpital três vezes. Qual método você prefere?

49-52 n Use multiplicação ou divisão de séries de potências para
encontrar os três primeiros termos diferentes de zero na série de
Maclaurin para cada função.

se l # 0

SQ x = 0
50. y = sec x

i,. , - -yÍ!;:.4- 52. y e' in(l -- x)

53-58 0 Encontre a soma da série

32. .f(X) - i/.JT';"ã;
34. .f(x)/(x) - cos(x')

54.

55

$ {..])H
JSo 6''(2n)!Encontre a série de Maclaurin para in(l+ x) e use-a para cal-

cular in 1,1 com precisão de cinco casas decimais.
.; (--ly-'2'*'
Jea 4'"'(2lz + l)l

sen(x:) dx 38- J-Ta,
58. 1 -- in 2 + -Él!-:E. -- .É113E +21 31

'13 + lclxJ «. J.''',
para aproximar a integral definida com a pre-

59 Prove a desigualdade de Taylor para n = 2, isto é, prove que se

.f"'(x) l :ç M para lir a l :e d, então

(três casas decimais)
IRz(x)l< Mjx-aj' para jx-aj<d

Mostre que a função definida por

/(.) - l;'''': i: : : :
(três casas decimais) 60. (a)

(erro < 10'')

'w x2e-,: dr (erro < 0,001)J (b)
não é igual a sua série de Maclaurin.
Plote a função na parte(a) e comente seu comportamento
próximo da origem.
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Ela mostra uma onda de uma fonte pontual S encontrando uma interface esférica de raio R
centrada em C. O raio SA é refutado em direção a P

Usando o princípio de Fermat de que a luz viaja de modo a minimizar o tempo, Hecht
deriva a equação

m } *f -; lw
onde ni e n2 são índices de refração e (., ri, s. e si são as distâncias indicadas na Figura
7. Pela Lei dos Cossenos, aplicada aos triângulos ACS e ÁCP, temos

n Aqui usamos a identidade

COS(T -- +)

m (. = VX: + (x. + R)' -- 2R(l. + R) êÓli Ó

e.=

Como a Equação l é difícil para se trabalhar, Gauss, em 1841, a simplificou usando a
aproximação linear cos é = 1 para valores pequenos de Ó. (Isso equivale a usar a
polinâmio de Taylor de grau 1.) Então a Equação l se torna a equação mais simples a
seguir [como é pedido para você mostrar no Exercício 32(a)]:

m --= + --=
n2 nl

R

A teoria óptica resultante é conhecida como aplica de Gauss, ou (ipríca de primeira ordem,
e se tornou a ferramenta teórica básica usada para desenhar lentes.

Uma teoria mais precisa é obtida aproximando cos é por seu polinâmio de Taylor de
grau 3 (que é o mesmo que o polinõmio de Taylor de grau 2). Ela leva em consideração
raios para os quais Ó não é tão pequeno, isto é, raios que atingem a superfície a distâncias
/z maiores acima do eixo. No Exercício 32(b) é pedido para você usar essa aproximação
para derivar a equação mais precisa

M
nl #2

+ -
n2 nl * «lü l-: * ;l: * { l; - :l'lR

A teoria óptica resultante é conhecida como ( rica de fercefra ordem.
Outras aplicações dos polinâmios de Taylor à física são exploradas nos Exercícios 30

3 1 e 33 e no Prometo Aplicado da página 774.

1:1ji12 Ex.rcícios

(a)

(b)

(c)

(a)

(b)

(c)

Encontre os polinõmios de Taylor até o grau 6 para

.f(x) x centrada em a - O. Plote.fe esses
polinâmios na mesma tela.
Avalie/e esses polinâmios em x = z/4, z/2 e n'.
Comente como os polinâmios de Taylor convergem para

Encontre os polinâmios de Taylor até o grau 3 para

.f(x) = 1/x centrada em a = 1. Plote./'e esses polinõmios
na mesma tela.

Avalie/e esses polinõmios em x = 0,9 e 1,3.

Comente como os polinâmios de Taylor convergem
para .f(x).

.f(x)

Bã 3-1]) o Encontre o polinâmio de Taylor Tn(1) para a função.fem a
Plote.fe Tn na mesma tela.

3. ./'(x) = in 1, a

4. ./:(x)

5. /(x) = sen it, a

6. .f(x) a = 2z/3, n

7. /(x) = tg x, a

8. .f(x) a

9. /(x) = e' sem, a
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.}(x) - J3 i: i:, ' 1, n = 2 mar a distância percorüda durante o próximo minuto?

um sistema algébrico computacional para encontrar
de n dados.val0

30. A resistividade p de um fio condutor é a recíproca da
condutividade e é medida em unidades de ohm-metros(Q-m)
A resistividade de um dado metal depende da temperatura de
acordo com a equação

sec l, /z :L 2, 4, 6, 8

tg x, n = 1, 3, 5, 7, 9

p(r) = p20e'(' 20)

onde f é a temperatura em 'C. Existem tabelas que listam os va-

lores de CE(o coeâciente de temperatura) e pzo(a resistividade a
20 'C) para vários metais. Excito a temperaturas muito baixas, a

resistividade varia praticamente lineamiente com a temperatura, e
assim é comum aproximar a expressão para p(f) por seu

polinâmio de Taylor de grau l ou 2 em f = 20.
(a) Encontre expressões para as aproximações linear e

quadrática.
(b) Para o cobre, a tabela fomece a = 0,003q'C e

pzo = 1,7 X 10'8 {)-m. Plote a resistividade do cobre e as
aproximações linear e quadrático para
--250 'C < r < 1000 'C

(ç) Para quais valores de r a aproximação linear coincide com
a expressão exponencial com precisão de l qo?

a = z/4, /z = 5, O < x < n/2

a = m/3, /z = 4, 0 < x « 2z/3

a = 0, n = 3, 0 « x :e z/6

31í?(,) - ví'í?,
}(,) - .'',
/'(x) - cosh x, a - 0, n

#(x) -x'/', a 16, n - 3,

a = 0, n = 2, xl < 0,5 Um dipolo elétrico consiste em duas cargas elétricas de magni-
tudes iguais e sinais opostos. Se as cargas forem q e --q e
estiverem localizadas a uma distância d, então o campo elétrico
E no ponto P na figura é

a = O, /z = 3, 0 :ç x « 0,1

*l:: l
a = 16, 15 < x < 17

'-$ af@
Uie a informação do Exercício 5 para estimar sen 35' com pre'
cisão de cinco casas decimais.

Expandindo essa expressão para E como uma série de

potências de d/l), mostre que E é aproximadamente
proporcional a l/Zy quando P está muito distante do dipolo

'Use a informação do Exercício 16 para estimar cos 69' com

precisão de cinco casas decimais.

time a Desigualdade de Taylor para determinar o número de
ltçmtos da série de Maclaurin para e' que devem ser usados
bala estimar e o'' com precisão de 0,00001.

P
g -q

D

32. (a) Derive a Equação 3 para a óptica gaussiana a partir da
Equação l aproximando cos é na Equação 2 por seu
polinõmio de Taylor de grau l.

(b) Mostre que se cos é for trocado por seu polinâmio de
Taylor de grau 3 na Equação 2, então a Equação l se toma
a Equação 4 para a óptica de terceira ordem.[Z)íca: Use

os primeiros dois termos na série binomial para r.'i e eíi
Também, use # H sen +.]

da série de Mail In(l + x) você pre-

33. Se uma onda de água com comprimento Z, se mover com
velocidade z; ao longo de um corpo de água com profundidade
d, como na figura, então

$;.---;.{, .-«.,''. ,, - -@- tgh 2@
2T ' l,

Um carro está se movendo com velocidade de 20 m/s e acele-

ração de 2m/s2 em um dado instante. Usando um polinâmio de
ITaylor de grau 2, estime a distância que o carro se move no
liróximo segundo. Seria razoável usar esse polinâmio para esti-

(a) Se a água for profunda, mostre que tl H -vgZ/(2v).
(b) Se a água for rasa, use a série de Maclaurin para tgh para

mostrar que u :: l/ãd.(Então, em água rasa a velocidade de
uma onda tende a ser independente do comprimento da onda.)
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(c) Use o Teorema da Estimativa de Séries Alternadas para
mostrar que se L > IOd, então a estimativa u2 :; gd tem
precisão de 0,014gl,.

uma aproximação inicial ll obtivemos aproximações sucesso
vas, .r2, xs, . . . , onde

.X,.+l = Xi
/(*.)
/'(*.)

Use a desigualdade de Taylor com /i - 1, íz = Xn e x = r para
mostrar que se .f"(x) existir no intervalo / contendo r, x« e x-.

e l /"(x) 1 « M, l /'(x) 1 ?: Á: para todo x C /, então

rl:ç

34. Mostre que T. e .f têm as mesmas derivadas em a até a ordem
n

jlsso signihca que se x« for preciso até d casas decimais, então

x«l é preciso até cerca de 2d casas decimais. Mais
precisamente, se o erro no estágio /z for no máximo lO "'
então o erro na etapa lz + ] será no máximo (M/2K) 10 ''.]

35. Na Seção 4.9 do Volume 1 consideramos o método de Newton
para aproximar uma raiz /' da equação .f(1) - 0, e a partir de

Radiação Proveniente das Estrelas

Qualquer objeto emite radiação quando aquecido. Um corpo negro é um sistema que absorve
toda a radiação que cai nele. Por exemplo, uma superfície preta não brilhante ou um buraco
grande com um pequeno furo na parede (como uma fornalha siderúrgica) é um corpo negro e
emite radiação de copo negro. Até a radiação do Sol está próxima de ser a radiação de um carpa

negro
Proposta no anal do século XIX, a Lei de Rayleigh-Jeans expressa a densidade de energia da

radiação do corpo negro de comprimento de onda À como
8n'kT

.f(À) -À
À'

onde À é medido em metros, T é a temperatura em Kelvin e k é a constante de Boltzmann. A Lei de

Rayleigh-Jeans coincide com medidas experimentais para comprimentos de onda longos, mas diverge
drasticamente para comprimentos de onda curtos.[A lei prediz que/(À) --> '" quando À --> 0* mas

experiências mostraram que/(À) --' 0.] Esse fato é conhecido como a carásfnZáe do u//ruvfo/efa
Em 1900 Max Planck encontrou um modelo melhor (conhecido agora como a Lei de Planck)

para aradiação do corpo negro:

.f(À)
8vãcÀ 5

eAc/(Àir) . l

onde À.é medido em metros, T é a temperatura em Kelvin e

h = constante de Planck = 6,6262 X IO'« J.s

c = velocidade da luz &: 2,997925 X 10' m/s

k constante de Boltzmann = 1,3807 X 10'n J/K

1. Use a Regra de L'Hâpital para mostrar:que

bm .f(À) #:: 0 $:: :1;je
i.-.+ o+ . l::l

iu .r(À)l? oÀ,+n

linfa a l.ei de P+anck. Assim ç$s4 léi modela lnelho!: 4 radiação dq corpo negra que a Lei de
Rayleigb'Jeans para comprimentos de onda mais cuüoi.


