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! O A Figura 5 mosira como a corrente (b) Depois de 1 s a corrente €
no Exempio 4 se aproxima de seu
¥ valor limite. (1) =5(1—-¢e?%)=47T5A
i#i
| 6 © fim 1) = lim 5(1 — ™)
| o TS i
| i y=35 =5—5lime™
t-—> .
| / =5-0=5 o
|
! ! / ! EXEMPLO 5 0 Suponha que a resisténcia e a indutdncia permanegam as mesmas como
5 i 0 o 25 no Exemplo 4, mas em vez de uma pilha usaremos um gerador que produz uma vol-
Il tagem varidvel de E(f) = 60 sen 30¢ volts. Encontre I(z).
1 FIGURA 5 i _ _
I[ i . SOLUGCAO Dessa vez a equacio diferencial torna-se
I. |
If dl dl
i|‘ 4 — + 121 = 60sen 30t ou — + 37 =15s5en30¢
i dt dt
i I O mesmo fator de integragio ¢* fornece
il
1'] 0O A Figura 6 mos_tra c? grafico da cor- _i (e3'1) — M _‘£ + 323 = 15¢3 sen 307
rente quando a pilha é trocada por um dt )
i gerador.

Usando a Férmula 98 na Tabela de Integrais temos

2 S TR, ety 3
| - | e = [ 15¢% sen30rdt = 15 (3 sen30t — 3005 30) + C

|
I H '
|
o M% 25 I = 3 (sen 30t — 10cos 301) + Ce™

1| , i Como I(0) = 0, temos
{

e [ e e ' : —%+C=O
il -2
i FIGURA 6 assim I(2) = 137 (sen 30t — 10cos 301) + gy o

me Exercicios

1-4 O . o ial & linear. d
Determine se a equagéo diferencial € linear. 12. Ey —xsen2x +ytg x, —m2<x< w2

1. ¥ + ey =x%? 2.y +senx =x%' -

3 xy +lnx—x’y=0 4 yy' =senx 13. (1+z)%':—+u=1+r, t>0 !
5-14 DO Resolva a equagio diferencial. 1 xytxy+ty=e”, x>0

5' y' + 2y —_ zex s. yl = x + Sy . L - » . . - : o . .

) 15-20 O Resolva o problema de valor inicial.
1. y —2xy=x - B xy' + 2y =e*

5. y +y=x+e* y0)=0

9. y'cosx=ysenx +sen2x, —7/2<x<7f2

dy _ .3 -
10.v1+xy=_xy' 16.tdt+2y—t, t>0, y()=0

dy dy 2
M. = + 2xy = x? — — 2t =3t%’ =
Xy =X 17. o 2t = 3%, v(0)=35




1-22 O Resolva a equagdo diferencial e use uma calculadora gré-
fica bu um computador para plotar vérios membros da familia de
soliigdes. Como a curva solugdo muda quando C varia?

. RTHIE .
=] 221.I_xy'+y=xcosx, x>0

k-

22. y' + (cos x)y =cos x

23, ‘Uma equacdo diferencial de Bernoulli [em homenagem a
James Bernoulli (1654-1705)] € da forma

{ dy R

. & T Py = Oy

" ,i. Observe que, se n = 0 ou 1, a equag@o de Bernoulli € linear.
~2»,; Para outros valores de n, mostre que a substituigio u =y 1on
;. transforma a equacdo de Bernoulli na equagio linear

;dix—u + (1 — n)P(xu = (1 — R)O(x)

-5 .

. 24-26 0 Use o método do Exercicio 23 para resolver a equagéo

e - éiiféiencial.

; Q' ok, 2 3
2 ’ By +=y=2

i x x

- Uiy zﬁ‘n yl + y = xy3

21. No circuito mostrado na Figura 4 uma pilha fornece uma vol-
tagem constante de 40 V, a indutiincia € 2 H, a resisténcia é
10Qel(0) =0

5., (@) Encontre I(?).

(b) Calcule a corrente apds 0,1 s.

' ' 28. No circuito mostrado na Figura 4 um gerador fornece uma
voltagem de E(t) = 40 sen 60¢ volts, a indutincia € 1 H, a
resisténcia € 200 e 1(0) = 1 A.

ori (a) Encontre ).

a _(b) Calcule a corrente depois de 0,1 s.

_:’(c) Use um dispositivo grafico para desenhar o grifico da

™" funcdo corrente.

T
. 29: A figura mostra um circuito contendo uma forga eletromotriz,

oy UM capacitor com capacitincia de C farads (F) e um resistor com
* uma resisténcia de R ohms ({1). A queda de voltagem através do

|1
1]

3.
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capacitor € (/C, onde Q € a carga (em coulombs); nesse caso,
a Lei de Kirchhoff fornece

-

RI + % = E(@)

Mas I = dQ/dt (veja o Exemplo 3 na Se¢Zo 3.3 no Volurme I); assim, temos

dQ 1
R—+ —=Q=E

e 0]
Suponha que a resisténcia é 5 (), a capacitincia € 0,05 F, a
pilha fornece uma voltagem constante de 60 V e a carga inicial
€ 3(0) = 0 C. Encontre a carga € a corrente no tempo £

No circuito do Exercicio 29, R =2, C=0,01F, Q(0)=0e
E(f) = 10 sen 60¢. Calcule a carga e a corrente no tempo ¢.

Seja P(f) o nivel de desempenho de alguém aprendendo uma
habilidade como uma fungdo do tempo de treinamento £ O~
grifico de P é chamado de curva de aprendizagem. No Exerci-
cio 11 na Segdio 9.1 propusemos a equagéo diferencial

dpP

— =kM — Pt

& ( @)
como um modelo razodvel para a aprendizagem, onde & € uma
constante positiva. Resolva essa equagdo diferencial linear e
use sua solugdo para plotar a curva de aprendizagem.

Dois novos trabalhadores foram contratados para uma linha de
montagem. Jodo processou 25 unidades durante a primeira
hora e 45 unidades durante a segunda hora. Marcos processou
35 unidades durante a primeira hora e 50 unidades na segunda
hora. Usando o modelo do Exercicio 31 e assumindo que

P(0) = 0, estime o nimero maximo de unidades por hora que
cada trabalhador € capaz de processar.

Na Segdo 9.3 olhamos para problemas de misturas nos quais o
volume de fluido permanecia constante e vimos que estes
fornecem equagdes separdveis (veja o Exemplo 5 naquela
segdo). Se as taxas de entrada e safda do sistema forem dife-
rentes, entdo o volume ndo € constante e a equagéo diferencial
resultante € linear mas nio separdvel.

Um tanque contém 100 1 de 4gua. Uma solugio com uma con-
centragio de sal de 0,4 kg/l é adicionada a uma taxa de 5 I/min. A
solugdo € mantida misturada e € retirada do tanque a uma taxa de
3 Vmin. Se y(¢) for a quantidade de sal (em quilogramas) depois
de ¢ minutos, mostre que y satisfaz a equagao diferencial

Ay _,_
dt 100 + 2¢

Resolva essa equagdo e calcule a concentragio depois de 20
minutos.

. Um tanque com capacidade de 400 | est4 cheio com uma mis-

tura de 4gua e cloro com uma concentragio de 0,05 g de cloro
por litro. Para reduzir a concentragio de cloro, dgua doce €
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bombeada no tanque a uma taxa de 4 I/s. A mistura € agitada e (a) Resolva essa equagio linear para mostrar que
€ retirada a uma taxa de 10 I/s. Calcule a quantidade de cloro

—_ mg _ mct/m
no tanque em fungio do tempo. p=—"-(1—¢e"m)

35. Um objeto com massa m & derrubado a partir do repouso e (b) Qual € a velocidade limite?
assumimos que a resisténcia do ar € proporcional  velocidade (c) Calcule a distancia que o objeto caiu depois de f segundos.
do objeto. Se s(¢) for a distincia percorrida depois de ¢ segun-
dos, entio a velocidade é v = 5'(¢) e a aceleragio € a = v'(?).
Se g for a aceleragio da gravidade, entdo a forga para baixo no
! objeto é mg — cv, onde ¢ € uma constante positiva, € a
Segunda Lei de Newton fornece

36. Se ignorarmos a resisténcia do ar, poderemos concluir que
objetos mais pesados ndo caem mais rdpido do que objetos
mais leves. Mas se considerarmos a resisténcia do ar, nossa
conclusdo muda. Use a expressdo para a velocidade de queda
de um objeto no Exercicio 35(a) para calcular dv/dm e mostrar

dv que os objetos mais pesados caem mais rdpido do que os mais

m—=mg — cv
i dt 9 leves.

M  istemas Predador-Presa

Temos olhado para uma variedade de modelos para o crescimento de uma dnica espécie
4 que vive sozinha em um ambiente. Nesta se¢do consideraremos modelos mais realistas,
i que levam em consideragdo a interagdo de duas espécies no mesmo ambiente. Veremos que
l esses modelos tomam a forma de um par de equagdes diferenciais acopladas.
Primeiro consideraremos a situagdo na qual uma espécie, chamada de presa, tem um

! amplo suprimento alimentar e a segunda espécie, denominada predador, se alimenta da
| presa. Exemplos de presa e predador incluem coelhos e lobos em uma floresta isolada,
' peixe e tubardes, pulgdes e joaninhas, e bactéria e amebas. Nosso modelo terd duas va-
ridveis dependentes e ambas serdo fungdes do tempo. Seja R(#) o nimero de presas (usando
i R para coelhos) e W(¢) o nimero de predadores (com W para lobos) no tempo ¢.
it Na auséncia de predadores, o amplo suprimento de alimentos suportaria o crescimento
T exponencial de presas, isto €,

i dR . .
'i _ o kR  onde k é uma constante positiva

5 Na auséncia de presas, assumimos que a populagdo de predadores declinaria a uma taxa
i proporcional a ela mesma, isto €,
l .|4 aw
i dr
Com ambas as espécies presentes, contudo, assumimos que a causa principal de morte
entre as presas ¢ serem comidas por predadores, e as taxas de natalidade e sobrevivéncia
dos predadores dependem da disponibilidade de comida, a saber, as presas. Também
assumimos que as duas espécies se encontram a uma taxa que € proporcional a ambas as
populagdes e é portanto proporcional ao produto RW. (Quanto maior qualquer uma das

populagdes, maior € a chance do encontro.) Um sistema de duas equagdes diferenciais que
incorporam essas premissas ¢ mostrado a seguir:

—rWw onde r € uma constante positiva

W representa os predadores. m fji_lf = kR — aRW % = — W + bRW

R representa as presas.

onde k, 7, a e b sdo constantes positivas. Note que o termo —aRW diminui a taxa natural
de crescimento das presas, e o termno bRW aumenta a taxa de crescimento natural dos
predadores.




; 702 O CALCULO ,

1.1 Exercicios

z A - .7 l 2
1. (a) Oque ¢ uma seqiiéncia? B gy =ttt Lz
{b) O que significa dizer que lim, = a, = 8? n n n
S . . — @
(c) O que significa dizer que lim, o a, = ©? 35 1 COS
2. (a) O que é uma seqiiéncia convergente? D& dois exemplos. - G n24+1
(b) O que é uma seqiiéncia divergente? DE dois exemplos.
' . o= ® ay=
3-8 = Liste os cinco primeiros termos da seqiiéncia. < = on s T
+ 1 . . . . . . . . . . . . .
3 a,=1-(02) 4 a,= =
3n -1 [ . R - i
AN 39-46 0 Use um gréfico da seqiiéncia para decidir se a seqiiéncia &
_ 3=y convergente ou divergente. Se a seqiiéncia for convergente, estime
5 g, = ———— 6. {2-4-6---+-(2n)} . . .
n! o valor do limite a partir do grifico e entéio prove sua estimativa.
1 n+1
; 7. {sen ot 8. ar=1, G = 3. a,=(—1y— W0. a, =2+ (~2/w"
(« 2 1+ a, n
iy 9-14 ©@ Encontre uma férmula para o termo geral a, da seqii€ncia Ly arct, 2n a2 ekl
. =4 C um T QAn s¢ 14, .
| 6 para o te ger q ] r— 7n

assumindo que o padrdo dos primeiros termos continua.
3

9. [%r%r%r%""} 10. {%’%vévér-"} 43, a,.=n_ 44, an=‘v3—"+_5"

2" & convergente, encontre seu limite.

i !
N n!
f 1. {2,7,12,17,.. .} 12 {-45 % :
i‘l [ 490 1625 ] . 1:3:5-----(2n—1)
i L a4, = -
" 13 {1, -34-5....) 14. {0,2,0,2,0,2,...} (2n)
! . . . . . . . . . . . . . 1:3:5:--2n—-1)
L . . . 4. a, =
H ' 15-38 © Determine se a seqiiéncia converge ou diverge. Se ela n!
; i convergir, encontre o limite. . . . .
i | .
f 15. a,=n(n — 1) 16. a, = ntl 47. Se $ 1000 forem investidos a uma taxa de juros de 6%,
) 3n -1 compostos anualmente, depois de n anos o investimento valerd
3 + 5n? Jn $ a, = 1000(1,06)"
[ i 1. a,= n+ n? 18. a, = 1+ Jn (a) Encontre os cinco primeiros termos da seqiiéncia {a.}.
I (b) A seqiiéncia € convergente ou divergente? Explique.
i 2n g
! _ __n
i 19. a, = gt 2. a,= 1+ Jn 48, Calcule os primeiros 40 termos da segiiéncia definida por
, —1y! P A
! N a,= -(ZI)TIH 2. a, = sen(nm/2) . la, se a, € um ndmero par
' " . " 3a, + 1 se a, é um nimero impar i
23. a, =2+ cosnw 24, {arctg 2n} )
3 . \ ea; = 11. Faga o mesmo para a, = 25. Faga uma conjectura i
f 25 ER el %6 1 —1 sobre esse tipo de seqiiéncia.
- p
: n (n+ 2
) 49. Para quais valores de r a seqiiéncia {nr"} € convergente? H
In(n?) 4
I 27, —— 28. {(—1)"sen(1/n)} -
n N 50. (a) Se {a,} for convergente, mostre que N
| In(2 + ¢” 3
| 29. [\/n +2- \/;} 30. {—(Tl} lim g+ = lim a, ;
| | i n n= 4
il — -n — — b
' { 3. a,=n2 2 a,=In(n+1) ~Inn (b) Uma seqiiéncia {a,} é definidapora; = le
2 _ .
| 0 a = cos’n . a, = (1 + 3 awe1 = 1/(1 + a,) para n = 1. Assumindo que {a,}




Suponha que vocé sabe que {a,} € uma seqii€ncia decrescente
e que todos 0s termos estdo entre os niimeros 5 ¢ 8. Explique
por que a seqiiéncia tem um limite. O que vocé pode dizer
sobre o valor do limite?

° Determine se a seqiiéncia dada € crescente, decrescente ou

1 G g 23
2n + 3 - 3n+ 4
= cos(nm/2) 5. a, =3+ (—1)Yn
zn 588. a,= ﬁ
n*+1 n+2

“/Calcule o limite da seqiiéncia

NN RN N

cente e limitada superiormente por 3. Aplique o Teorema
10 para mostrar que lim, . @, eXiste.

= (b) Calcule lim, .= a..

Mostre que a seqiiéncia definida por a, = 1, gpe1 = 3 — 1/, €
scente e a, < 3 para todo n. Deduza que {a.} ¢ convergente
alcule seu limite.

Mostre que a seqiiéncia definida por
1

a|=2
3 —an

ntl =

| isatisfaz 0 < g, < 2 e € decrescente. Deduza que a seqiiéncia é
. convergente e encontre seu limite.

' % (a) Fibonacci colocou o seguinte problema: Suponha que coe-
lhos vivam para sempre e que a cada més cada par produza

um novo par, que se torna reprodutivo com 2 meses de

idade. Se comegarmos com um par recém-nascido, quantos

pares de coelhos teremos no n-ésimo més? Mostre que a

resposta € f,, onde {f,} € a seqiiéncia de Fibonacci

- definida no Exemplo 2(c).

" (b) Sejaa, = f.+1/f, € mostre que @,—; = 1 + 1/a,-2:

Assumindo que {a,} é convergente, encontre seu limite.

64. (a) Sejaa; = a, a; = f(a), a3 = f(az) =f(fla) ...,

a.+1 = f(a,), onde f é uma fungdo continua. Se

] lim,—~ a, = L, mostre que f(L) = L.

" | (b) Tustre a parte (a) tomando f(x) = cos x, a = 1, e estimando
., 0 valor de L com precisdo de cinco casas decimais.

(a) Use um grifico para estimar o valor do limite

nS

lim —

Ao n

66.

67.

10.
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(b) Use um grifico da seqiiéncia na parte (a) para encontrar o8
menores valores de N que coirespondema e =0,1e
& = 0,001 na Definicdo 1.

Use a Definigéio 1 diretamente para provar que lim, . r" =0
quando || < 1.

Prove o Teorema 5.
{Dica: Use a Defini¢do 1 ou o Teorema do Confronto.]

1 n
Sejaa, = (1 + —) .
n

(a) Mostre que se 0 = a < b, entdo

bn+l _ an+l

P <{n+ 1)b"

(b) Deduza que b"[(n + 1)a — nb] < a™".

(¢) Ussa=1+ 1/(n + 1) eb =1 + 1/n na parte (b) para
mostrar que {a,.} € crescente.

(d) Usea=1eb =1+ 1/(2n) na parte (b) para mostrar que
Aon < 4,

(e) Use as partes (c) e (d) para mostrar que @, < 4 para todo n.

(f) Use o Teorema 10 para mostrar que lim,= (1 + 1/n)"
existe. (O limite € e. Veja a Equacédo 3.8.6.)

Seja a e b nimeros positivos com a > b. Seja a, sua média
aritmética e b, sua média geométrica:

_a+tb
2

blzx/E

a)
Repita esse procedimento de tal modo que, em geral,

a, + by
2

bn+l = ‘\/anbn

Qn+1 =

(a) Use indugio matemdtica para mostrar que

an > Ap+1 > bn+l > bn

(b) Deduza que {a,} e {b.} sdo ambas convergentes.

(c) Mostre que lim,—.» a, = lim,—« b,. Gauss chamou o
valor comum desses limites de média
aritmética-geométrica dos nimeros a ¢ b.

(a) Mostre que se lim» a2, = L € limMy—o @2.41 = L, entdo
{a,} é convergente e lim, o as = L.
(b) Sea,=1e
1
1+ a,

dp+1 = 1+

encontre os oito primeiros membros da seqiiéncia {a,}.
Entdo use a parte (a) para mostrar que lim, - a, = V2.
Isso dd a expansio em fragbes continuas

1
\/5=l+—17
24+ ——
o JEEINE



é convergente. Como

Exercicios

também € convergente.

n

A3+l 29 28

“segue-se que a série inteira Sp-; n/(n® + 1) €
que a série Zp-y+1 4, cOnverge, entdo a série completa

CAPiTULO 11 SEQUENCIAS INFINITAS E SERIES 0O 711

NOTA 4 o Um nimero finito de termos nio afeta a convergéncia ou divergéncia de uma
série. Por exemplo, suponha que possamos mostrar que a série

- n
2 —
n=4 N

1+3+—3—+E -

n=4 n3 +1

convergente. Similarmente, se soubermos

ian Ean+ 2 an

n=] a=N+1 "~

(a) Qual é a diferenca entre uma seqiiéncia e uma série?
(b) O que é uma série convergente? O que € uma série divergente?

2 Explique o significado de se dizer que Z7.,a, = 5.

4, ZScnn

n=1

@™

6 2 ———

a1 i n(n - 1)
1 - 2 n—1
o+ 1)15) 8. E. (‘7)
_ 2n
In+1

n n
Eai c Ea,-

i=1 j=1

Za. e

i=1 i=1

| 3 9 a
94+ + 2 +m+ 2 1—-5+3—-%F+ -

/13./—2+§ BB
41404+ 0,16+ 0,064 + -
s n— o _6 -t
5 353 16 Y ( L
! n=1 P
S (=3 5 1
17. 18. —
ngl 4" ngl e”
= o 4n+1
19. D, 37"g+! 20 Y —
n=1 n=0 5
= . = g
21. 22, —
n=1 N + 5 ,.21 n
ot 1 o (n+ 1)
23. — 24, —
n§I l’l(l‘l + 2) ,.gl n(n + 2)
@m o« 2
25. 2(0,1)" + (0,2)" 26. —
,.Z:[[ ( ? ) ] ( ¥ ) ] ngl n2 + 4’1. + 3
ol n ad 1 2
21. —_— 28. + —
o 3%+ 2" - n
29. 30. In
ngl 6_'l El (2’1 + 5 )
L © 1
3. 32 S —
2 arctg 255
o n - 1
33. In 34, ————————————
,Z:l n+1 2 ' n(n + D(n + 2)
35-40 = Expresse o nimero como uma razio de inteiros.
35. 02 =0,2222... 36. 0,73 = 0,73737373...
37. 3417 = 3,417417417 ... 38. 6,254
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39. 0,123456 4. 56021

'3 a 3 3 o u a

41-25 0 Encontre os valores de x para os quais a série converge.
Calcule a soma da série para aqueles valores de x.

a 35 2 3 (- 4y
n=1 3 . n=1
o o + 3 n

4. 3 4% u Q‘_—)
n=0 n=0 2

45. 2 — 4. Y tg'x

=0 X n=0
s a a N s u a 2 o e a a

47-43 0 Use o comando de fragbes parciais em seu CAS para
encontrar uma expressao conveniente para a soma parcial; entdo
use essa expresso para encontrar a soma da série. Verifique sua
resposta usando o CAS para somar a série diretamente.

i l

21 (4n + 1)(4n — 3)
> nt+3n+1

n=1 (nl + n)2

47.

48,
49. Se a n-ésima soma parcial de uma série 2., a, for

n—1
n+1

Sh =

encontre a, e no—; d,.

50. Se a n-ésima soma parcial de uma série ;- a. for
Sa=3-—n2™"

encontre a, e Zo-y dq.

51. Quando o dinheiro € gasto em produtos e servigos, aqueles que
recebem o dinheiro também gastam uma parte dele. As pessoas
que recebem parte do dinheiro gasto duas vezes gastardo uma
parte, e assim por diante. Os economistas chamam essa reagéo
em cadeia de efeito multiplicador. Em uma comunidade
hipotética isolada, o governo local comega o processo gastando
$ D. Suponha que cada pessoa que recebe o dinheiro gasto
gasta 100c% e economiza 100s% do dinheiro que recebeu. Os
valores de ¢ ¢ s sdo chamados de propensdo marginal a
consumir e propensdo marginal a economizar e, € claro,
cts=1
(a) Seja S, o gasto total que foi gerado depois de n transagoes.

Encontre uma equagio para S,.

(b) Mostre que lim,_,. S, = kD, onde k = 1/s. O nimero k €
chamado de multiplicador. Qual € o multiplicador se a
propensio marginal para consumir for 80%?

Nota: O governo federal usa esse principio para justificar o déficit.

Os bancos usam esse principio para justificar o empréstimo de uma

grande porcentagem do dinheiro que eles recebem em depésitos.

§2. Uma certa bola tem a seguinte propriedade: cada vez que ela
cai a partir de uma altura 2 em uma superficie dura e nivelada
ela volta até uma altura 7k, onde 0 < r < 1. Suponhaquea
bola seja derrubada a partir de uma altura inicial de H metros,
(a) Assumindo que a bola continua a pular indefinidamente,

calcule a distincia total que ela percorre.
(b) Calcule o tempo total que a bola pula.
-(c) Suponha que cada vez que a bola atingir a superficie com
velocidade » ela rebaterd com velocidade —kv, onde
0 < k < 1. Quanto tempo levard para a bola parar?

53. Qualéovalordecse D, (1 +¢)™" =27

n=2

7 54, Ploteascurvas y =x" 0<x<1l,paran=0,1,2,3,4,...

na mesma tela. Achando as dreas entre as curvas sucessivas, dé
uma demonstra¢do geométrica do fato, mostrado no Exemplo
6, de que

< 1

,,g. nn + 1) =1

55. A figura mostra dois circulos C e D de raio 1 que se tocam em P,
T € uma reta tangente em comum; C; € o circulo que toca C, D
e T; C, é o circulo que toca C, D e Cy; C; € o circulo que toca
C, D e C,. Esse procedimento pode continuar indefinidamente
e produzir uma seqiiéncia infinita de circulos {C,}. Encontre
uma expressdo para o didmetro de C, e entdo forneca uma
outra demonstragio geométrica do Exemplo 6.

T

56. Um tridingulo ABC é dado com £A = fe |AC| = b.
CD € desenhado perpendicularmente a AB, DE € desenhado
perpendicularmente a BC, EF L AB, ¢ esse processo continua
indefinidamente, como mostrado na figura. Calcule o compri-

A




mento total de todas as retas perpendiculares
|CD| + |DE| + |EF| + |FG| + - -

emtermos de be 6.

g 57. O que estd errado com o seguinte cdlculo?

. 0=0+0+0+---

L s =D+ -DH+A =D+

E =1l-141-1+1—-1+"--

R R R | G I | gy

3 =1+0+4+0+0+---=1

(Guido Ubaldo pensou que isso provava a existéncia de Deus,
porque “alguma coisa tinha sido criada do nada.”)

~ 58, Suponha que 2., a, (@, # 0) seja conhecida como sendo uma
.- série convergente. Prove que Z5- 1/a. € uma série divergente.

- 53," Prove 4 parte (i) do Teorema 8.
2 .qu Se Za, for divergente e ¢ # 0, mostre que Z ca, € divergente.

."51' Se S a, for convergente e = b, for divergente, mostre que a
7 série I {a, + b.) é divergente. [Dica: Argumente por
contradigdo.]

62. Se 2 a, e b, forem ambas divergentes, 2 {a. + b,) €
necessariamente divergente?

63. Suponha que uma série X a, tenha termos positivos e suas 67
somas parciais s, satisfagcam a desigualdade s, < 1000 para
todo n. Explique por que X a, deve ser convergente.

fi=fiitha n=3
Mostre que cada uma das afirmagdes abaixo € verdadeira.
) 11 1
forharr  farha o fafan

;. s =1
,_ (b) 'lg'lﬁl If;u+1

Georg Cantor (1845-1918), ¢ construfdo como a seguir.
Comegamos com o intervalo fechado [0, 1] e removemos o
~intervalo aberto (3, 3). Isso nos leva a dois intervalos, [0.5]e
o [3, 1]. Dividimos novamente cada intervalo em trés e remove-
“=mos cada tergo intermedidrio aberto. Quatro intervalos

- ’5 tpermanecem, e novamente repetimos o processo. Continuamos
- esse procedimento indefinidamente. O conjunto de Cantor con-
siste nos nimeros que permanecem em [0, 1] depois de todos
os intervalos terem sido removidos.

68.
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(a) Mostre que o comprimento total de todos os intervalos que
foram removidos € 1. Apesar disso o conjunto de Cantor
contém infinitos mimeros. D& exemplos de alguns nimeros
no conjunto de Cantor.

(b) O carpete de Sierpinski € o correspondente bidimensional
do conjunto de Cantor. Ele € construido pela remogéo do
nono subquadrado central de um quadrado de lado 1 dividido
em 9 subquadrados. A etapa seguinte consiste em remover 0s
subquadrados centrais dos oito quadrados menores que
permaneceram, ¢ assim por diante. (A figura mostra as trés
primeiras etapas da construgdo.) Mostre que a soma das 4reas
dos quadrados removidos € 1. Isso implica que o carpete de
Sierpinski tem drea 0.

(a) A sequenc1a {a.} ¢ definida recursivamente pela equagio
an =3(an1 + au-2) para n = 3, onde a, € a; podem ser
quaisquer nimeros reais. Experimente com varios valores
de a, e a, e use sua calculadora para descubrir o limite da
seqiiéncia.

(b) Encontre lim,_« a, em termos de a, e a, expressando
an+1 — a, em termos de a; — @, e somando uma série.

. Considere a série

ot n
,Z‘l (n+ 1)

(a) Calcule as somas parciais s, sz, 3 € §4. Vocé reconhece os
denominadores? Use o padriio para estimar uma férmula
para s,. ‘

(b) Use indugdo matemdtica para provar sua estimativa.

(c) Mostre que a série infinita dada € convergente, € calcule
sua soma.

Na figura existem infinitos circulos se aproximando dos
vértices de um tridngulo eqiiilitero. Cada circulo toca cutros
circulos e lados do triingulo. Se o tridngulo tiver lados de
comprimento 1, calcule a drea total ocupada pelos circulos.
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@) Se J lm f(x) dx for convergente, entdo (4) fornece

e j4 que f(x) = 0. Portanto

i a; = jl"f(x)'dx < Ilmf(x) dx

i=2

Se=ai + O ai < a, -I—ff(x)dx=M
i=2

Como s, < M para todo n, a seqiiéncia {s,} € limitada superiormente. Também

Sptt = Sn + Qn+1 = Sn

ja que a,+1 = f(n + 1) = 0. Entflo, {s,} é uma seqiiéncia crescente limitada, ¢ assim ela ¢
convergente pelo Teorema da Seqiiéncia Monot6nica (11.1.10). Isso significa que Ya,é

convergente

(i) Se [f(x)dx for divergente, entdo [T f(x) dx — o quando n—  porque

f(x) = 0. Mas (5) dd

n—1

flnf(x) dx < E ai = Sp-1

e assim s,_; — . Isso implica que s, — o e assim X a, diverge. 3

H 3 Exercicios

1. Faga um desenho para mostrar que
- 1 o 1
,,gz F < Jl F dx
O que vocé pode concluir sobre a série?
2. Suponha que f seja uma fungdo continua, positiva e decrescente

para x = | e a, = f(n). Desenhando uma figura, coloque em
ordem crescente as trés quantidades

5
6
[froae Ya X
=1 =2

3-8 0 Use o Teste da Integral para determinar se a série é conver-
gente ou divergente.

= w
32— 4, 2 7

EY
=

9-24 O Determine se a série  convergente ou divergente.

- w
9. 2
- 1,0001 *

n=s NI n=|

i 1 1 1
M l+—+—+—+—c+ -
8 27 64 125

12 1 +

13.

= 5-2Jn Mi 1

- on pan’—1
- 2 - n
15. ne™ 16.
n=1 ngl 2'l
3" Y L S
e+ 1 T2+ 3n+ 1
d 1 - 1
19. 20. —_—
,,22 nlnn ,.21 4+ 1
arctg n o lnn
21. 22
a=1 1+ nz ngl nz
d 1 2 1
23. 24

,E. n?+2n+2 ae3 nln nIn(ln n)




A fungdo zeta { de Riemann € definida por.

=3
n=1 N

¢ ¢ usada em teoria de niimeros para estudar a distribui¢do de
~ “nimeros primos. Qual & o dominio de {?
. b
303’(3)
.Ai*  erro usando s;p como uma aproximagio para a soma da
- série.
- Use (3) com n = 10 para dar uma estimativa melhorada da
soma.
Encontre um valor de n tal que s, represente a soma com
precisdo de 0,00001.

Use a soma dos 10 primeiros termos para estimar a soma
da série Zi-; 1/n2 Quio boa € essa estimativa?

Melhore essa estimativa usando (3) com n = 10.
Encontre um valor de n que garanta que 0 €ITO na aproxi-
magio s = s, seja menor do que 0,001.

. Calcule a soma da série Z5-; 1/n° com precisdo de trés casas
decimais.

33, Estime S, n~*? com precisio de 0,01.

1 34. Quantos termos da série n= 1/[n(In n)*] vocé precisaria adi-
- A, o
cionar para encontrar sua soma com precisdo de 0,017

: 28 0 Enconire os valores de p para os quais a série € convergente. 35.
= : 1
— 26. —_—
,22 n(in n)? = nln n[in(ln n)]?
= - Inn
1+ n?)r 28. —
2 n(l +n?) El "

s 3.

Encontre a soma parcial ;o da série Zp-; 1/n*. Estime o 37
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(a) Use (4) para mostrar que se s, € a n-ésima soma parcial da
s€rie harmonica, entdo

S»<1+Inn

(b) A série harmoénica diverge mas muito lentamente. Use a
parte (a) para mostrar que a soma do primeiro milhdo de
termos é menor do que 15 e que a soma do primeiro bilhdo
de termos € menor do que 22.

(a) Mostre que a série - (In n)*’/n® é convergente.

(b) Encontre um limite superior para o €0 na aproximagao s = s,.

(¢) Qual € o menor valor de n tal que esse limite superior seja
menor do que 0,057

(d) Encontre s, para esse valor de n.

Encontre todos os valores positivos de b para os quais a série
>e_, b"" converge.

38. Use as seguintes etapas para mostrar que a seqiiéncia

P S R
tn = 2 3 n nn
tem um limite. (O valor do limite € denotado por ye €
chamado de constante de Euler.)
(a) Desenhe uma figura como a Figura 6 com f(x) = l/xe
interprete ¢, como uma 4rea {ou use (5)] para mostrar que
t, > 0 para todo n.
(b) Interprete

th — I+ =[1n(n + 1) — lnn] — 1
como uma diferenga de dreas para mostrar que
t, — t.+1 > 0. Portanto {t,} € uma seqiiéncia decrescente.
(c) Use o Teorema da Seqiiéncia Monotdnica para mostrar que
{t.} é convergente.

Os Testes de Comparacgao

(1]

série geométrica:

Nos testes de comparagio a idéia é comparar uma série dada com uma série que € sabida-
mente convergente ou divergente. Por exemplo, a série

ad 1
,E. 2"+ 1

s . . s 1 1 s )
nos lembra a série Zn-; 1/2", que é uma séric geométrica com a = ; € r = 3 ¢ € portanto
convergente. Como a série (1) é muito similar a uma série convergente, temos a impressao
de que esta também deve ser convergente. Realmente, ela €. A desigualdade '

1 1
_——.<_
2"+ 1 2"

mostra que nossa série dada (1) tem termos menores do que aqueles da série geométrica e
portanto todas as suas somas parciais sio também menores do que 1 (a soma da série
geométrica). Isso significa que suas somas parciais formam uma seqiiéncia crescente li-
mitada, que é convergente. Também segue que a soma da série € menor do que a soma da
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Como a, < b, para todo n, temos R, < T,. Se = b, for uma série p, podemos estimar seu
resto T, como na Segdo 11.3. Se = b, for uma série geométrica, entdo T, € a soma de uma
série geométrica e podemos somé-la exatamente (veja os Exercicios 35 e 36). Em qualquer
caso sabemos que R, € menor do que T,.

EXEMPLO 5 o Use a soma dos 100 primeiros termos para aproximar a soma da série
S 1/(n® + 1). Estime o erro envolvido nessa aproximagéo.
SOLUGAO Como
1 < 1
n+1 n?

a série dada € convergente pelo Teste de Comparagdo. O resto T, para a série de com-
paragdo = 1/n° foi estimado no Exemplo 5 da Segdo 11.3 usando a Estimativa do Resto
para o Teste da Integral. L4 encontramos que

w 1 1
< —_— =
T. L e dx o2

Portanto o resto R, para a série dada satisfaz

1
R=T, s —
2n?
Com n = 100 temos
R = # = 0,00005
%= 01002 T

Usando uma calculadora programdvel ou um computador encontramos que

1w

== == (),6864538
”§1n3+1 ,Z'ln3+1
com erro menor do que 0,00005. o
4 Exercicios
_éuponha que X a, e = b, sejam séries com termos positivos e 3-32 O Determine se a série converge ou diverge.
- 2 b, seja sabidamente convergente. @ 1 = 9
_ {(a) Sea, > b, para todo n, o que vocé pode dizer sobre £ a,? 3 “nt+ntl . ,Z'l n+ 4
Por qué? ® 5 w 1
qa-(b) Se a, < b, para todo n, o que vocé‘pode dizer sobre X a,? 5. 2} 9 + 3" 6. Z‘z n—Jn
4 Por qué?
2 in+1 2 o 4+ 3"
2. Suponha que 2 a, e = b, sejam séries com termos positivos e 2 n? R L
Z b, seja sabidamente divergente. w - 2
- . 3 sen’n
- (a) Se a, > b, para todo n, 0 que vocé pode dizer sobre £ a,? 9. ¥ — 0 %
~ n=] '12 n=1 n\/'_l
Por qué?
S o . < 1 - 1
- (b) Sea, < b, para todo n, o que vocé pode dizer sobre Z a,? 1. - 12. —_—
i Por qué? ,2, n(n + 1)n +2) Zl Inln + Din +2)

TR SR S Pt e

o e e et
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B Y n-t ] wy—"_
) n=2 nj -1 ) =1 (n + 1)2n
* 3+ cosn s 5n
15. Ee— 16. =
\ n§=:| 3" n2=:| 2n- — 5
‘ o n « arctgn
17. — 18.
,,§| \/n5 + 4 ,,g, n4
5 g S1+2
19. 20.
E. 1+ 3" n§,1+3"
2 i S 22 i L
.n=ll+‘\/'; .n=3n2_4
> n?4 ] c nl—5n
23, 24. L
"§|n4+1 SnP+n+1
l+n+n? & n+5
5 2 26 5 ——
P T P
> n+1 ad 2n% + 7n
21. 28. —_—
ngl n2" ,,21 3”(’12 + 5n — 1)
g | o n!
29 Y — 0. Y —
n=1 n! =1 N

i i L ' 32 i !
. sen| — . =
2 n “ion 1+1/n
~-x 0 Use a soma dos 10 primeiros termos para aproximar a
soma da série. Estime o erro.

s 1 o 1+ cosn

33. —_— 3. ——
,,§=:1 ﬂ,4 + ’12 ,,21 'ls

3% 3 % S

) n=1 1 + 2" ) n=1 (I’l + 1)3”

37. O significado da representagdo decimal de um nimero
0,d1dxd; . . . (onde o digito d; é um dos niimeros 0, 1,

115 Série_s A_ltgrnadas

8.
39,

a.

4.

45,

2,...,9¢€éque
4 b b
10 10? 10° 10¢

Mostre que essa série sempre converge.

0,d|d2d3d4 L. = 4+ .-

Para quais valores de p a série 3y, 1/(n” In n) converge?

Prove que se a, = 0 e S a, convergirem, entdo = a; lambém
converge.

() Suponha que = a, € = b, sejam séries com lermos positivos
e 2 b, seja convergente. Prove que se

li an
im — =
nox b,
entdo X a, também € convergente.
(b) Use a parte (a) para mostrar que Zr-; (In n)/n* ¢

convergente.

(a) Suponha que £ a, e = b, sejam séries com termos positivos
e = b, seja divergente. Prove que se
li ay o
im— =
n—o bn
entdo ¥ a, também ¢ divergente.
(b) Use a parte (a) para mostrar que 5, 1/(In n) ¢ divergente.

Dé um exemplo de um par de séries 2 a, ¢ £ b, com termos
positivos onde lim,—.« {(a./bs) = 0 € 2 b, diverge, mas Z a,
converge. (Compare com o Exercicio 40.)

Mostre que se a, > 0 e lim, = na, # 0, entdo = a, é
divergente.

Mostre que se a, > 0 e = a, for convergente, entdo
2 In(1 + a,) é convergente.

Se = a, for uma série convergente com termos positivos, € ver-
dade que 2 sen(a,) também € convergente?

Se ¥ a, e T b, forem ambas séries convergentes com termos
positivos, € verdade que = a,b, também é convergente?

Os testes de convergéncia que temos olhado se aplicam apenas a séries com termos posi-
tivos. Nesta secdo e na préxima aprenderemos como lidar com séries cujos termos ndo sao
necessariamente positivos. De particular importancia sao as séries alternadas, cujos ter-

mos se alternam no sinal.

Uma série alternada é uma série cujos termos sio alternadamente positivos e nega-
tivos. Aqui estdo dois exemplos:

—

0 | -

+
Wi -

+
W | —

YR

1 1 1 o (-t
— = - —F = _—

4 5 6 ,,§=:| n

4 5 6 ot n
+ ——— F —— = —1y

5 6 7 ,.§=:|( 1)n+l
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" A desigualdade | x + 2| < 3 pode ser escrita como —5 < x < 1; assim, testamos a

série nos extremos —5 e 1. Quando x = —35, a série €
} = cn
‘ | n(=3)" ]
2 3+l = % 2 (_1) n
n=0 n=0

que diverge pelo Teste para Divergéncia {(—1)'n ndo converge para 0]. Quando x = 1, 3
série €
o a3y

2

" 3n+|
n=

©
13
n=0

que também diverge pelo Teste para Divergéncia. Entdo a série converge apenas quando
—5 < x < 1, assim, o intervalo de convergéncia € (-5, 1).

‘[ _ 11 8 Exerc1c1os

,| ) Srommm oo emwvmoon coeeme —p vwapgrso—mSomz o e T e T T ——
| 1. O que é uma série de poténcias? 2 i nx"
1\ 2. (a) O que € o raio de convergéncia de uma série de poténcias? 1305 Qe 1)
t[i Como vocé o encontra? - i (4x + 1)
i (b) O que ¢ o intervalo de convergéncia de uma série de potén- e n?
Il cias? Como vocé o encontra? .
[ (2x + 3y
_ % Y (—1)y—
%=Z3' 11 Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de n=2 nlnn
| convergéncia da série. ®
1 2. 3 =
x xn x — 1)"X" n=2 (1“ n)
2 KDY 7—— 4, 2 .
n=1 n n=0 N + 1 28 E 2:4- 6 - (2]1) "
i 5 Enxn 6. _x_ n=|1'3'5"“ (2'1_1)
| n=0 n=1 n N N . . o F
! = xn 29. Se 3%, c,4" for convergente, as séries que se seguem $do con-
it 7. .Z‘o‘n—' 8 g, n"x vergentes?
i“s kil x" _ 9\ AW
fi'l 9, E (= 1Ynd"x" 10. E ? @) ,Z’o el=2) (®) :zo e =4)
} n=\ =1 N
!‘: L U = p2xn 30. Suponha que Sy~ c,x" converge quando x = —4 e diverge
n. g (n+ 1) 12 g 10" quando x = 6. O que pode ser dito sobre a convergéncia ou
. . divergéncia das séries a seguir?
1B Y x— 18, 3 n¥x -5 S o
i fort @ e ) 2 c8
- = (_ 1)n -1 u:O n=0
15. x = 1) 16. ———— _ay 1. Qe
Z Vn 2 (2n T © 3 a3 @ 3 (-1yas
= 2 1 2 " . . R .
1. 3 (- l)" - ) 18. 2 =2 (x +3) 31. Se k for um inteiro positivo, encontre o raio de convergéncia da
w=t n2 = série
i -2 o (3x —2) » :
w 3 &2 0 32 3w,
n=1 n a=1 n3 =0 (kﬂ)'
z 2%x = 3) = (x+ 1)
2. E —(—) 22, 2 L—L “% 32. Plote na mesma tela as primeiras somas parciais sa(x) da

o nt3 we n(n + 1) série 3%, x", junto com a fungdo soma f{(x) = /(1 — x). Em

2. Y nlx - 1) que intervalo essas somas parciais parecem estar convergindo
n=1 para f(x)?




33, A fungdo J definida por

_ L (_l)nx2n+l

=2 l(n + D127

é chamada de fungdo de Bessel de ordem 1.

(a) Encontre seu dominio.

(b) Plote as primeiras somas parciais na mesma tela.

(c) Se seu CAS tiver fungdes de Bessel programadas, plote Ji
na mesma tela das somas parciais na parte (b) e observe
como as somas parciais aproximam J;.

. A fungfo A definida por

3 X6 X9

ps
=1+ + + 4
A=t s 3 567 23.5689

¢ chamada de fungdo de Airy, em homenagem ac matemdtico e
astronomo inglés sir George Airy (1801-1892).
(a) Encontre o dominio da fungdo de Airy.
"' (b) Plote as primeiras somas parciais s,(x) na mesma tela.
(c) Se seu CAS tiver fungdes de Airy programadas, plote A na
mesma tela que as somas parciais na parte (b) e observe
COmO as $omas parciais aproximam A.

M9

35.

36.

37.

38
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Uma fungdo f ¢ definida por

fO=1+2x+x>+2 +x*+---

isto &, seus coeficientes s80 ¢, = 1 € ¢2,+) = 2 para todo
n = 0. Encontre o intervalo de convergéncia da série e encon-
tre uma férmula explicita para f{x).

Se f(x) = Sp-0 cax", onde Cqss = ¢, para todo n = 0, encontre
o intervalo de convergéncia da série e uma férmula para f(x).

Mostre que se lim,—« /] c.| = ¢, entdo o raio de convergén-
cia da série de poténcias £ c.x" € R = l/c.

Suponha que o raio de convergéncia da série de poténcias
2 c,x" seja R. Qual € o raio de convergéncia da série de potén-
cias = c,x*"?

Suponha que a série X ¢,x" tenha raio de convergéncia 2 € que a
série £ d,x" tenha raio de convergéncia 3. O que vocé pode dizer
sobre o raio de convergéncia da série S (c, + d,)x" 7 Explique.

Representacdes de Funcgdes como Séries de Poténcias

~ 11 Uma ilustragao geométrica da
quagdo 1 é mostrada na Figura 1.
omo a soma de uma série é o limite
a seqUiéncia de somas parciais temos

1
——— = lim s,(x)
l1-x -

sy =1+x+x2+---+x"

., é a n-ésima soma parcial. Note que
" ‘quando n aumenta, s.(x) torna-se uma 1
élhor aproximagao de f(x) para (1]

1

1l —x

=14x+x2+x+-=2x"

Nesta secfio aprenderemos como representar certos tipos de fungdes como somas de séries
de poténcias pela manipulagio de séries geométricas ou pela diferenciagio ou integragdo
de tais séries. Voc pode imaginar por que queremos expressar uma fungdo conhecida
como uma soma infinita de termos. Veremos mais tarde que essa estratégia € (til para inte-
grar fungSes que ndo tém antiderivadas elementares, para resolver equagdes diferenciais e
para aproximar fungdes por polindmios. (Cientistas fazem isso para simplificar expressdes
'~ onde que eles utilizam; cientistas que trabalham com computadores fazem isso para representar
fungdes em calculadoras e computadores.)
Comegaremos com uma equagio que vimos antes:

o

|x| <1
n=0

Encontramos essa equagio primeiro no Exemplo 5 da Segdo 11.2, onde a obtivemos obser-
vando que ela € uma série geométrica com @ = 1 e r = x. Mas aqui nosso ponto de
vista € diferente. Agora nos referiremos 2 Equagdo 1 como uma expressdo da fungdo
f(x) = 1/(1 — x) como uma soma de uma série de poténcias.

EXEMPLO 1 o Expresse 1/(1 + x?) como a soma de uma série de poténcias e encontre 0
intervalo de convergéncia.

SOLUCAO Trocando x por —x? na Equagdo 1 temos

‘ 3 (—x2)

1—x© algumas somas parciais

1+ x?

1o &

@

S(-1)yx=1-x+x*— xS+ — -

a=0




se exemplo demonstra uma

neira na qual representagdes em
ries de poténcia sdo Uteis. Integrar

1 + x7) manualmente &

rivelmente dificil, Sisternas algébri-
sos computacionais devolvem formas
erentes da resposta, mas eles sdo

s extrernamente complicados. (Se
cé tiver um CAS, experimente-o.) Na
lidade & muito mais fécil lidar com a
posta em série infinita obtida no
Exemplo 8la) do que com a resposta

T Eg Exercicios
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SOLUGAD
(a) A primeira etapa ¢ expressar o integrando, 1/(1 + x’), como uma soma de uma série
de poténcias. Como no Exemplo 1, comegamos com a Equacdo 1 e trocamos x por —x”:

1 _ 1 _°°_7"
1+x7_1—(—x7)_,§0( x')

=X (-1x"=1-x"+x¥=---

n=0

Agora integramos termo a termo:

1 o © x7n+l

= [ 3 (-ardxr=c+ 3 (—1y ——

f1+x7dx fngo( yxtdx=C Eo( )7n+1
3 xlS 22
=C+x——+"—-Z— 4%
TR T ;2

Essa série converge para | —x'| < 1, isto é, para | x| < 1.

{b) Aplicando o Teorema da Avaliagdo nfio importa qual antiderivada usamos, assim
vamos usar a antiderivada da parte (a) com C = 0: -

o5 1 ¥ x® X2 2
dx = - T 4.
b 157 [x § 15 22

0
1 1 1
+ Ju—
g 28 15-25  22.2%

(Tn + 127

1
2

Essa série infinita € o valor exato da integral definida, mas como € uma série alternada,
podemos aproximar a soma usando o Teorema da Estimativa de Séries Alternadas. Se
pararmos de adicionar os termos com n = 3, o erro € menor do que o termo com n = 4:

1

W =~ 64 X 107"

Assim temos

s 1 1 1 1
f‘” de=— - ~ 0,49951374

+ —
o 14+ x7 g - 2% 15-2%  22.2%2

by
Dn+l

s

X

- 1. Se o raio de convergéncia da série de poténcias Z;-o c,x" for 10,
. qual € o raio de convergéncia da série ) nc,x""'? Por qué?

n+l

3-10 O Encontre uma representagdo em série de poténcias para a
fung&o e determine o intervalo de convergéncia.

2. Suponha que vocé saiba que a série 2y~ b,x" converge para 1
~ | x| < 2.0 que voct pode-dizer sobre a série a seguir? Por qué?

3 fn= 4 flx) =

1+x 1—x

1
1+ 9x?

5. flx) = 3 6. fx) =

1 —x
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1+ x?
. = 8. =
LW = f) =1
1 x
. =— 10. =
S S0 =175 fO =

2 Expresse a fungdo como a soma de uma série de poténcias
usando primeiro fragdes parciais. Encontre o intervalo de convergéncia.

.3* 12 f()__7x__1_
X+x-=2 A x4+ 2x — 1

1. f(x) =

~— O Encontre uma representagio em série de poténcias para a
fungo e determine o raio de convergéncia.

13. f(x) = m 14. f(x) =In{l + x)

15. f(x) = m 16. f(x) =xIn(1 + x)
!

17. f(x) = In(5 — x) 18. f(x) = _(1—_2x)_2

3

19. f(x) = (xiiz)z 2. f(x) = arctg(x/3)

a B © " = - . ue -

-7’k .. 0 Encontre uma representagiio em série de poténcias para f,
plote f e vdrias somas parciais s5,(x) na mesma tela. O que acontece
quando n aumenta?
1

21. f(x) =In(3 + x) m

B () =1n(1 ”)

1 —x

2 f(x)=

2. f(x) = tg7'(2x)

-7, 0 Avalie a integral indefinida como uma série de poténcias.

¢ 1 N X
25. J L+ dx 26. dex
- arct
2. | AeY dx 2 [ 1gG?)dx
X

3 B z u a B e e < o e

“.-:" 0 Use uma série de poténcias para aproximar a integral
definida com precisio de seis casas decimais.

*0.2 2,
2. Jo e 30. Jo tg' (x2) dx
(3, _ya o5 dx
3. Jo x? g7 (x*)dx 32. J-o T

33. Use o resultado do Exemplo 6 para calcular 1n 1,1 com
precisao de 5 casas decimais.

35.

36.

3%

39.

Mostre que a fungio

_ L (_l)nxlu
0= 2

¢ uma solugdo da equagéo diferencial
f'x)+f)=0

(a) Mostre que Jo (a fungio de Bessel de ordem 0 dada no
Exemplo 4) satisfaz a equagio diferencial

X5 + xJ5(x) + xX2h(x) =0
(b) Avalie |} Jo(x) dx com precisdo de trés casas decimais.
A fungdo de Bessel de ordem 1 € definida por
® )2l
(a) Mostre que J; satisfaz a equagio diferencial
)+ xJi(x) + (- DAKX) =0
(b) Mostre que Jo(x) = —Ji(x).

(a) Mostre que a fungéo

flx) = i x:
n:

n=0

€ uma solugfo da equagdo diferencial
) =fx)
(b) Mostre que f(x) = ~.

Seja f,(x) = (sennx)/n>. Mostre que a série  f,(x) converge
para todos os valores de x mas que a série de derivadas 2 fa(x)
diverge quando x = 2nm, n um inteiro. Para quais valores de x
a série 2 f,/(x) converge?

Seja

X

oK

n
|ﬂ2

flx) =

Encontre os intervalos de convergéncia para f, f'e f".

(a) Comegando com a série geométrica 2o x", encontre a
soma da série

«
@ 2 nx", x| <1

n=1
(c) Encontre a soma de cada uma das séries a seguir.

() i nin — Dx" x| <1
n=2

x 2 __ = 2
(i) §=)1 " = n (iif) E} ;
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— 1
Entdo efsenx=x +x>+3x+ -
3

(b) Usando a série de Maclaurin na tabela temos

LA
sen X * 3! 5!
g x= 2 a
cosx & x|
2! 4!

Usamos um procedimento parecido com a diviséo longa:

1,3 z,5
x+3x’+ 35X+

Lo b4 ), 1,34 L5
1 —3x" + 5x )x X+ mx
1.3 1.5
—3X T Hx
1.3 _ 1.5 .
3X wXx T
1 1
5x3— gx5+'
2.5 .
sx° +
= — 13425 L ...
Entao tg x=x+3x° + 3x + 3

Embora nio tenhamos tentado justificar as manipula¢es formais usadas no Exemplo 10,
elas sdo legitimas. Existe um teorema que afirma que se f(x) = = ¢,x" e g(x) = 2 byx" con-
vergirem para | x| < R e as séries forem multiplicadas como se fossem polindmios, entdo a
série resultante também convergird para | x| < R e representard f(x)g(x). Para a divisdo
necessitamos b # 0; a série resultante converge para | x |, suficientemente pequeno.

1 1%1 0 Exercivqios

1. Se f(x) = Zr_qba(x — 5)" para todo x, escreva uma férmula 5 f)=(01+x"° 6. f(x)=In{l +x

para bs. 7. f(x) =senhx 8. f(x) =coshx
2. O grifico de f ¢ mostrado. Explique por que a série

1,6 —08(x— 1)+ 04(x— 1)> = 0,1(x — 1)’ + - -~ oo o

9-18 D Encontre a série de Taylor para f(x) centrada no valor

ndo ¢ a série de Taylor de f centrada em 1. dado de a. [Assuma que f tem uma expansdo em série de poténcias.

y Nio mostre que R,(x) — 0.]
/\ f 9. f=1+x+x% a=2 10 fx)=x3 a=-1
// \ 1. fx)=e*, a=3 12. fix)=Inx, a=2
l_/ 13. flx)=1/x, a=1 nU f=+vx, a=4
0 1 X 15. f(x) =senx, a= /4 16. f(x) =cosx, a=—m/4
3-8 0 Encontre a série de Maclaurin para f(x) usando a definigdo ’ ) ’ T ’ ’
de uma série de Maclaurin. [Assuma que f tem uma expansao em 17. Prove que a série obtida no Exemplo 3 representa cos x para
série de poténcias. Ndo mostre que R.(x) — 0.] Também encontre . todo x.
o raio de convergéncia associado. 18. Prove que a série obtida no Exercicio 15 representa sen x para

3 f(x) =cosx 4. f(x) = sen2x todo x.




9. Prove que a série obtida no Exercicio 7 representa senhx para
~ todox.

“Prove que a série obtida no Exercicio 8 representa cosh x para
todo x.

:,;u o Use uma série de Maclaurin derivada nesta se¢io para

er a série de Maclaurin para a fungio dada.

2 fx)=e*"

24. f(x) =sen(x*)

26. f(x) = xcos2x

f(x) = cos mx
fx)=xtgx
f(x) = x%*
f(x) =sen’x [Dica: Use sen’x = 3(1 — cos 2x).]

fl(x) = cos’x

. senx
A ] se x#0
; 1 se x=0
3 1+ cosx
- ——— se x#0
2 f(x)= 1 x
3 se x=0

34 0 Encontre a série de Maclaurin de f (por qualquer método)
u raio de convergéncia. Plote f e seus primeiros polinémios na
ma tela. O que vocé observa sobre a relagiio entre esses
indmios ¢ f?

L S =T x
. f(x) = cos(x?)

2. f(x) = 1/J1 ¥ 2x
. fx)=2"

Encontre a série de Maclaurin para In(l + x) e use-a para cal-
cular 1n 1,1 com precisdo de cinco casas decimais.

Use a série de Maclaurin para sen x para calcular sen 3° com
-precisdo de cinco casas decimais.

—40 O Avalie a integral indefinida como uma série infinita.

':' fsen(xz)dx 3. J- se:x dx
0 [ dr

3, j\/mdx

44 0 Use séries para aproximar a integral definida com a pre-

1
J; sen(x?)dx (trés casas decimais)

an [0S ’ —
3 fo cos(x?)dx (trés casas decimais)
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45-47 0 Use séries para avaliar o limite.

_ -1
8. lim > 2%
x—0 x
6. Lim 1 —cosx

=0l +x—ef

1
senx—x+gx3
5

47. lim

x—=0 X

48. Use a série do Exemplo 10(b) para avaliar

tg x —x

lim 3

x—0 X
Encontramos esse limite no Exemplo 4 da Secéo 4.4 do Volume 1
usando a Regra de L'Hopital trés vezes. Qual método vocé prefere?

49-52 0 Use multiplicag@o ou divis3o de séries de poténcias para
encontrar os trés primeiros termos diferentes de zero na série de
Maclaurin para cada funcio.

x

.2
9. y=e" cosx

_ In(l1 —x)

e

50. y =secx
51, y 52 y=¢"In(l — x)

53-58 0 Encontre a soma da série.

4n

s x
8. X(-1r=

n=0 n:
54. w© (_l)nﬂjn

n=0 6 2n (2”) !

= — 120+l
5. 3 (—1)ym

am0 42" (2n + 1))

= g
56,
,.Z:(,S"n!
9 27 81
57. 3+E ?+-4—'
(In2)2  (In?2)?
58. 1_1ﬂ2+T—T+"'

89. Prove a desigualdade de Taylor para n = 2, isto €, prove que se
| f"(x)| < M para |x ~ a| < d, entdo

M
| Ry(x} | szlx—aF para |x —a|<d

Bh. (a) Mostre que a fungdo definida por
eV se x#0
o) = {0 se x=20

ndo € igual a sua série de Maclaurin.
(b) Plote a fungio na parte (a) e comente seu comportamento
préximo da origem.
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O Aqui usamos a identidade

cos(m — @) = —cos ¢

11%“1 2 Exercicios

Ela mostra uma onda de uma fonte pontual S encontrando uma interface esférica de raio R
centrada em C. O raio SA € refratado em diregiio a P

Usando o principio de Fermat de que a luz viaja de modo a minimizar o tempo, Hecht
deriva a equagdo

n n 1 [ nsi  nis,
o e )
onde n, € n, sdo indices de refracdo e £,, ¢;, s, € 5; sdo as distdncias indicadas na Figura
7. Pela Lei dos Cossenos, aplicada aos tridngulos ACS e ACP, temos
H| ¢,= /R* + (s, + R)> — 2R(s, + R) cos ¢
£ = +/R*+ (s: — R)> — 2R(s: — R) cos ¢

Como a Equagdo 1 € dificil para se trabalhar, Gauss, em 1841, a simplificou usando a
aproximagdo linear cos ¢ = 1 para valores pequenos de ¢. (Isso equivale a usar o
polindmio de Taylor de grau 1.) Entdo a Equagdo 1 se torna a equagdo mais simples a
seguir [como € pedido para vocé mostrar no Exercicio 32(a)]:

3 mom_mom
S0 5 R

A teoria 6ptica resultante é conhecida como dptica de Gauss, ou dptica de primeira ordem,

e se tornou a ferramenta tedrica bésica usada para desenhar lentes.

Uma teoria mais precisa € obtida aproximando cos ¢ por seu polinémio de Taylor de
grau 3 (que é o mesmo que o polindmio de Taylor de grau 2). Ela leva em consideragio
raios para os quais ¢ ndo € tdo pequeno, isto &, raios que atingem a superficie a distincias
h maiores acima do eixo. No Exercicio 32(b) € pedido para voc€ usar essa aproximagio
para derivar a equagdo mais precisa

n ns ny, — n n 1 1 2 n; 1 1 2
1 e L e e ) e e
S0 S R [ 25, (s,, R ) 2s; ( R &
A teoria 6ptica resultante € conhecida como dptica de terceira ordem.

Outras aplicagdes dos polindmios de Taylor 2 fisica sdo exploradas nos Exercicios 30,
31 e 33 e no Projeto Aplicado da pégina 774.

B

1. (a) Encontre os polindmios de Taylor até o grau 6 para 7% 3-11 O Encontre o polindmio de Taylor 7,(x) para a fungdo fem a.

f(x) = cos x centrada em a = 0. Plote f e esses

polindmios na mesma tela.

(b) Avalie fe esses polindmios em x = 7/4, 7/2 e .
(c) Comente como os polindmios de Taylor convergem para

Fx).

B 2. (a) Encontre os polindmios de Taylor até o grau 3 para
f(x) = 1/x centrada em a = 1. Plote fe esses polindmios

na mesma tela.

(b) Avalie fe esses polindmiosem x=09¢ 1,3.
(c) Comente como os polindmios de Taylor convergem

para f(x).

Plote fe T, na mesma tela.

I fx)=Inx, a=1, n=4
fxy=e¢e*, a=2, n=3
f(x)=senx, a==/6, n=3
f(x)=cosx, a=2muf3, n=4
f)=1tgx, a=0 n=4
f(X)=tgx, a=7/4, n=4

® W oNom oo .

flx) =e*senx, a=0, n=3




n] .

proxime f por um polinémio de Taylor com grau n em a.

se a Desigualdade de Taylor para estimar a precisdo da
proximagdo f(x) =~ T,(x) quando x estiver no intervalo dado.
rifique seu resultado na parte (b) plotando | R.(x) |-

f=vx, a=4, n=2 4sx<42

=x? a=1 n=2 09sx=s1,
5,'.f,(x)=senx, a=a/4, n=5 0<x<7/2
67 f(x) =cosx, a=7/3, n=4, 0<x=<2n/3
fx)=1tgx, a=0, n=3, 0=<x=<7/6

B f()=YT+x, a=0, n=2, |x|<05

1S5<x=<17

() =5,

= In x,

a=16, n=3,

a=4, n=3, 3s<x=<5

' '.jli Use a informagio do Exercicio 5 para estimar sen 35° com pre-
. A . i
. cisdo de cinco casas decimais.
“Use a informagio do Exercicio 16 para estimar cos 69° com
. precisdo de cinco casas decimais.

iz . . .

25, Use a Desigualdade de Taylor para determinar o nimero de
ermos da série de Maclaurin para ¢* que devem ser usados

 para estimar e®' com precisdo de 0,00001.

8
Quantos termos da série de Maclaurin para In(1 + x) vocé pre-
 cisa usar para estimar In 1,4 com precisdo de 0,001?

0 Use o Teorema da Estimativa de Séries Alternadas ou a
ualdade de Taylor para estimar a gama de valores de x para os
a aproximagdo dada € precisa dentro do erro estabelecido.
ifique sua resposta graficamente.

senxzx——z, erro < 0,01
xt xt
=] ——+ — <
0s x = | 2 24 erro < 0,005

“raciio de 2m/s’ em um dado instante. Usando um polin6mio de
:Taylor de grau 2, estime a distincia que o carro se move no

]

2]

CAPiTULO 11 SEQUENCIAS INFINITAS E SERIES DO 773

mar a distincia percorrida durante o préximo minuto?

30. A resistividade p de um fio condutor € a reciproca da
condutividade e é medida em unidades de ohm-metros ({)-m).
A resistividade de um dado metal depende da temperatura de
acordo com a equagéo

p() = parpe™20

onde ¢ é a temperatura em °C. Existem tabelas que listam os va-
lores de a (o coeficiente de temperatura) e pyo (a resistividade a
20 °C) para vérios metais. Exceto a temperaturas muito baixas, a
resistividade varia praticamente linearmente com a temperatura, e
assim € comum aproximar a expressdo para p(f) por seu
polinémio de Taylor de grau 1 on 2 em ¢ = 20.
(a) Encontre expressdes para as aproximagdes linear e
quadritica.
(b) Para o cobre, a tabela fornece a = 0,0039/°C e
pxo = 1,7 X 107 (3-m. Plote a resistividade do cobre € as
aproximacoes linear e quadratica para
—250 °C = ¢ =< 1000 °C.
(c) Para quais valores de t a aproximagio linear coincide com
a expressdo exponencial com precisio de 1%?

31. Um dipolo elétrico consiste em duas cargas elétricas de magni-
tudes iguais e sinais opostos. Se as cargas foremge —q e
estiverem localizadas a uma distincia d, entdo o campo elétrico
E no ponto P na figura &

q9 q

E=—+- - —"—
D* (D+4d)?

Expandindo essa expressdo para E como uma série de
poténcias de 4/D, mostre que E € aproximadamente
proporcional a 1/D? quando P estd muito distante do dipolo.

P+
f D fe— d —|

32. (a) Derive a Equagdo 3 para a éptica gaussiana a partir da
Equag@o 1 aproximando cos ¢ na Equagéo 2 por seu
polindmio de Taylor de grau 1.

(b) Mostre que se cos ¢ for trocado por seu polindmio de
Taylor de grau 3 na Equag@io 2, entdo a Equagdo 1 se torna
a Equacfo 4 para a 6ptica de terceira ordem. [Dica: Use
os primeiros dois termos na série binomial para £, ' e €.
Também, use ¢ = sen ¢.]

33. Se uma onda de 4gua com comprimento L se mover com

velocidade v ao longo de um corpo de dgua com profundidade
d, como na figura, entdo

27 L
(a) Se a dgua for profunda, mostre que v = /gL/(2m).
(b) Se a dgua for rasa, use a série de Maclaurin para tgh para

mostrar que v = Jg;_d (Entiio, em Agua rasa a velocidade de
uma onda tende a ser independente do comprimento da onda.)

AR
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{c) Use o Teorema da Estimativa de Séries Alternadas para uma aproximagio inicial x, obtivemos aproximagdes sucessi-
mostrar que se L > 10d, entdo a estimativa v? =~ gd tem vas, X3, X3, . . ., onde
precisio de 0,014¢gL.
. Xn+t = Xa — —M—
———————————————————————————— Fxa)
1 I L I Use a desigualdade de Taylorcomn = 1,4 = x, € x = r para
mostrar que se f”(x) existir no intervalo / contendo r, x, ¢ x,,,
d e | f(x)| < M, f(x)| = K para todo x € [, entdo
| ;
—— - — |xgmr = r| < o2 fx = rf?
2K
34. Mostre que 7, € f t8m as mesmas derivadas em a at€ a ordem Lo . c . .
[Isso significa que se x, for preciso até d casas decimais, entio
- Xn+1 € preciso até cerca de 2d casas decimais. Mais
35, Na Segdo 4.9 do Volume I consideramos o método de Newton precisamente, se o erro no estdgio n for no mdximo 1077,
para aproximar uma raiz r da equagdo f(x) = 0, e a partir de entdio o erro na etapa n + | serd no médximo (M/2K)107>"]

Radia¢ao Proveniente das Estrelas

Qualquer objeto emite radiagio quando aquecido. Um corpo negro € um sistema que absorve
toda a radiagio que cai nele. Por exemplo, uma superficie preta néo brilhante ou um buraco
grande com um pequeno furo na parede (como uma fornalha sidertirgica) € um corpo negro e
emite radiacdo de corpo negro. Até a radiagio do Sol estd préxima de ser a radiagdio de um corpo
negro.

Proposta no final do século XIX, a Lei de Rayleigh-Jeans expressa a densidade de energia da
radiaciio do corpo negro de comprimento de onda A como

8wkT
=%

onde A & medido em metros, T é a temperatura em Kelvin e & € a constante de Boltzmann. A Lei de
Rayleigh-Jeans coincide com medidas experimentais para comprimentos de onda longos, mas diverge
drasticamente para comprimentos de onda curtos. [A lei prediz que f (A) — = quando A —> 0" mas
experiéncias mostraram que f(A) — 0. Esse fato € conhecido como a catdstrofe do ultravioleta.

Em 1900 Max Planck encontrou um modelo melhor (conhecido agora como a Lei de Planck)
para a radiacdo do corpo negro:

8qrhcA
f(A) = ehc/(»\kT) -1

onde A-¢é medido em metros, T € a temperatura em Kelvin e
h = constante de Planck = 6,6262 X 10-* J.s
¢ = velocidade da luz = 2,997925 X 10* nv/s
k = constante de Boltzmann = 1,3807 X 102 J/K

1. Use a Regra de L'Hopital para mostrar que
Alir{)l+ fA) =0 e }im fy=0

H

I oL ‘ para a Lei de Planck. Assim essa lei modela melhor a radiagio do corpo negro que a Lei de
Rayleigh-Jeans para comprimentos de onda mais curtos.




